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The year that Rutherford died (19382 there disappeard jforever the
happy days of free scientific work which gave us delight in owur
vouth. Science has become a productive force. She has become
rich but she has become enslaved and part of her is wveiled in
secrecy. I do not know wether Rutheford would continue to joke

and laugh as he used Lto.

Pyor Leonidovitch Kapit=za
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1. RESUMEN

En el presente trabajo de tesis se analizé la presentacidn de
la sequnda ley de la Termodinamica en diferentes enfogues: el
cunventianal’, el postulacional, el axiomdtico de Carathdéodory vy
se analizd la postura cperacionalista en las ciencias fisicas en
base a la segunda ley.

En este andlisis se tomaron aspectos tanto cientificos como
filosdficos para evaluar los diferentes enfoques, de manera que al
final de &)1 se pudieran observar claramente los beneficios de un
analisis epistencl dgico en un &rea de la Quimica (termodinémical.

El analisis comparativo de estos enfogues consistid en la
evaluacidn de éstos en funcidn de la <claridad de los conceptos
basicos, la Jjustificacidn de ellos vy el origen de la entropia vy
sus caracteristicas matematicas.

Se demostrds, matematicamente, la necesidad de la existencia
de una funcidn de estado gue caracteriza a cualguier sistema
termodindmico, la entropia. También se demostré la necesidad
matematica de la existencia de wuwuna ecuacién de estado 1llamada
temperatura. Todo esto se logrd gracias al uso de cierto tipao de
ecuaciones diferenciales, las Uno—formas o ecuaciones de Paff.

Farte del andlisis epistemoldgica consistid en la
presentacidén breve del enfogue convencional dada la familiaridad
de los cientificos con dicho enfoque. La presentacidén completa
del enfoque postulacional y del axiomatico incluyd con detalle
todas las deducciones matematicas que dan origen a la funcidn de
estadae entropia. Finalmente, se determind que el enfogue
axiomatico de Carathéocdory de la segunda ley de la Termodinamica
es el gue mejor responde a las exigencias cientificas de una
presentacidn cuya finalidad es introducir al nedfito a un concepto
nuevo  importante en wuna teoria, i.e., la entropia. Ademas se
logrd refutar la postura operacionalista y se logrdéd determinar
algunos de los errores mas comunes de esta filosofia, que
actualmente es la filosofia que poseen la mayoria de los
cientificos, conciente o inconcientemente.

i large de Lodo el trabajo los términos convencional, clisico e

hisltrico, referides a la formulacidn de la segunda ley de la
termodinamica, se usan de manera equivalente.
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2. INTRODUCCION

La termodindmica es un area fundamental de la fisica y de la
quimica ya qgue Con ella nos es posible describir,
macroscopicamente, un sistema fisico en forma completa ¥
exhaustiva.

La termodinAmica como la mayorfia de las ciencias, s2
desarrolld en sus origenes en forma empirica. Al inicic,sus leyes
fundamentales se lograron establecer después de un estudio
empirico de los diferentes procesos fisicos que se podian llevar a
cabo en un sistema fisico. Mas especificamente, el concepto de
entropia se desarrolld en un estudioco empirico de las maguinas
térmicas.

El enfoque tradicional, descrito brevemente en el péarrafao

anterior, es el que ha sido usado comdgnmente para ensefar el

concepto de entropia a nivel de licenciatura, €1,2,3,4). Este
enfogue es importante pero insuficiente e inadecuado para
comprender el concepto de entropia, asi como otros conceptos

importantes de la termodinamica. Farte de la debilidad de este
enfoque radica en la imposibilidad factica de construir maquinas
ideales, las cuales estan relacionadas estrechamente con el
concepto de entropia.

Existen otros tipos de formulacidn de las leyes de la
termodinamica vy en especial de 1la segunda 1ley; postulacional,
axiomdtico y operacionalista. Un enfogue postulacional es el
presentado por Callen (35). En este enfogue, una nocidn escueta de
entropia es presentada como concepto basicoj; dicha nocidn inicial
s wva enriqueciendo matematicamente a medida que se va
desarrocllando la teoria. Este enfoque es superado por el
axiomatico de Carathéodory, en el cual se prescinde de la entropila
coma concepto inicial, logrando de esta manera una ventaja en el
aspecto de la simplicidad tedrica.

Ademas, existe el enfogue axiomatico de la entropia
de Carathéodory en cuyo marco se presentard la deduccidn de esta

funcidn vy se mostraré la necesidad tedrica de su existencia



b LD s D HETET TR b Pt S Pa T 51 s Tal g §n i 7]
:-::nm P mmm;’l m nu o -nummm P
’ﬁ:, RO s S b bine i > 3

,u,ﬂ;wu:nm eldimog es  Bmon l-l“i— pﬁ: sup sy l.:ﬁﬁlﬂ
;tlmn_ »n Yot ne odxtall smeFeia ow .-in-n:uqﬁm*r“
R | WE R . eV i ausdxe
i 1.“,} :nﬂn esi  sb SIvoyem sl omos aciménibomyvad sl
anyal _ﬁg__-mhinl A asivigms smi0l As =enuglyo suR N allovveash
oibydes I:l:.u sb sbugesh “edeidetee movewgol s2  @elstnemabrot
& vavell nelboq s# sup @csiel) scasnsyq seinevalib ol sb odivlams
sb ofqednas  Ie .-Mnnl-mm'-ﬁ' oatEly ﬂi}l&h oy ne oded
esntupam =6l ob odivigee olbutas su na o!lovieesh ea -iquﬁu
Sk 18 -H:\'II*"
otetvdg lu ne ednsmsvard odivaend JIENGiibayd Bupotne 132
is _wsfleana  sYaD adnsmnbncs obeai obie wad sup le sm ‘wlm
pIES (P E.0) L mvdsisneail b levin o sluovine sb 03GE3NOD
sYeq obe s »absni e sinmiz@ituant oveq l#m#wt es supotne
solgeonay ayio osed lsa (Slgevina sb odamonon Ie vyabravgwo
size mb babilideb ®l =5 9439 .kdisdnibomvad sl sb eednsdvcamt
gsniupian  tlutdacos ob s>1438% bebtlidisogmi sl ne soibsy -um-tm
~da  ooed einanerioevtas asbanciaslsy nédza seisus wsl .umx
5 ' Leigotiom wb ﬂ#ﬂl:tﬁh
&! ab -uul_ #si mb mimivewl eb soqli? ®OY¥e medgixd g
lencissiutzog iyel sboupes sl Wb Isismase Am Y udimRnibomyed
s =8 Isnoisslutepq ewpotns Sifetlenctatwqe ¢ obtIbmot e
ab sisusee ndison s Seupotns stee nd (8 nellisd voq cbhsinasavg
1atsint ndizon sdsld joriakd oPqedned ONDD Abs InkeEavg &8 s lgoving
sv ®2 sup ebibee s edneasdiftddndsm obnsiseuplivee sv 88
e +vou oObaveque =20 awpotna eded .l?-lw'i# sl obaslicvyaasb
slaovine el sb ebnisssvg o= sud e Mw Noboknds 18D ab orilaeolxe
fe ma sisinev snu sveasm sdes ob obneigel ,Isizini olgeanos oo D
JA3iwnld bebixi l.qu-l_t sl sb ofreqee
&igovying sl ab ayidamcing Supsing s edaixe ,ainedR
siea @b nissubeb &l AYsinEeEvg SF O3WAN ovus A8 Y roboddd s v6D wb
siomedaiae un ab s3ive? bablzeden si 2weyiwom B8 v ek arast

B e S fhe sls

1L B .dl NI

SRR .ﬁ'.hl f?'ﬁ’#'-‘ﬂ;“

?*PI

ke

PRI R L




utilizando como herramienta matematica las ecuacicnes o farmas de
Ffaff (6,7).

Utro enfoque contemplado en este analisis es el operacional.
Los cientificos gue adoptan la bandera del operacional ismo suponen
que un simbolo, tal como una ecuacidn, posee significado fisica
s6lo en la medida en que concierne a alguna posible operacidn
humana. Ello entrafia que la totalidad de la ciencia se refiere a
coperaciones, principalmente mediciones vy Ccalculos, antes que a la
naturaleza, (8) o coma postulé Bridgman, el padre del
operacionalismo: "Nada existe mientras no sea observade y nada
tiene significado mientras no sea medido (9).

For medio de un analisis epistemoldégico se evaluaran los
enfoques de la segunda ley de la termodinamica mencionados
anteriormente, y en relacién a claridad conceptual, simplicidad
tedrica, rigor cientifico vy consistencia. Se establecera cual de
ellos es el mas adecuado para la comprensién del concepto de
entropia , estableciendo en cada caso aciertos y posibles errores
.tanceptuales.

Fesulta pertinente hacer la aclaracién que el enfoque de
Carathéodory no se propone desarrcllar un sistema axiomatico que
parta desde los primeros principios ldégicos, en el sentido de
Bunge y Garrido (10, 11). Sin embargo, éste, como todo enfoque
matematico, presupone la légica, ¥y aqui solamente se limita a
utilizar la parte matematica del desarrollo axiomatico la cual es

la que realmente es de utilidad para la termodin&mica.
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3. ANTECEDENTES

La primera ley de la termodinamica nos dice gque en un proceso
fisico la energia no se crea ni se destruye, sino que fluye de una
parte del Universo a otra o se convierte de una forma a otra. La
cantidad total de energia del universo se conserwva. A pesar de
su gran valor, la primera ley tiene una limitacidén fundamental; no
puede predecirse en base a ella la direccidn de un proceso. Una
vez especificado un proceso o cambio en particular, la primera ley
ayuda a hacer la contabilidad del balance de energia, peroc no dice
nada ni de la direccidén, ni de 1la factibilidad de un proceso
fisico.

5i el concepto de cambioc o transformacidn de energia no puede
emplearse para indicar la direccidn de un proceso, entonces debe
buscarse otra funcidn termodinamica que permita hacerlo. Esta
funcidn es la entropia.

La Segunda Ley nos conduce a la entropia, que nos permite
establecer si un estado es accesible a partir de otro por medioc de
un cambio esponténeoc: la entropia del universo siempre s mayor
después gue ha ocurrido un cambio espontanec. La primera ley
utiliza 1la energia interna para identificar los cambios
permisibles, la segunda ley utiliza la entropia para identificar
entre estos cambios los que son naturales y espontaneos.

Tanto la primera como la segunda ley de la termodinamica  son
generalizaciones sobre el comportamiento de sistemas
termodinamicos. Estas leyes han servideo para postular la
existencia de tres variables termodinamicas: la energia interna,
la temperatura y la entropia. El aspecto en que se diferencia
esta Gltima de las dos primeras radica en uwuna complejidad que no
esta directamente asociada a conceptos familiares de la wvida
cotidiana. Ha constituido un verdadero reto a los expositores de
la termodinamica, presentar el significado de la entropia dentro
de un contexto estrictamente macroscédpico (tal y <omo debe ser
presentado en termodinamica <cléasical) sin recurrir a conceptos

tales como desorden molecul ar.
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No podria haber auteoconciencia y creatividad
humana sin organtizacidn viviente, Vv no podria
haber semejantes sistemas disipativos vivientes
a menos gue la corriente enirdpica siguiera su

curso general irreversible.

Arthur Peacocke.



s M At

ks et R R ) =R T g s el B SRR LY 1 'ilbi-'_ 5 B SR {"-:i SN iee 140 :.J

e " s et P &, e = _r:_"::'! FREESESG F e "._"‘.t._"-'

- 4 W e i L = -

S ¢t U e B il e b’ WIS

= ) C I [
- LA
- £y ]
el Sl A e i . ¥
i il . R ' i .
e - Wits
-

m&w mm wm _ﬁ j
nm it & -mnm m mm o

i
o : 2
o
:
gy
. e
[
-
Gy
s Aeshai
- e - -
o -
b ok
o
i I i
. T _ B
¥
3 5
i Pt
3 & -
:
f
el y B
¥ ke o 8
; B . e L B
: - b H
1% X 1w R = L&££
" Fa ‘
= ) .I'-l LS
T s Y
s
i
g
i 5
_ - i e e i A - LSRR (R
» e T TR R A ) A 1 i




A continuacidn se presentard el enfoque cliasico de la segunda
ley de la termodinamica yv se ver& cdmo en &ste se utiliza el Cicle
de Carnot y las propiedades de los ciclos reversibles para obtener
una definicién de entropia.

3.1 La primera ley de la termodinamica. (12)

Supongamos una transformacidédn termodinamica arbitraria. Sea
AQ la cantidad de calor neta absorbida por el sistema vy AW lel
trabajo neto hecho por el sistema. La primera ley establece ﬁﬁe
el cambio de energia interna del sistema definida como:

AU = AQ - AW :
es la misma para todas las transformaciones gque parten de un
estado inicial determinado a un estado final determinado.

Lo anterior inmediatamente define una funcién de estado U,
llamada energia interna. Su wvalor para cualquier estado puede
encontrarse como se expong a continuacién. Se escoge un estado
fijo arbitrario como referencia, entonces la energia interna de
cualquier sistema es AQ - AW en cualquier transformacidn que lleva
“@l sistema del estado inicial arbitrario al estadeo final.
Exper imentalmente se observa que U es una cantidad extensiva.

El fundamento experimental de la primera ley es la
demostracién de Joule de la equivalencia entre el calor y 1la
energia mecénica, i.e., la posibilidad de convertir el traﬁaﬁu
mecanico completamente el calor. La inclusidén del calor como

forma de energia conduce naturalmente a la inclusidn del calor en

Ta postulacién de la conservacién de la energia. La primera ley
"incluye precisamente esta postulacién. Sl

En transformaciones infinitesimales se tiene que 1la
diferencial ' : :
du = di — dw
es exacta. Esto es, existe una funcidén U cuya diferencial es dU,
o ‘que la ‘integral JdU es independiente del camino de la
integracién y depende sélo de los limites de integracidn. " Esta

propiedad no la tiene 4dU ni dW.



3.2 Enfoque Clasico de la Segunda ley de la Termodinamica.

Sabemos por experiencia que en la naturaleza hay cierto tipo
de procesos que aan cumpliendo con la primera ley no se llevan a-
cabo espontéaneamente. Por ejemplo, nunca se ha wvisto que una
piedra en el suelo espontaneamente se enfrie y salte hacia arriba
convirtienda energia calorifica en energia potencial. El
propésito de la segunda ley es incorporar tales hechos
experimentales dentro de la termodinamica.

Las generalizaciones empiricas-gue condujeron a la primera
formulacién de las leyes de la termodinamica y por ende al

concepto de entropia son las siguientes.

3.2.1. Enunciados de Kelvin y Clausius.
Existen dos enunciados equivalentes de la seguna ley de 1la

termodindmica.

Enunc iado de Kelvin. Na existen transformaciones
termodinamicas cuyo Gnico efecto sea extraer una cantidad de calor

de una fuente de calor dada y convertirlo enteramene en trabajo.

Enunciado de Clausius.  No existen transformaciones
termodinamicas cuyo tnico efecto sea extraer una cantidad de calor

de una fuente fria y transferirla a una fuente caliente.

En ambos enunciados, la palabra clave es "Gnico". Un ejemplo Sera
suficiente para ilustrar el punto. 85i un gaﬁ ideal se expande
reversible e isotérmicamente, el gas hace trabajo. Coma AU = ©
en este proceso, el trabajo hecho es igual al calor absorbido por
el gas durante la expansién. For 1lo tanto cierta cantidad de
calor es convertido enteramente en trabajo. Este no es el dnico
efecto de la transformacién, debido a que el gas ocupa ahora un
volumen mas grande en el estado finals Este procesc si es
permitido por la segunda ley.

10



3.2.2. Maquina de Carnot.

La maquina de Carnot es una maquina que por definicidn
realiza procesos de forma totalmente reversible. Una magquina de
Carnot consiste de cualquier substancia a la cual se le hace ir a
través de una transformacidén ciclica reversible ilustrada en el
diagrama p~V¥ de la figura 3.1, donde ab es isotérmica a 1la
temperatura Tz, durante la cual el sistema absorbe calor Qz; be es
adiabatica; ecd es isotérmica a la temperatura Ti, con Ti<Tz,
durante la cual el sistema desprende calor Q4 y da es adiabatica.
Este proceso también se pude representar esquemdticamente por el

dibujo inferior de la figura 3.1.

[+
Tz
==
Ty
@
Fig 3.1

De acuerdo a la primera ley, 21 trabajo hecho por el sistema en un

ciclo es:
W =0 - 4
ya que AL=0O en cualquier transformacién ciclica. La eficiencia de

la maguina esta definida como

L rar) Oz

Mostraremos que si W>0, entonces w0 y Q2>0. La prueba es como

11



sigue. Es obvio que =0, ya que tendriamos una inmediata
violacién del enunciado de Kelvin. Supongamos que <0, ' Esto
significa que la maguina absorbe la cantidad de calor Qz de Tz ¥y
la cantidad de calor —h de Ti1 y convierte la cantidad neta de
calor Qz—Q4 en trabajo. Ahora podemos convertir esta cantidad de
trabajo, la cual hemos asumida positiva, en calor y transferirla a
la fuente a Tz, sin nigun otro efecta. El resultado neto es 1la
transferencia de una cantidad pomitiva de calor =04 de Tea a Tz con
ningan otro efecto. Como asuminos Tz>Ti, esto es imposible por el
enunciado de Clausius. Por lo tanto Qu>0. De W=lz-h y W30 s
sigue inmediatamente que Qz>0.

De la misma manera podemos mostrar que si WO vy udO,
entonces Qz<0. En este casc la maquina opera en reversa Yy se
convierte en un "refrigerador®.

La importancia de la mégquina de Carnot descansa en el

siguiente teorema.

3.2.3. Teorema de Carnot.

Ninguna maquina que esté cperando dentro de dos temperaturas
dadas es mas eficiente que una magquina de Carnot.
Prueba: Sean una maguina de Carpot € y una maquina arbitraria X
operando entre las fuentes Tz y Ta (Tz2>Ta), como se muestra en la
figura 3.2.

3 13
! [—n
(c T —w x:::——*w
i i i
@ '
Yig. 3.8

12




Por la primera ley tenemos que:
W = Gz—Ch

P b

Sea

.
N

W3R

donde N' y N son dos enteros. Esta igualdad puede ser satisfecha
en cualquier grado de exactitud haciendo N' y N lo suficientemente
grande. Ahora la maguina C se opera N ciclos en reversa y la
maquina X se opera N' ciclos. Al final de esta operacidn se tiene

Wioctal = N'W* — NW

CQzJtotal = H'Q‘; = HI;" =0

CQuitotal = N'Q; - NQ
Por otro lado podemos escribir también

Wictal = Cﬂzjtnl.nl. ol ﬂl.?tml. = —ca‘.}m
El resultado neto de la coperacidn es por lo tante wuna wviolacidn
del enunciado de Kelwvin, a menos gue

0 Z Wiotal
lo cual implica que

(’.'Q‘Jlntal =0
0 en otras palabras debemos tener

H'G;- Hﬂ; = 0

Q:Q;“ Q;Q; =0

r
f}_’.}&
- =
az Q‘a

Por lo tanto

(-8 * =]

Ya que X es arbitrario, puede ser una maquina de Carnot Asi

13



J
tenemos el siguiente corolario
Corolario:
Todas las maguinas de Carnot coperando entre dos temperaturas
dadas tiene la misma eficiencia.

3.2.4. Escala absoluta de temperatura.

El corolario del teorema de Carnot provee una definicidn de
una escala de temperatura, la escala absoluta, que se define a
continuacidén. B8i la eficiencia de una maquina de Carnot operando
entre dos fuentes de temperaturas absolutas E; Y Ez (BE>E*J 25 7,

entonces
=]
st =1 -m
2

Ya gque 12p20, la temperatura absoluta de cualquier fuente es
siempre mayor que cero. Para obtener una escala uniforme de
temperaturas se arregla una serie ordenada de maquinas de Carnot,
todas trabajando con la misma cantidad de trabajo W, de tal manera
que el calor transferido por cualquier magquina de Carnot sea
absorbido por la siguente, como se muestra en la figura 3.3.
Obviamente para todo n tenemos que

Cn En
Qa - =Ww; e
. il ned —

I’l-l"l

LAY

il



La dltima ecuacidn puede ser reescrita en la forma

En En+1

On Cred

Asil x = On/0n es independiente de n. Se mira facilmente gue
Bn+a—8Bn = x W

el cual es independiente de n. Asi resulta wuna la escala de

temperatura de intervalos iguales. Escogiendd xW = 1K, resulta la

escala Kelvin de temperatura. Se debe notar que:

a’ La definicié&n de 1la escala absocluta de temperatura es

independiente de las propiedades especificas de cualquier

substancia. Depende sélo de una propiedad que es comdan a todas

las substancias, la segunda ley de la termodinamica.

b2 El limite 8=0 es la cota inferior de la escala de temperatura

y 25 llamado cero absoluto.

3.2.5. ENTROPIA.
La segunda ley de la termodinémica nos permite definir una
funcidn de estado S, la entropfa. Tenemos esa posibilidad debido

al siguiente teorema.

Teorema de Clausius:

En cualquier transformacidn ciclica en donde se ha defindo
una temperatura en toda la transformacién, se cumple la siguiente
desigualdad:

oz § -
donde la integral se extiende sobre wna transformacién ciclica.
La igualdad se da si la transformacidn ciclica es reversible.

Prueba: Sea la transformacidn ciclica en cuestidn O.
Dividamos el ciclo en n pasos infinnitesimales para los cuales 1la
temperatura puede ser considerada como una constante en cada pasc.
Imaginemos que el sistema es llevado sucesivamente en contacto con
fuentes de calor a temperaturas 7T1,72.,....Tn. BSea i la cantidad

de calor absorbido por el sistema de la fuente de calar de

15



temperatura [ durante el paso L. FProbaremos gue:

Z )

Se puede obtener el teorema si se hace n—m Construyamos un
conjunto de n maquinas de Carnot {Ci.Cz,....Cn} tal que GCi
a) Opera entre Ti ¥ To(To2Ti, para toda i),
b) absorbe cantidades de calor £ﬁm'de To,
cltransfiere cantidades de calor Eﬂ a Tl.

Tenemos, por definicidn de escala de temperatura

(£-3]

D

r"n! -

To
T,
i

Consideremos un ciclo de las cperaciones combinadas O+{Ci+...+Cn).

El resultado neto de este ciclo es que la cantidad de calor

el gl a
O = cfm & To i
iZlL i; [ i

absorbida de la fuente To ¥y convertido enteramente en calor, si
nigun otro efecto. De acuerdo & la segunda ley de la

termodinamica esto es imposible a menos que 02Z0e. FPor lo tanto
Lg] a‘
oaz -
ish i
Esto prueba la primera parte del teorema.

Si O es reversible, entonces siguiendoc los mismos argumentos,

llegamos a la misma desigualdad excepto que el signo de ER es

negat ivo

16
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Combinado este resultado con la desigualdad anterior (la cual por

supuesto se mantiene para un O reversible) obtenemos

A

Corolario.

Para una transformacién reversible, la integral

J- dQ

_T_

es independiente del camino y solo depende de los estados
iniciales v finales de la transformacidén.

Prueba.

Sea el estado inicial A y el estado final B. Sean I,I11 dos

caminos reversibles arbitrarios que unen A con B y sea II' el
camino inverso de II. El1 teorema de Clausius implica que

X IX
pero
da _ _ _¢ 9@
95 >
asi
da _ ¢
Jrer i

Este corolario nos permite definir una funcidn de estado, la
entropia S. Se define como sigue. Escojamos un estado arbitrario
fijo O como estado de referencia. La entropia SCA> para cualquier
estado A4 estad definido por

F.
SCAJEI _gE_
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donde el camino de integracidén es cualquier +trayectoria ciclica
que une O y A. Asi para que la entropia &ﬁfn tataimeﬁtemfdefiﬁida
sélo se necesita de wuna :chns%;nte aditiva. Sin ﬂeﬁbargo la
diferencia de entropia entre dos estados estid completamente
definida:

A da
SCA>-CscBo= | ——

en donde el camino de integracidn es cualquier trayectoria
reversible que une B con . Se sigue de esta ecuacidn que en
cualquier transformacidn infinitesimal reversible el cambic de S
est4 dado

IE‘I—T—

la cual es una diferencial exacta.

La entropia tiene las siguientes propiledades

a) Para una transformacidn arbitraria se tiene que-

®
scB>-scAd> = [ -%'i

A
en donde la igualdad se cumple si la transformacidn es reversible.

b) La entropia de un sistema térmicamente aislado nunca disminuye,
i.e.
SCBY - SCAD = 0O

Una consecuencia inmediata de esto es que para un sistema
térmicamente aislado el estado de equilibrio es el estado de

maxima-entropia consistente con las restricciones externas.

i
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3.3. Enfoque postulacional de la Segunda
Ley de la Termodinamica. (13)

El enfoque postulacional de las leyes de la termodinamica, vy
del concepto de entropia es el seguido por Callen, Sommerfeld vy
Guggenhein (14).

Callen evita la wutilizacidn de conceptos de magquinas
térmicas, ciclos reversibles, etc., para introducir el concepto de
entropia. Asimismo, no establece la naturale:a de la entropia
sinoc a posteriori, es decir, en base a los postulados de
existencia de ciertas funciones, dentro de ellas, 1la entropia.
Callen obtiene consecuencias fisicas y matematicas que establecen
la naturaleza y caracteristicas de la entropia.

Como se ve, Callen no resuelve el problema epistemoldgico de
la necesidad matemética de 1la existencia de la entropia,
simplemente asume su existencia.

Los postulados de Callen son los siguientes:
Postulado I.

Existen estados particulares (llamados estados de equilibriod
de sistemas simples que, macroscépicamente, estan caracterizados
completamente por la energla interna U, el volumen V¥, y el nameroc
de moles, Mi,MNz,....,Nn, de los componentes quimicos.

Postuladeo II.

Existe una funcidn (llamada entropia S de los parametros
extensivos de cualquier sistema compuesto, definida para todos
los estados de equilibrio y que tiene la siguiente propiedad: Los
valores asumidos por los paréametros extensivos en la ausencia de
restricciones internas son aquellos que maximizan la entropia

sobre la variedad de estados de equilibrio con restriciones.
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Postulado III.

La entropia de un sistema compuestoes aditiva con respecto a
los subsistemas constituyentes. La entropia es wuna funcidn

continua, diferenciable y mondtona creciente de la energia.

Postul ado IV.

La entropia de cualquier sistema es cero en el estado para el

cual Ca asSdIvN= O (esto es, a la temperatura cerol.

Callen, en base a estos postul ados, propiedades matematicas de
las funciones involucradas y conceptos fisicos puede reconstruir
completamente la termodinamica clasica o macroscdédpica. Asi, puede
dar cuenta de las caracteristicas fisicas y matematicas que posee

la funcién entropia.



3.4, Formulacién de Carathéodory de las leyes de la
Termodinamica. El concepto de Entropia. (13)

En el desarrollo de la termodinamica se usaron combinadamente
conceptos térmicos y mecanicos, ambos basados en observaciones.
Carathéodory unificé el marco conceptual reduciendo las nociones
térmicas a términos mecanicos. Las nociones en cuestién son el
calor ¥y la temperatura.

3.4.1 Formulaciédn de Carathéodory de la Primera
Ley de la Termodinamica.

Carathéodory llegd a una presentaciédn no térmica de 1la
primera ley por medio de una definicidn experimental directa de la
idea de una pared adiabatica. El notéd que el estado de equilibrio
de un objeto encerrado en un recipiente deformable depende de 1la
presién externa, pero que el estado de un objeto encerrado en un
recipiente rigido no esta sujeto a ninguna condicidn gque dependa
de las propiedades mecanicas del proceso. En una forma totalmente
analoga puede o no puede existir condiciones de equilibrioc gue no
tengan relacidén alguna con la presidn externa., Existen paredes en
las cuales no permiten la interacciédn mediante efectos no
mecanicos de ningdn obJjeto encerrado en ellas con los alrededores,
esencialmente, impiden el intercambioc de calor entre el sistema ¥y
sus alrededores, tales paredes se llaman adiabaticas. Fero
existen otras paredes llamadas diatérmicas, tales que un objeto
encerradao en ellas puede tener intercambio térmico con los

alrededores. Ahora, la primera ley puede ser formulada.

Primera ley de la termodinamica.

Si un obJjeto encerrado en un r ecipiente adiab&tico cambia de
un estado inicial I a uno final F, el trabajo realizado sobre el
objeto es siempre el mismo.

For ello el trabajo puede ser utilizado para definir una
funcidn de estado, la energia interna U, tal que
r -l =W

La cantidad de calor introducida en un objeto en un recipiente

21



diatérmico se define como

Q=Ur - th-W
la cual es cero para un cambio adiabatico.

La temperatura es introducida como una funcidn de estado tal
que la eqguivalencia de las temperaturas del objeto y del proceso

representa la condicidén del estado de equilibrio no mecanico para
un objeto en um recipiente diatérmico.

Asi, los conceptos térmicos son . en realidad reducidos a
mecanicos de manera que la unidad del sistema queda establedida.

Epistemolégicamente el gran progreso consiste en que
Earathéodory suprimid la necesidad de recurrir al experimento para
eliminar el concepto observacional fundamental de calor de la
primera ley a un enunciade gque concierne sdlo a cambios

adiabaAticos.

3.4.2. Formulacidn de Carathéodory de la Segunda

Ley de la Termodinamica.

En la discucidn de la segunda ley, Carathéocdory de nueveo
inicid un proceso de sistematizacidn - importante de la
termodinamica eliminado el uso de aparatos artificiales como el
ciclo de Carnot o maguinas que operan periddicamente. Estos,
histdéricamente bien Jjustificados, nunca fueron lo suficientemente
claros, directos ni generales.

La segunda ley segun Earathtnddry es la siguiente:

Segunda ley de la termodinaAmica.

En los alrededores de cualquier estado A de un objeto existen
otros estados B que no pueden ser alcanzados a partir de A en
procesos adiabaticos.

El principio que afirma que estados adiabaticos inaccesibles
como estos existen es introducido por Carathéodory como una
generalizacidn de descubrimientos experimentales. Esto lleva a la

definicidn de entropia. La primera ley proporciona una expresidn
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Las cumbres de la ciencia Ctedrical,

apdarentemente, estan flotando en las

nubes, pero sus fundaomentos descansan

en los sélidos hechos de la experiencica.

R.B. Braithnovatte.
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diferencial (ec. de Ffaff)

dg = dUu — dw
para el calor introducido si el proceso es cuasi—-estatico, i.8.,
una secuencia de estados de equilibrio. En este caso el trabajo
d¥ introducido puede ser expresado por medic de propiedades del
objeto. (8i el equilibrio no se establece, no todas las
propiedades del objeto tienen valores bien definidos y d4dW puede
ser. expresado sdélo por -medic de propiedades de procesos.)

Una expresion del tipo Pfaff como la ecuacidn anterior, en
general, excepto para casos insignificantes, no es integrable.
Pero si las curvas definidas por

dd = dUJ — dw = O
nos llevan a todes los puntos en los alrededores del punto origen,
entonces la ec. anterior es integrable. En otras palabras, de
acuerdo al teorema de Carathéodory para expresiones de Pfaff, la
condicidn anterior para un cambio adiabatico cuasi-estatico es
entonces equivalente a que la funcidn de estado S dada por

dS = doT = (dU — dwWd,T = O

es constante.
La diferencial d5 de S se cbtiene multiplicando d@ = O por una
funcidn de estado 1/T. El1 teorema establece la existencia de
funciones de estado § y T siempre que 1la familia de curvas
definidas por la ecuacidn para d@ = dU - dW = 0 no cubran todos
los puntos vecinos.

De acuerdo con la definicidn de entropia, ésta es constante
en un cambioc adiabatico cuasi-estatico. El conjunto de estados
cuasi-estatico accesibles representan el limite entre estados
adiabaticos irreversibles accesibles Y los adibaticos
inaccesibles. Convencionalmente los cambiocs irreversibles estéan
caracterizados por:

ds > O
de manera gue la entropia estad suficientemente definida por una
medicidn, (una cortadura de Dedekind (14), la cual se determina en
cambios diatérmicos por medio del calor cuasi-estatico introducido
COmos

ds = do-T
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Como la definicidn de T no puede incluir el wvalor cero, T debe ser
siempre positiva o siempre negativa. La consideracién de la

interaccidn té&rmica identifica a T como la temperatura.
3.9 Operacional ismo.

El operacionalismo es una postura filosdéfica derivada del
empirismo briténico v el positivismo légico (15). Actualmente es
la variedad del empirismo mas difundida entre los cientificos.

El operacionalimso fue sistematizado y bautizado por el
fisico experimental P.C. Bridgman (16). Su tesis es que todo
concepto debe ser definido (identificado) con wun conjunto de
operaciones; éstas son mentales si el concepto es ldédgico o
matematico y fisicas si es un concepto factico.

Esta filosofia puede ser resumida en dos maximas:

a) "Nada existe mientras no sea observado". b) El significado de
un enunciado consiste en el modo de su verificacidn, relacionada
ésta con la opinidn del positivismo légico.

La finalidad dltima de esta filosofia parece haber sido eliminar

la incertidumbre de la ciencia.
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4. JUSTIFICACIGN

La dificultad que prevalece en la termodinamica para la
comprensidén de sus leyes es el resultado de la ausencia de
claridad en la presentacidn de sus conceptos basicos.

La termodinamica cubre de hecho nuestro conocimiento completo
del equilibrioc termodinamico y procesos gque ocurren cerca de éste,
en todos los campos de las ciencias fisicas; por ello se le puede
llamar la doctrina del equilibrio fisico. La termodinamica Jjuega
un importante papel en todas las ramas de las ciencias fisicas vy
quimicas, y por lao tanto, sus conceptos basicos deben ser
explicados claramente, libre de referencias a un &rea demasidado
restringida y responder al rigor cientifico.

En este estudio se trabajard sobre cuatro enfogues de la
segunda ley de la termodinamica. Estos enfogues son el clasico
el postulacional, el axiomatico de Carathéodory Y el
operacional ista.

De los anteriores enfoques, no sélo del concepto de entropia,
sino de la termodindmica en general, el mas utilizado y quizas el
menos indicado para introducir conceptos en termodinamica es el
enfoque histérico. Los enfoques postulacional y axiomatico de
Carathéodory no son estudiados a nivel de Licenciatura, a pesar de
gue es a este nivel que es necesario iniciarse con claridad en los
conceptos fundamentales yv en el uso de formalizaciones matematicas
que respondan al rigor cientifico que se exige en toda ciencia.

Ademas, se presenta una ejemplificacién de un analisis
epistemolégico en un &rea de la Quimica, en el cual =1=]
determinara, ademas de lo mencionado anteriormente, los errores
conceptuales en los gue se puede incurrir adoptande wuna postura
operacionalista frente a cualguier Area de la ciencia. Con ello
se pretende hacer ver al cientifico de cualquier &rea de 1la
ciencia la utilidad que representa para &1 la fusidén de filosofia

y ciencia a través de la Epistemologia.
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5. OBJETIVOS

4.1 Generales.

1. Realizar un anilisis epistemoldgico en un &rea de la GQuimica

(Termodinamical).

2. Evaluar el rigor cientifico con gque se presenta la Segunda
Ley de la Termodinamica en los enfogques clésico , postulacional,
axiomatico de Carathéodory y operacionalista.

4.2 Especificos.
1. Fresentar y evaluar el enfogque axiomatico de la Segunda Ley

de la termodinamica por medio del estudic de las deduccidén
matematica de Carathécdory (Formas de Pfaffl.

2. Demostrar que la presentacidén axiomatica de la Segunda Ley
de la Termodinamica ofrece ventajas en la comprensidén del concepto
de Entropia, y es conceptualmente mas adecuado que los enfogues
histérico , postulacional y operacional-dista.

3. Determinar los errores, inaceptables para un cientifico,
que presenta la visidn operacionalista de la Segunda Ley de la

Termodinamica.
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6. HIPOTESIS

Entre distintos enfoques de la Segunda Ley de la
termodinamica thistérico, postulacional, axiomatico de
Carathéodory y operacionalista), es el axiomatico el que mejor
cumple con los requisitos que la claridad conceptual y el rigor
cientifico exigen para introducir el concepto fundamental de

Entropia en cualguier Area decrla ciencia.
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7. MATERIALES ¥ METODOS.

7.1. Universo de trabajo.
1. Segunda Ley de la Termodinamica.
2. Presentacidén de l1a Entropia segun las enfoques
convencional ; postulacional, axiomatice de Carathéodory v

operacionalista.

7.2. Medios.

7.2.1. Recursos humanos:

1. Br. Ada Lizette Cruz G.

2. Lic. Jorge Mario Rodriguez Martine:z

7.2.2. Recursos materiales.

Bibliocgrafia consultada.

7.2.3. Recursos institucionales.

1. PBiblioteca de la Uniersidad del Valle de Guatemala.

2. Biblioteca del Instituto de Investigaciones Filosdficas,
UnAM.

3. Biblioteca de la Facultad de Quimica, UNAM.

7.3. Procedimiento.

i. Presentacién de cada uno de los enfoques de la segunda
ley de la Termodinamica: convencional s, postulacional,
axiomatico de Carathéodory y operacionalista.

2. Presentacién del desarrollo matematico del en foque
axiomatico.

w 4. Evalucién comparativa en cuanto a claridad conceptual vy

rigor cientifico de cada uno de los enfoques mencionados.
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Observe chdmo un sistena
va ascociadeo a otlro

sistema.

Alexander FPope.

El secreto de la creacidn es noble como

la obscuridad de la noche. Les ensayos

de la ciencia son como la neblina de

la mafiana.

Rabindranath Tagore.
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8. DESARROLLO TEORICO

8.1 Introduccién al principio de Carathéodory.
Ecuaciones de Pfaff (19).

Fara comprender el enfoque de Carathéodory de la segunda ley
de la Termodinamica es necesario conocer cierto tipo de ecuaciones
diferenciales llamadas ecuaciones de Pfaff, formas de FPfaff o
1-formas. A continuacidn se presentan laos aspectos mas
importantes de dichas ecuaciones.

Consideremos un campo vectorial continuo,

F = PCx,y.,22i + QCx,y,23j + RCx,y.=20k. 1)
Surge el problema de la determinaciédn de la familia de superficies
UCx,y,22 = ¢, ortogonales a las lineas vectoriales. La ecuacién
de estas superficies tiene la forma Fet = 0, siendo t un vector
contenido en el plano tangente a las superficies buscadas

t = dxi + dyj + dzk
o en forma desarrollada:s

FCx,y,22dx + QCx,y,22dy + RCx,y,=0d= = 0 €2l

Las ecuaciones de la forma anterior, es decir de la forma

F dy =0
. i L
1=1
se denominan ecuaciones de Pfaff.
Si el campo F es un campo potencial entonces F  puede

expresarse como €l gradiente de alguna funcidn potencial UWx,v,.=2,

es decirs:

o alt _ au _ U

F =%V estoes , P &.Q_E'R e
las superficies buscadas son supeficies de nivel Wx,v,22> = ¢ de
la funcidn potencial U. En este caso, la determinacidén de éstas

no representa dificultad, puesto que:

X, %, %)

U= [ Pdx + Qdy + Rd=z
M,¥,z2)0
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donde la integral curvilinea se toma por cualquier camino entre el
punto fijo escogido Cx,y,2J0 y el punto con coordenadas variables
Cx,y,2>, por ejemplo, por una linea quebrada compuesta por

segmentos de recta paralelos a los ejes de coordenadas.

ii

* (x.y:2)
!
i
|
1 v
i
]

el e s e O, 0]

(x,0,0)
= Fig 8.1

Si en cambio, el campo F no es potencial, en ciertos casos se
puede escoger un factor escalar HCX, ¥,y =2 l1lamado factor
integrante, el cual al ser multiplicado por F puede volver a F en
un campo potencial. Si este factor existe, entonces

pF=vu o bien

por lo tanto

ACLP> _ 8CLQ> ACuQ> _ 8CuR> BCuRd_ dCuPd

any F. TR &= By " o . =
o bien
ar a1 au _ o o)
¥ E'H[QH P 3.
& Ee ) A "
= = - IR = pud o2
E =S u[&‘ Q 32
R _ AP _ 1 au _ , au)
> " ¥z E[PEE R 3%

Multiplicands la primera identidad por R, la segunda por P, 1la
tercera por @ v sumandolas miembro a miembro, se obtiene 1la

condicidn necesaria de existencia del factor integrante u
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ar a0 a ar _a
R[w‘m”’s ‘?o;.*”[mﬁ]*"
esto es, que se cumpla

FeVxF = O

5i esta condicidén, llamada condicién de integracion total de 1la
ec. (2), no se cumple, entonces esto gquiere decir geométricamente
gue no existe ninguna familia de superficies Wax,y,22 = ¢
ortogonales a las lineas vectoriales del campo FCx,y,=D.

5i tal familia UCx,y,2) = ¢ existiera, el primer wmiembro de

la ec. (2) podria distinguirse de

gg adx + ;5 dy + %% d=
sélo en cierto factor pCx,y.22, el cdal seria precisamente el
factor integrante de la ec.(2).

Con esto se ve gque para la existencia de la familia de
super ficies Wx,v.,22 = ¢, ortogonales a las lineas vectoriales del
campo F, se necesita que los vectores F y ¥xF sean ortogonales, o
en otras palabras, que su producto punto sea ceroc, y ésta es
llamada también condiciédn de integracidén de la ecuacidn de Pfaff
Pdx + Qdy + Rdz = 0 mediante una sola relacidn WKx,y.=22 = c.

A continuacidn se demostrar que la condicidn FVxF = 0 es no
sol amente necesaria, sino también suficiente para la existencia de
la familia de superficies ortogonales a las lineas vectoriales.

Obsérvese que las superficies buscadas Wx,y.,=2 = ¢, la
ecuacidn

Pdx + Qdy + Rdz = 0
debe reducirse a una identidad, o lo que en este casa seria, en

estas superficies la integral de linea
[P dx + Qdy + Rdz =
L

debe ser igual a cero por cualquier camince (entre ellos también

por caminos no cerrados).
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A. Eaminos cerrados.
Consideremos todas la superficies rotacionales posibles,

i.2., las superficies vectoriales del cammpo VxF. En wvirtud del
teorema de Stokes (Ver anexo)

J?-dr =j}‘?xF-ndﬁ

o

donde dr = dxi + dyj + dzk y la integral (3) por cualquier camino
cerrado en una super ficie rotacional es igual a cero (ya gue el
producto escalar o punto del vector unitario de la normal n a 1la

super ficie v del vector VxF es igual a cerol.

B. Caminos no cerrados.
Tomemos ahora aguellas superficies rotacionales en las gue

todas las integrales

JFedr =[ Pdx + Qdy + Rd=
L L

sean iguales a cero también por caminos no cerrados. Construyamos
una de estas superficies gque pase por un punto dado Mixe,ve,=a2,
se traza por M alguna linea ortogonal a las lineas vectoriales del
campo F, figura B.2.

Fig.8.2

Estas lineas se determinan por la ecuacidn Pdx + GQdy + Rd= = 0 a
la cual se le agrega la ecuacidn =2 = fCx,y> de la superficie

arbitraria que pasa por el punto M (lo mas frecuente es tomar la
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ecuacidn de esta superficie en la forma = = fle,yJ O oz = fECyJ o
incluso en la forma =z = a (donde a es una constante).

Sustituvendo = = FfCx,v2> en (8.9 obtenemos una ec. ordinaria de la
forma

MCx wldx + NCx,ywidy = 0
al integrar ésta, se obtiene la curva 1l buscada que pasa por el
punto MCxoc,vo.,=202 ¥ &8s ortogonal a las lineas vectoriales (ver
figura 8.2)

5i esta linea no es linea rotacional(i.e., linea wvectorial
del cammpo WVxF), trazando por cada punto <& I una linea
rotacional, cobtenemos la superficie $§ buscada, ortogonal a las
lineas vectoriales del campo F.

Tomando cualgquier curva no cerrada L en la superficie 5 (ver
figura 8.2) y trazando lineas rotacionales por sus puntos frontera
hasta que se corten con la curva L en los puntos P1s y Pz obtenemos
una curva cerrada, formada por el segmento de la linea I,
determinado por los puntos P1 y Pz, la curva L y las dos lineas
rotacionales.

La integral curvilinea

J Pax + ady + Rd=
=]

tomada scobre esta curva cerrada €, es igual a cero, puesto gue el
contorno esta contenido en la superficie rotacional; ademas la
misma integral, tomada sobre el segmento de arco L ¥ sobre los
segmentos de las lineas rotacionales, es igual a cero, puesto que
el arco Ll y¥ las lineas rotacionales son ortogonales a las lineas
vectoriales del campo F (recordar que las lineas rotacionales son
ortogonales a las lineas vectoriales del campo F  debido a 1la
condicidn F«VxF = 0},

For lo tanto, la integral de linea anterior tomada por un
camino no cerrade L escogido arbitrariamente es igual a cero, es
decir, la superficie S es la superficie inteagral de la ecuacidn
(8.9) que pasa por el punto dado M.
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8.2 Presentacién de la segunda ley de la
termodinamica segan Carathéodory (20),(21).

En la mayoria de libros de texto el orden de presentacién de
la Termodinamica (TD) va paralelamente al desarrocllo histérico del
tema. Para la obtencién del concepto de entropia se pone énfasis
—e&l analisis de maguwinas ideales o imaginarias.

El procedimiento uwsual es citar primerc imposibilidad de
construir magquinas de movimiento perpetuo de varios tipos. Cuando
esto se da por sentado, se pueden declarar las condiciones bajo
las cuales las magquinas reales pusden operar vy derivar todo el
cuerpo de aseveraciones positivas gue se incorporan a la ciencia
de la termodinémica.

Algunas propiedades importantesz de las leyes de la
termodinamica son consecuencia de que las diferenciales de las
funciones U y S sean diferenciales exactas.

Mas importante adn es la propiedad matemitica de estas leyes
descubierta por Carathodory; sus argumentos se derivan del
comportamienta geométrico de wun cilerto tipo de ecuac iones
diferenciales v de su solucidn. Como resultado, Carathéodory
puede obtener de manera puramente formal las leyes de la
termodindmica sin recurrir a ideas tales como maquinas ficticias o
eficiencia de éstas. En el presente trabajo se contemplara sdélo
el tratamientoc de la segunda ley de la termodinémica.

Consideremos un sistema termodinémico gque est4d compuesto de n
partes, cada una de ellas estd caracterizada por su presidn p, W
su wvolumen V. Todo el sistema esta rodeado por paredes
adiabaticas. Las partes individuales del sistema estan separadas

unas de otras por medio de paredes diatérmicas.

Se ocbserva experimentalmente que el sistema no sufre cambios

cuando se alcanzan las siguientes condiciones
fF€p N2 fCp  VI2m .. ™ £8P .V 2 = ¢

Esto implica que se ha alcanzado el equilibrioc termodinamico. L.a
relacidn fnfpn.VﬁJ = FC¢2 es una ecuacidn de estado del sistema, vy
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wes la temperatura de todo el sistema expresada en alguna escala
empirica adecuadsa.

De acuerdo a la primera ley de la termodinamica se tiene que

dil = dU + pdV = 0 4)
Y para cada subsistema:

dil, = dUJ + p dV, (3)

L L T 13 L

¥ m n

dﬂ-Edﬂ.ydUuZdu .

sy iy

Como se sabe, dﬂ& es una diferencial inexacta. 8Sin embargo, una

diferencial inexacta puede transformarse en una diferencial exacta.
si se encuentra un factor integrante adecuado. El calor @ es una
funcidén que depende de dos variables,i.e., Q=QCU.V> vy se puede
demaostrar que bajo estas condiciones existe un ndmero infinito de

denominadores o factores integrantes (Ver anexos).

Asi la ecuacidn (5) se puede convertir en wuwna diferencial
exacta. Sea t un factor integrante de manera que:

dpi_ = dni./ti. 72
¥ d*k sea exacta.

Es posible considerar a P, como una funcidn de estado del
sistema i.e. se puede transformar la ec. (4) de tal manera gue las
variables independientes sean ¢ v ¢, en lugar de U y V. De esta
manera la ec. (4) queda como

Lal

da=.z[[%i+pt%z]dpt+[%-Ppi:;i#]-ﬂ 8)

1=4

La diferencial dQ no es exacta y en general no se puede asumir que
pueda convertirse en una diferencial exacta por la multiplicacién
de un factor inteagrante si dQ depende de mAs de dos variables (ver
més adelante). De hecho, soclamente es posible wvolverla exacta
cuandoe que la ec. diferencial (ec de Pfaff) d = O posea una
solucidn (ver anexosl). En este caso, gque es el de interés, existe

un factor integrante t, de manera que

dp,—.g 9

es exacta.
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Mas importante adn para este enfogue es la conclusién
obtenida por medio de consideraciones geométricas sensillas, i.2.,
si existe un factor inegrante, entonces existen en la vecindad de
cualquier punto p muchos otros puntos que no son accesibles desde
p alo largo de la trayectoria 40 = 0, Esta consescuencia
matematica formal de las propiedades de la ecuacidn de Pfaff es
conocida como el principic de Carathéodory. Esto se ve claramente
en el anexo, sin embargo a partir de la figura 8.1 se puede
observar la relevancia y wutilidad que tiene el principic de
Carathéodory en la termodinamica.

a
¥y = fCv,.Q,Pa
?l\i‘ ?Q\l‘-
,;J ff#
// gl /L/ .
7 ,/ °
v
FPig. 8.3

Considérese, por ejemplo, un gas a una presidn dada e,y volumen
F‘. El gas puede ser expandido o comprimido de forma adiabatica,
i.e, a 1o largo de la trayectoria 4@ = 0. El estado final del gas
estara dado por P, y"quuE también se& encuentra en la misma
super ficie, ya que el proceso fue hecho adiabiticamente.

Como se puede observar existen muchos valores de gy V¥V fuera
de esa superficie gque no pueden ser alcanzados por esa trayectoria
adiabatica.

Fara ver la condiciones bajo las cuales la ec. (8) posee un
factor integrante como solucidn consdltese el anexo. Agui se
continuard con los resultados fisicos, sabiendo ya que si  existe
dicho factor inteagrante t. i

Se asume, para simplificar los calculos, que el sistema
termodinamico consta sélo de dos partes, lo que no significa que
se pierda generalidad, pues estos cilculos podrian extenderse a
cualgquier ndmero de partes.
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De las ecs. (B),(7) yv (9) se tiene que:
tdp = t1@‘ + ttdpz €10}
Si tomamos L ¢ comd variables independientes se tiene

8= B o0, G v+ 2oy !

dividiendo la ec. (7)) entre

tz

dp = dp— * dpz 5 c12)
ahora al comparar la ec. (12) con la ec. (11) se tiene:
ts _ dp tz _ dp dp 7o
7 d‘p’ r=% "pg v = Q €13)>

La ecuacidn (13) muestra que ¢ depende de P, ¥ ¢, PEYC no de b

Asi, las razones entre t’:' tl ¥ t z=on independientes de ¢ se tiene

o4 - o Sl - o

este resultado puede ser reescrito como:

E+) ) - GR)+

en donde se despejd t:. de la ec.(13) y se derivd con respecto a ¢.

De igual manera para tz se tiene

BIC - B+

For lo tanto tenemos que

5] () - (7))

[% mi (14)
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Ahara, t‘ es una funcidn de estado del primer subsistema vy sdélo
depende de p‘ y de ¢. De iguald -manera tzes una funcidn del
segundo subsistema y depende sdlo de " de g¢.

Sin embargo la ec. (14) indica gue tt Y tz deben satisfacer la

siguiente ecuacion

al integrar se obtiene:

Jd 1ln t = rgig)dg
entonces:

In t = Sg(gddeg + 1nAlg i

ya que ¢ depende de ¢ v de p ¥ la funcidn A sdédlo depende de ¢.
Como se puede aobservar, se han omitido los subindices dado que 1la
ecuacidn (16) se refiere ya a cualguier sistema termodinamico v ¢
es el factor integrante apropiado para el sistema particular en
consideracidn

A partir de la ec. (16 se puede ver que este factor
integrante puede ser separado en dos partes
a) una gue depende sélo de la temperatura empirica ¢ v
b una gue depende sdlo de variables de estado del sistema , como

gy Cuya diferencial es exacta.

Al reescribir la ec. (16) y tomar el exponente se obtiene

t = Acpnexp[_fgc¢3d¢] (17>

En base a lo anterior se puede definir la temperatura absoluta T

por medio de

T exp[_[gc¢:d¢] (18)

donde la constante C relaciona ¢ v T ¥ puede ser determinada por
medio de dos puntos fijos, por ejemplo el punto de congelacidn vy
el punto de sbullicidn del agua, asi en este intervalo puede
decirse gue T debe aumentar 100 unidades. ;

Debe de notarse gue C no tiene ningdan elemento aditivo, asi si C
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no es negativo el valor més pequefio que puede tener T es cero, ¥y
el valor maximo ser el limite superior de T.

Si nuestro sistema termodinamico consta de sélo una parte, vy
tomando las ecs. (17), (18) y (9), se puede escribir

dQ = tdp = Iﬁﬁgﬂfﬂ (19)

com> de e una diferencial exacta vy ACp2 depende de ¢ se puede

definir la diferencial exacta 4% como
a¥ = ACp2dpe-T

entonces la ec. (19) queda expresada como
di} = Td¥

o en la forma m s conocida,con § como

5 = A%g—]ﬂ(p]dp + K ,donde K es una constante. (20)

dQ = Tds Rl
Gue es la expresidn esténdar para la segunda ley de la
termodinamica.

Se observa que la diferencial de 1la entropia es una
diferencial exacta, i.e, &5 una funcid de estado del sistema, vy

es constante a 1o largo una trayectoria adiabatica, dQ = 0.

A continuacidn se demostrard que la funcidn 4 es una funcidn
que depende de ¢ ¥ que la entropia total del sistema es igual a la
suma de la entropia de cada subsistema.

S5i el sistema esta constituidoc de dos partezs en contacto
térmico se pueden combinar las ecs. (10) y (21) para obtener

Adp = Aidpl + Azdpz (22)
Sabemos gque A vy ¢ dependen de P, Y P, QuUE g ¥y g, nNo dependen
entre si v tenemos que demostrar que 4 depende de g Esto 1lao
podemos hacer tomando el siguiente jacobiano (determinante de 1la

matriz Jacobianal
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g BAhe
E(Plrpz}

El hecho de que el jacobiano es igual a c¢ero nos indica que A4

depende de ¢, va gque la A

condicidn paf;"ahé A =Alp) es:

Yy ¥, son independientes, asi la

a4 a4

E’_%R— E;,T:‘ = o, donde o debe ser cero.

Para demostrar que a = @ diferenciamos 42 con respecto a v ¥
diferenciamos A: con respecto a P, Asi, obtenemos las siguientes

ecuaclioness:

24 op BRI

5'P13F2+ A *’P, f’Pz Q (24)
24 80 _ ’mz" o

aplapl 2 i

restando la ec. (25 a la ec. (24) vy dado gue las segundas
der ivadas conmutan tenemos gue

94 3p _ B4 dp A, @)
ool S i S o b e bl D e
dp, 99, dp dp, e ,p,)

fAisi, se demuestra que 4 es una funcidén de g, donde dp =£kh%.
Bajo estas condiciones tenemos una ec. similar a dQ = TdS para
cada subsistema de un sistema termodinamico. Come dQ = Yda,.

L
vemos a partir de las ecs. (20) y (22) que

d5=2dsi_

Ya que en la definicién del concepto de entropia, ec.(20), se
cbserva que la funcidn A4 esta involucrada y por la ec.(22) se ve
que A es una funcidn aditiva, por lo tanto S también es una

funcidn aditiva de los subsistemas.
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9. RESULTADOS.
9.1 Enfoque histérico de la segunda ley de la termodinamica.

El desarrollo de la teoria de la termodinamica se presenta
tal y como fue originalmente desarrollada, i.e., planteando la
situacidén original del problema por medic de esquemas de maguinas
ciclicas térmicas v el ciclo de Carnot.

2. EIl1 tipo de modelo que se utiliza en esta presentacién es 1la

de esquemas macroscéodpicos (magquinas té&rmicas ideales).

3. Los conceptos basicos a partir de los cuales se llega al
concepto de entropia se obtienen directamente de 1la experiencia,

i.e., calor, trabajo, energia interna y temperatura.

3. Utiliza enunciados obtenidos de la experiencia directa para

deducir el concepto de entropia (Kelvin—Planck y Clausius).

4. Estos enunciados se refieren a procesos que s&lo ccurren en
maquinas térmicas ideales, lo cual le resta generalidad a 1la
exposicidn.

9. La Jjustificacién de 1las caracteristicas de 1la funcién
entropia son netamente cualitativas. El tratamiento matematico de
los enunciados es escaso ¥y la poca herramienta matematica gue
utiliza es del nivel del calculo integral.

9.2 Enfoque postulacional de la segunda ley de la Termodinamica.

1. Este enfoque se basa en cuatro postulados fundamentales,
por medio de los cuales Callen el concepto de entropia acompafiada
de una serie limitada de sus caracteristicas. El desarrocllo
posterior del aparato matemético de dicha teoria permite 1la
deduccidn de las caracteristicas restantes, con el fin de lograr

la completitud conceptual de la entropia.
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2. Be postula que 1la entropia es extensiva, continua,
diferenciable, que aumenta en forma mondtona, y gque la entropia de

los subsistemas que la constituyen es aditiva.

3. El aparatc matematico del enfogque de Callen se apoya

principalmente en el calcule diferencial

4. A excepcidn del primeroc, estos postulados no se derivan de
la experiencia. El enfogque de Callen presupone la nocidn

cualitativa de calor y la nocidn de temperatura absoluta.

9.3 Enfoque axiomitico de la segunda ley de la termodinamica.

1. El enfoque de Carathéodory se basa en el siguiente axioma:
En las wecindades de cuclguier estado arbitrarico Jo de
cualguier sistema fisico, existen estados vecinos J, los cuacles no

son accesibles desde Jo a lo largo de trayectorias adiabaticas.

2. A partir de este axioma y usando la herramienta matematica
del calculo vectorial y teoria de ecuaciones de Pfaff, se deriva
la segunda ley de la termodinamica y obviamente todas sus

consecuencias, tal y como sucede con el enfoque tradicional.

3. En el enfoque axiomatico no hay necesidad de recurrir a

conceptos ingenieriles como el de maquina té&rmica ideal, los
cuales 1le restan generalidad al concepto de entropia. La
universalidad del concepto de entroplila, en el en fogue de

Carathéodory, se ve asegurada por el hecho de que dicho concepto
es deducido matematicamente de un axioma gue no estad limitado por
constricciones ingenieriles. El concepto de entropia del enfogue
de Carathéodory goza de la generalidad cientifica gue sd&lo deviene

del alto grado de desarrollo matematico de una teoria.
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4. El enfoque de Carathéodory prescinde totalmente del concepto
de calor, vy deduce matematicamente la nocién de temperatura

absoluta.

S. La funcién entropia y sus caracteristicas son <claramente
comprendidas a partir de la geometrizacién de la segunda ley de la
termodindmica.

&. E1l modelo utilizado por Carathéodory para la deduccidn de la
segunda ley de la Termodinamica es un modelo matematico que no
hace referencia a ningdn tipo de experimento o sustancia en
especial.
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10. DISCUSION DE RESULTADOS

Debido a que el principio de Carathéodory (1909) no se basa
directamente en la experiencia ¥ a que su demostracidn puede
parecer larga e implica cierto grado de dificultad matematica (el
cual deberia ser accesible sin duda al nivel de licenciatura de un
Buimico), la mayoria de Fisicos y autores de libros de principios
de siglo , no prestaron la atencién debida a su trabajo, negando
asi su importancia, tendencia que adn existe en la actualidad.Fue
asi que hasta 1921 Max Born desarrolla mas este principio, y se ve
incrementado el namero de autores que lo exponen { Born, 1949;
Buchdahl, 19493, 1954, 1955; Chandr asekhar, 19393 Eisenschitz, 1955;
Land, 1926; Margenau % Murphy, 1943) (22).

El mejoramiento en claridad y énfasis directo en el contenido
esencial logrado por este nuevo enfogque sobre la segunda ley de la
termodinamica fue obvio. El intento de Carathéodory de presentar
la termodinamica sobre una base axiomatica fue retomado desde
entonces por pocos autores, entre ellos P.T. Landsberg quien loaro
geometrizar tambidén la tercera ley (1936,1961). Todavia hace
unos pocos afos, Landsberg (23) menciena que al enfogue de
Carathéodory atn se le contindga considerando como dificil de
comprender, a pesar de su simplicidad y rigor tedrico..

Esto sélo muestra que todavia en el 4ambito cientifico se
prefiere evitar el camino de la axiomatizacidén, pese a Su gran
importancia en todo desarrolle de una  teoria (24). Asl se
prefiere introducir al estudiante a la Termodinémica por medio del
desarrollo histérico, ya que nos parece estar mas familiarizados
con leyes deducidas de observaciones directas (accesibles a
todos), aungue luego éstas se deriven de maguinas térmicas
imposibles de construir.

Una teoria cientifica puede ser expuesta, segan Bunge (23),

de tres maneras: histérica, heuristica o intuitiva y axiomatica.
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El impulsc permanenie del ser humano
es buscar el orden y la armonia
ocultos en lo heterogéneo y

cambiante del munde visible.

Niels Bohr.

Lo gue se desea despertar
no es el deseo de creer,
sino &l de encontrar,

gue es todo lo contrario.

Bertrand Russell.






10.1 Andlisis del enfoque convencional de

la segunda ley de la Teemodinamica.

La exposicidén convencional expone fielmente el
desarrollo de la teorfa ya que coloca al estudiante en 1la
situacidn original del problema. Aunque se ilustre la deduccidn
con esquemas de maquinas térmicas, el estudiante inguieto
usualmente encuentra cierta falta de profundidad en esta clase de
exposicidn (26). Este sentimiento de parte del estudiante no
resulta del todo injustificado, ya gque debe tenerse en cuenta que
s2 le estd introduciendo a la teoria de la Termodinamica en la
forma en que originalmente se hizo y, por ende, con las mismas
deficiencias que presentaba la teoria en su primer estado.

La teoria de 1la termodinamica  fue desarrollada segdn un
modelo del tipo "caja negrista“‘ (27)3; sin embargo esto no es un
argumento en su contra. En efecto, la termodinamica ha mostrado
gque es capaz de explicar satisfactoriamente a nivel macroscdpico
el comportamiento fisicogquimico de las sustancias.

5in embargo, es en otros puntos en los gue esta wversion
convencional de la entropia muestra deficiencias, i.e., al hacer
usc de experiencias netamente ingenieriles con maguinas térmicas vy
refrigeradores de Carnot. La teoria pierde generalidad al
limitarse ella misma a esta area. Asi, por ejemplo, el enfoque
convencional wtiliza wna serie de conceptos basicos gue se
refieren a una serie relativamente grande de cualidades de un
sistema que son irreductibles entre si. Esto por no mencionar que
algunos conceptos basicos dependen, en su formulacidn, de la
limitante postulacidén de maguinas ideales. En tanto, una teoria
de mayor rigor cientifico reduce al minimo los conceptos basicos,
planteandos como derivados los demas conceptos aplicables al
sistema. Obviamente, la derivacidn de conceptos en uwuna teoria
permite gque se exiban las relaciones basicas gue constituyen una
teoria.

' una tecrla de caja negra es aquella que ne explica el mecaniamo
internc gque genera las propiedades observables de un wistema.

Una lecria de esite tipo maniiene su explicatividad a nivel de
le obeervable.

45 SNk e
| PROPKEDAD DF LA UBHVERSINAD DE SAN CARIUS Ui GUATEMALE |

| Bibligtggo Central




La meta dltima de las ciencias naturales es la explicacidn vy
descripcidn de hechos reproducibles , en este caso es obvic que no
se pueden reproducir hechos que ocurren en maquina ciclicas
térmicas ideales. ;

La carencia de perspectiva matema&tica en la formulacidn del
enfogque convencional no permite que se expliguen con exactitud los
conceptos, premisas y derivaciones béasicas, y de alli gue se
ﬂEtenga ambiguedad, falta de simplicidad vy  Jjustificacidn en el
significado fisico de una teoria.

10.2 Analisis del enfoque postulacional de

la segunda ley de la Termodinamica.

El enfoque que ofrece Callen parte de
cuatro postuladoz que contienen informacidén tanto . de tipo
directamente observacional como informacidén propia
de la funcidn que define a ésta (postulado I3,

La existencia de la entropia, como tal, no es deducida en ningdn
momento, sino postulada (postulado II1).

Caracteristico de este enfoque es el centrarse en las
formulas més dtiles (no necesariamente las mas fundamentales) de
la teoria v lanzarse a elaborar sus consecuencias y a aplicarlas.

El principal argumento en contra de este enfogque es gue la
existencia de la funcidn entropia no surge del desarrello de un
sistema, com> en los casos de los enfogues convencional ¥
axiomatico, sino simplemente es postulada en compafiia de pocas de
sus caracteristicas. Evidentemente, el enfogue de Callen
simplifica ampliamente 2l trabajo del tratamiento matematico, pero
a costa de suponer conceptos que una teoria derivaria antes de
pPresuponer .

Callen no ofrece una versidn global de la segunda ley de la
termodinamica, y por ello, sacrifica la comprensidn de los
conceptos fundamentales; esto se debe a que su  interés es hacer
patente el alcance del concepto de entropia v las aplicaciones que
surgen de su relacidn con otras leyes y conversiones de la

termodinamica.
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Callen presenta inicialmente la entropia caracterizandola con
ciertas propiedades, permitienda el tratameinto matematico el
surgimiento de las restantes. Ahora bien, debido a lo anterior,
el enfoque de Callen adolece de falta profundidad matematica. 5in
embargo, esto no obsta para que dicho enfogque sea adecuado para el
logro de sus objetivos.

Ademas una teoria bien construida no parte de conceptos
definidos parcialmente, como la presentan en este enfoque, sino de
conceptos primitivos. 8in embargo, en favor de Callen se puede
decir que en su sistema, se postula un concepto parcialmente
definido, para iniciar la derivacidn del sistema debido a que no
hace referencia a hipotéticas experiencias convencionales con una

serie de artefactos ingenieriles ideales.

10.3 AnAlisis del enfoque axiomatico de la

segunda ley de la Termodinamica.

En ciencia uno de los principales objetivos de toda teoria es
la basgueda de claridad y rigor de sus conceptos y enunciados, los
cuales, en los estados iniciales de la mayoria de las teorias son
lanzados de modo intuitivo o semi—intuitivo. Esto es
comprensible, va gue las teorias deben ser sometidas continuamente
a andlisis y modificaciones, propias de la evolucidn en la
ciencia. La axiomatizacién de una teoria implica wuna maduracidn
del nivel de la misma, ya que al someterla a axiomatizacidn - de
ésta se va depurando bajo rigurosa critica.

La critica, evaluacidn y, eventualmente la sustitucidn por un
sistema diferente de ideas, requiere como una condicidn necesaria,
la axiomatizaciédn que permite aumentar la claridad de los
conceptos relativos a la Fisica. Ademas, la axiomatizacidn
permite evaluar con mayor precisidn los aspectos de simplicidad,
economia de conceptos basicos, organizacidén, etc., asi como
permite wAa visualizacidn més directa de las presuposiciones
tedricas. Por ejemplo, la axiomatizacidn de 1la segunda ley
realizada por Carathéodory pudo eliminar el concepto de calor, ,el
cual es un concepto factual, y el concepto de maguinas térmicas

ciclicas ideales, simplificando con ello la teoria.
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Los avances ovbios alcanzados por la axiomatizacidn de la
teoria de la segunda ley de la termodinamica incluyen la
comprensién fisica de las caracteristicas de la funcidn entropisa,
la cual es posible por la geometrizacidn gue se hace de las
diferentes funciones y propiedades que van surgiendo a lo largo

del desarrollo matematico a partir del principio de Carathéodory.

El enfoque axiomatico de Carathéodory es &1 gue mas se
adecda, entre los enfogques presentados, a los canones mas elevados
de la «ciencia de alto nivel. De esta manera, el enfogue
arxiomaticeo incluye la caracterizacidn detallada y matem&tica de
los conceptos basicos de la sequnda ley de la termodinamica, lo
cual no sucede con el enfogque convencional vy el de Callen. Estao,
ademas, de su eliminacidn como presupuestos de conceptos como
calor, ciclo térmico, etc., conceptos basicos en los anteriores
enfoques; los conceptos en cuestiédn son derivados de un dnico
concepto bésico: el de proceso adiabatico. Ademas de los
conceptos formales, también las caracteristicas de la func idn
entropia =Taly] explicados fisicamente por medio de la
geometrizacidn; tal es el caso de la inexactitud de la diferencial
del calor v la posibilidad de la conversidn de ésta a una
diferencial exacta (entropia) que vya asi puede ser de gran
utilidad en la Termodinamica en la obtencidén de ecuaciones de

estado de diferentes sustancias. El surgimiento del factor
integrante (der ivado de la anterior condicidn) 1= Ve
matematicamente cComo una necesidad para realizar esta

transformacidn.

Ademas, la axiomatizacidn de la segunda ley de la
termodinamica muestra su eficiencia al poder derivar todos los
enunciados y propiedades correspondientes a ellos por la wvia
segura de la gecometrizacidn. El en fogue axiomatico de
Carathécodory hace patente el poder de generalizacidn de las
matematicas, llegando a una visidén que lleva a una concepcidn de
las matematicas que las concibe no séloc como auxiliares wvacios
para conputar datos, sino como conceptos fundamentales que
permiten enscontrar todas las relaciones relevantes que median en

2l seno de las relaciones fisicas.
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La axiomatizacidn de la segunda ley de la termodinamica no
implica gque ésta pase inmediatamente de un modelo caja—-negrista a
un modelo del tipo de caja transldcida o mecanicista . Esto se
debe, a que dicha axiomatizacidén sigue manejando su explicatividad
al nivel macroscépico de los sistemas termodinamicos. A pesar de
su matematizacidn y su mayor amplitud, la teoria de Carathéodory
sigue todavia el modelo del "Input y Output” (28), es decir, sigue
concibiendo su funcién bésica en términos de introduccien de
informacidn y obteniendo resultados fieles a la realidad fisica.
Dicho enfoque no se permite superar las limitaciones tradicionales
de la formulacidén de la segunda ley , en cuanto a la clasica
negativa de hipotetizar acerca de los mecanismos internos que
gener an.

A pesar de gue se suele decir gue el enfogue de Carathéodory
es sumamente complicado, puedo afirmar qgque las matematicas
necesar ias para poder seguirlo y comprender su desarrollo no son
altamente complicadas. Algo de conocimiento de calculo
diferencial e inteagaral , calculo vectorial y ecuaciones de FPfaff
bastan para comprender a plenitud el desarrollo en cuestidn.

En wirtud de lo anterior, la ensefianza del enfogue axiomatico
podria servir como ilustracidén, en la carrera de G(uimico, del
potencial que encierran las matematicas en la formulacidn de
teorias de alto nivel . Esto sin mencionar el inmenso beneficio
que supone para el estudiante un edercicio concreto de claridad v
rigor cientificos. El enfogue de Carathéocdory nos permite ver
claramente gque las matematicas no solo sirven para computar datos
exper imentales y ajustarlos estadisticamente, sino que es &1 mas
poderoso generalizador.

Este enfogue pone de relieve lo limitado de wna de las
mayores tendencias que existe entre los cientificos actualmente,
i.e., la de perderse en la acumulacidn de datos, mediciones,
inocuas modificaciones, cdmputos, curvas estadisticas, etc., sin
que esto corresponda a una teoria en la que se pueda encajar los
resultados obtenidos ,buscando la generalidad, explicatividad vy

predicibilidad que busca la genuina ciencia.
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10.4 Analisis del operacicnalismo en base a los

diferentes enfogues de la segunda ley de la Termodinamica.

La época de apogeo del Operacionalismo surge entre la Primera
y Segunda Guerra Mundial. Fue una visidn tan difundida gue sdélo
Einstein yv Planck se atrevieron a sostener en esos tiempos que la
Fisica intenta conocer la realidad. La desconfianza hacia el
concepto mismo de realidad parece tener sSus raices en los
empiristas brit&nicos, a través de los positivista vy pragmatistas.
Siguiendoc esta linea de rechazo, el operacionalismo propone gue
todo concepto debe estar defipido o ser identificade con un
conjunta de operac iones reproducibles. Esta posicidn
operacionalista permite, ademas, evitar una serie de aobjeciones
empiristas en contra de las entidades inobservables gue postula la
ciencia de alto nivel tedrico, e.g9., lozs conceptos de electrdn,
funcidn de estado, etc.

En base a 1lo anterior, dentro de tal tendencia el
operacionalismo ,exige que los términos cientificos, tales como
solubilidad o longitud puedan definirse en base a procedimientos
exper imentales apropiados. Agui ya se puede observar que lodas
las llamadas definiciones operaltivas adolecen de circularidad .
En efecto, el criteric con que buscamos las oper ac iones
definitorias de un concepto presupone ya una previa definicidn mas
o menos clara del concepto a definir. Fopper en su "Légica de la
Investigacidn Cientifica" (29), hace mencidn de un ejemplo gque
ilustra la circulariad mencionada anteriormente: " x es soluble en
agua si vy sélo si, a) al introducir x en agua, x desaparece ¥y b)
cuando,una vez que se ha evaporados €1 agua se recupera  una
sustancia que, a su vez, es soluble en agua®.

Otra de las principales razones de la circularidad es que los
exper imentos (con los gue intenta definir los <conceptos en el
Dperacionalismo) no son nunca concluyentes, i.e., necesitan a su
vezr ser contrastados en base al concepto gue dichos experimaentos
intentan definir. Este enfogue define como un &cido a aguella
sustancia gue es capaz de hacer virar a roje el papel tornasol;
esto hace patente que si se puede llegar a determinar que una

sustancia es Acida por un método diferente, ésta wya no podris
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incluirse bajo el concepto anteriormente definido de Acide, porque
la operacién gue definid a la segunda sustancia no es la misma vy
por lo tante los conceptos no son iguales, dandc <como resultado
esto, la obtencidén de tantas definiciones de un solo concepto como
operaciones sean posibles realizar. En realidad, es un lugar
comn en la ciencia 21 hecho de que existen diferentes métodos de
caracterizar el mismo concepto. El operacionalismo, pues, va en
contra de la visién cotidiana del gquéhacer cientifico.

Tales ob.jeciones en contra del operacional ismo saon
consecuencia légica de 1la confusidn entre un concepto y sus
indicadores cientificos. Lamentablemente las definiciones
operacionalistas abundan en los libros de texto.

lLa tendencia a darle tanta importancia a las operaciones,
calculos v mediciones del Operacionalismo nacié con la buena
intencidn de ponerle un limite a la especulacidén desenfrenada que
existia en la llamadas ciencias blandas, como la psicologia, la
socjiologia, economia y otras. FPero tal espiritu de bﬁsquedarde la
realidad deforméd hasta el punto de llegar a la negacidn de é&sta.

En realidad, ningdn concepto en las ciencias basicas se
refiere a operaciones de laboratorio, por ejemplo, es mas, estas

operaciones suponen conceptos.

Es de todos conocido gque las pruebas empiricas son de gran
importancia en la ciencia. Sin embargo, tal conocimiento,debe
llevarnos a visualizar tales pruebas como fuente de significado de
conceptos, En todo caso, lo empirico debe wverse como una
instancia que garantiza la rigurosidad de los conceptos
cientificos, aparte de constituirse en la instancia decisiva que
- corrobora hechos y prueba hipétesis. En otras palabras, los
aspectos empiricos no se necesitan para atribuir significado, sino
para garantizar la rigurosidad de estos. Esto aparte de su
funcidn como aspectos relevantes gue determinan el valor de verdad
de hipdtesis cientificas.

Ademas el Operacionalismo constituye una filosofia gque va en
contra del principal objetivao de las ciencias fisicas, que es el
de explicar el mundo fisico en términos fisicos ¥ Nno en términos

de operaciones humanas. Las experiencias humanas y sus
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operaciones son el objetive de estudio de disciplinas como 1la
FPsicologia y sus operaciones son el objeto. El referente de una

idea fisica notiene gue identificarse con tales objetos de 1la

Feicologiaj; las ideas fisicas apuntan hacia una realidad que no se

constituye a partir de experiencias ni operaciones humanas, sino

que tienen una existencia previa e independiente. De no ser asi,

la ciencia habria retrocedido a un antropocentrismo en su  visidén

del mundo.

La observacidn cientifica, como +tal, aporta conocimiento
rudimentarioc (o primitivo) en la interpretacidén del mundo fisico,
pero existe conocimiento gque en esencia wva mas alla de 1la
observacidén. El conocimiento por la exigencia de sus
requerimientos y su repercusidn en la wvida bumana, no puede
sujetarse a la contingencia y fugacidad de las percepciones
sensoriales ni las operaciones fisicas y mentales que lleva a cabo
el hombre. Es mas, muchos de los datos gue se captan por medio de
observaciones, mediciones o c4dlculos indirectos no tendrian mayor
sentido si éstos no se introducen en un cuerpo de ideas
previamente concebidas como lo son las tecorias. Estas teorias
ciertamente no son sélo acumulaciones de datos experimentales; su
funcidn es explicarlos, interpretarlos, completarlos, v, por ende,
ir mas alla de ellos.

El desarvollo del enfoque operacionalista muestra su radical
incorreccidn. El desenvolvimiento de la postura operacionalista
equivale a su refutacidn.. La Termodinamica cléasica es una teoria
que ha mostradeo su validez ¥y que adtin se mantiene, incluso bajo
criterios tanh estrictos como los de Popper (29 — 32). . 8in
embargo, segan la filosofia del Operacional isma, ni el
planteamiento original de la teoria es valido, ya que é&sta no séla
no surgid de experiencias directas, sino que depende de un
importante, aunque ajeno concepto de maguinas térmicas clclicas
ideales gue no pueden ser llevadas al campo de la experiencia
humana.

: AdemAs la entropia para &1 Operacionalisms no puede ser
definida, ya gue ésta no puede ser medida directamente. Bi el
enfoque convencional no es admitido COmc val ido por el

Operaciconal ismao, mucho menos lo seréan el enfogue postulacional vy
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axiomitico de la misma, en los cuales se va reduciendo cada vez
mas la cantidad de conceptos primitivos que tienen relacidon
directa con experiencia.. Desde el momento en que se sabe que la
entropia es una funcidén inobservable, no es posible cuantificarla
directamente vy, por lo tanto, no es posible ni siguiera definirla
segdn el Operacionalismo. fAsi, el Operacionalismo estaria
despojando de sentido a una de las teorias que mas se distingue
por su potencia predictiva. =

Como se menciond anteriormente, 1la entropia no puede ser
medida directamente pero si puede serlo de forma indirecta, sin
embargo para ello se necesita de conceptos ya establecidos, tales
como trabajo, calor, temperatura, etc., cuyas mediciones estan
relacionadas con diferentes instrumentos. Esto implicaria, baljo
el enfogue operacionalista, que el calculo de la entropia a partir
de diferentes mediciones, nos daria automaticamente diferentes

conceptos de ella. Esto es intuitivamente incorrecto..
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La paradoja esta ahora totalmente establecida:
que las mayores abstracciones son las verdaderas

armas con las cuales se controla nuestro concepto

de los hecheos concretos.

A, N. Whitehead.

Absolute ceritainty is a priviledge of

uneducated minds and fanatics. It is

Sfor scientific folk an unattainable
ideal.

A.C. Doyle.






11. CONCLUSION

En base al analisis comparativo realizado acerca de los tres
enfoques de la segunda ley de la termodinamica se puede observar
gue el método axiomatico es el que cuenta con el mayor ndamero de
caracteristicas que debe tener la introduccidn de un concepto en
cualquier area cientifica.

El desarrolloc convencional de la segunda ley de la
Termodinamica se basa en la deduccidn del concepto de entropia a
partir de ciclos de magquinas térmicas ideales, artefactos que
aungue imposibles de construir en la realidad, hacen parecer este
enfoque mas asequible al lector por ofrecer una visualizacidn
facil de los procesos termodinamicos. Fosiblemente al lector
inquieto no le satisfagan por completo algunas deducciones de la
presentacidn convencional, ¥ no es para menos, pues de mas esta
recordar que se le estad introduciendo el concepto de entropia wvia
el primer estado evolutivo de la teoria. Pero, como se sabe, la
facilidad de comprensidén de una teoria no implica que ésta sea
cientificamente rigurosa. De este modo, considero gue el enfogue
convencional no comple con los canones de sistematicidad
matematica que caracterizan a los estadios evolutivos mas altos de
la ciencia.

Ademas, el enfogque convencional manifiesta wuwuna dependencia
inconveniente respecto a inexistentes artefactos relativos al area
de la ingenieria. Esto puede conducir a errores de interpretacidn
del concepto de entropia, debido a gue se 1le puede relacicnar
inadecuadamente con conceptos ingenieriles. De esta forma se
estaria alterando e]1 significado del concepto en cuanto gue la
entropia es un concepto fundamental de la teoria de la
termodinamica, y no un concepto gue pueda ser definido a partir de
la tecnologia relativa a esa ciencia. Considero conveniente
mencionar gque los conceptos primitivos del enfogue convencional
son del tipo factual, es decir, tienen sus bases mas profundas en
la experiencia. Asi, los conceptos de calor, f%rabajo, energia
interna y temperatura, se basan en observaciones directas y no son
Justificadas matematicamente en ningdn momento. De aqui, que se

considere como cualitativo el desarrcllo que se hace de la
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entropia, el detrimento de la cuantitatividad gue esta en la base
del enfoque matematico y, por ende, del alto nivel teérico de 1la
termodinamica. Esto aparte de que el enfogque convencional asume
como primitivas todas las anteriores nociones derivadas de 1la
experiencia, suposicién que condena a que esas nociones no  sean
explicadas.

La Jjustificacién a priori del concepto de entropia en el
enfoque convencional es mas cualitativa que formal , es mas carece
del formalismo matematico que se necesita para que los conceptos
queden completamente claros y asi la teoria sea facil de criticar;
evaluar y analizar.

El enfoque postulacional de Callen de la segunda ley de la
Termodinamica evita recurrir a diagramas vy utiliza cuatro
postulados de los cuales Gnicamente el primero se basa en
observaciones directas. Callen introduce la entropia en su
segundo postulado y en los siguientes la caracteriza, de manera
- que el concepto de entropia NO surge como necesidad matematica,
sina se da por sentada su existencia, lo <cual tiene como
consecuencia que el concepto de entropia quede sin explicar. El
posterior desarrollo matematico vy parcial Jjustificacidn del
concepto de entropia serda forzosamente incomplete v falte de
rigor, al menos, comparandolo con el enfoque de Carathéodory. De
esta manera, algunas caracteristicas como su aditividad sobre los
subsistemas que la componen, la propiedad monétona creciente de la
funcidn, etc., son dnicamente postuladas y sSu origen no es
matematicamente Jjustificado.

El enfoque de Callen, sin embargo, esta mas formalizado que
el convencional, ya que ofrece una simplicidad formal ¥ =u
verificacidén se lleva a cabo por la teoria derivada del desarrollo
de los postulados. A pesar de ello, este enfogue aun deja abierto
el problema del origen matematico de 1la funcién entropia vy la
caracterizacidén formal de las caracteristicas de ésta. Este
objetivo lo logra la axiomatizacién de Carathécdory. MNo esta
demas mencicnar gque este enfogue axiomatico ha sido modificade por
ctros autores en algunos aspectos para darle mayor general idad;
sin embargo, Carathéodory en su versién original ya muestra el

avance que ésta representaria para la comprensién de la segunda



ley de la termodinamica.

Este enfogue axiomatico no utiliza diagramas ni postulados,
recurre dnicamente a un principio observacional, que es
interpretacién fisica de las ecuaciones de Pfaff. Dicho principio
es el de Carathéodory, a partir del cual se desarrolla el teorema
matematico de su nombre. Este teorema muestra céme surge el
concepto de entropia de manera puramente formal. En &l se recurre
a ecuaciones de Ffaff como herramienta matematica esencial. A lo
largo del desarrollo se observa cémo surgen propiedades de la
entropla, se Justifica el uso de un factor integrante especifico,
surge matematicamente la temperatura absoluta, y se prescinde del
calor para el desarrollo posterior de la teoria, simplificandose
asi ésta.

Coma ya se wvio en el enfogue de Carathécodory, ninguna
caracteristica de la entropia es postulada, todas tienen su
Justificacidn matematica, y al mostrar de esta forma el origen de
ellas se hace posible su interpretacidn geométrica la cual es de
aran ayuda en la comprensidn de este concepto. Es de esta forma
que el enfogue axiomatico logra la completa formulacidn matematica
de la segunda ley de la termodinamica. Con ello, la teorfa gana
en cuanto a la claridad de los conceptos basicos. Este se debe,
repetimos, a su estricta formalizacidn matematica. Tal
sistematizacidn, adicicnalmente nos da aquellos beneficios gque
devienen de la simplicidad vy economia tedrica, aspectos gue
aunados a 1la jclaridad v rigor mencionados, facilitan la
evaluacidn critica y analisis de las teorias cientificas.

Fosiblemente, a pesar de gue este enfoque ofrece una mejor
visualizacién fisica v comprensidn plena y profunda del concepto
de entropla, pueda parecer dificil, por el nivel de las
matematicas que son necesarias para su comprensidén. Por ello se
recomienda que el enfoque axiomatico no se omita en la ensefanza
de la termodinamica.

Por dltimo, he ftratado de refutar el posible enfoque
operacionalista de la segunda ley. Las inconveniencias de este
enfoque resaltan cuando se comparan con las bondades gue ofrece el

enfoque axiomatico defendido agui.
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Asi, una postura operacionalista exigiria una prueba empirica
para mostrar la existencia de la entropia yv cuantificarla. Esto,
sin embargo no se puede realizar directamente, aunque si por
diversos métodos gque arrojarian diferentes definiciones de un
mismo concepto. Resalta, para poner un ejemplo, la diferencia de
economia tedrica entre el enfoque operacional ista W el de
Carathéodory. Este dltimo lleva a una reduccidn de los conceptos
basicos y, por lo tanto, a una explicacidn de las <caracteristicas
basicas de los sistemas termodinamicos. En tante, el enfogue
operacionalista multiplica innecesariamente los conceptos de la
termodinadmica. Asi, el operacionalismo ofrece una visidn del
mundo centrada en el experimentador, al tratar siempre de
identificar objetos de estudio con wuwuna operacidén, y con ello
confunde la realidad con los criterios de adecuacidén de la teoria
a la realidad.

Para concluir, el enfoque axiomatico de la segunda ley de 1la
termodinamica muestra que si existe la posibilidad de llegar a un
concepto nuevo, la entropia, a través de un desarrollo puramente
formal, que presupone un solo concepto, a saber, el de proceso
adiabatico. Se logra pues explicar la génesis del concepto basico
de la segunda ley de la termodinamica, quizas el objetivo mas alto

a que pueda aspirar la formulacidn cientifica de dicha ley.
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Preferiria comprender una sola causa

gue ser el rey de Persia.

DEMOCRITO

En la investigocidn del conocimiento
yo no siento mids gue la alegria de

mi voluntad, la clegriac de engendrar.

Friedrich Nietzsche.
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Una vida sin buisgueda no es digna de ser vivida.

SOCRATES.

The fairesti thing we can experience (s the misterious.
It is the fundamental emolion which stands at the cradle
of true arit and true science. He who knows it not and can
no longer wonder, no longer feel amezement, is as good
as dead, a snuffed - out candle.

Aldbert Einstein.
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12. RECOMENDACIONES

1. Ciertamente el enfoque axiomatico de la termodinamica no se
ha caracterizado por una gran acogida tanto entre profesores como
entre autores de libros de texto y de esto se han percatado los
mismos partidarios del sistema. Sin embargo, en wvirtud de 1lo
Exﬁuestn en este trabajo, se hace evidente, la importancia qgue
tiene tal postura cientifica, no sélo en cuanto a las
caracteristicas constitutivas de la termodinamica, sino también en
los efectos que produce en los estudiosos de ésta, a saber, el
habituarse al rigor y claridad cientifica. Es por elloc gque se
sugiere que aunque se introduzca al estudiante a la termodinamica
por medio del enfogue convencional, no =1 prescinda del
axiomatico.

Con ello se lograrad que el estudiante wvea cdédmo evoluciona
una teoria desde lo mas intuitivo hasta lo méAs sistematico y pueda
ver los beneficios de la sistematizacidén de manera gque la observe

coma un ideal regulativo de su préactica cientifica.

2. También se recomienda al lector interesado en el desarrcllo
axiomaético de la Termodindmica consultar a Landsberg (36) que
geometrizd la tercera ley de la Termodinamica y ver la fusidn que
M.W.Zemansky propone sobre el principio de Carathéodory y el

enfogue convencional de Kelvin=Planck y Clausius (37).

3. Ademas se recomienda incluir en la readecuacion del pensum
de estudios de la carrera de Buimico, la inclusidn de cursos de
matematicas que se extiendan, como minimo al &Area de Algebra
lineal y Calcule vectorial. Tales instrumentos matematicos daran
al estudiante wuna serie de poderosas herramientas que podra

utilizar en sus préacticas investigativas.

58



sx on s3icknibomted i Wb oslitolEs supstne iu ednemstverd o1
omod  @evwsatotq eTine ofnad sbigoss MR S Tog cbasivedosved an
#ol absdssveg asd ok ciee sb § cixed ob sovdil Wb sevoius svine
ol @b Wwthiv 6% ogvedes A8 waselale fob solbifven somelwm
s Alomssvoani &i  edebive sosd er (Oladevd sdme he T RUgEe.
enl & odoaud e olda on soktldnei> ssutecq (=3 eeeld
oo nbidmed onla (soimboibonved ol sb Eevitidltanes eeslialwionves
tn (vedas & steb  eb sosclbutes sol ne soubovg wup Eodsate mol
sz wupg olls wq 233 .axitiénmic babivwei> ¢ wogiv Is o sand tdned
solndnibomms =0 8 ednsibudse s sasubovind s supaus eup lr'l’li'ﬁ'
[sh  sbhidacvd @ G Ieioldnevnes  supotos  ieb eoibsm Yoo
SO FRmD L X8
soolouiove oob> sev  ednslbuden [e sup Aol s oll med .
sbain v o>izdsnsdiie adim ol m ovitiutnt ade of ebasb slvond “I
svysedo 4l eup syeaan ob rdioazitamedsiz &l ob #oisiYensd sol vav
E .4:%#5‘#: nﬂm ua ap oviialugey legbi v GRod

ol leviwessl le ne cbsasveint vodtoml [ sbosinossh se Abldest S
sup (287 prvedebesd & wdluennd sdindaibomye) &l b odidheoixs
sup  adiav! sl wmv ¢ solasnibomvaT sl ob el svesved sl Os5iviemong
fa ¥  yvohohddsseld ab oigqlonivg ls svdos enogotqg viansnsl . W.M
.iw sutensld v donefSnly el wb Innotanevnos m

nusney et ndlsuosssny of ae viulenid Abnelmecey sa adeebd £

sb moawus wh odieuiini e mtﬂ‘ * svwrvar &l ab ecibuies eb
& rdep it sb sevd s oninkm oMoy «ﬂ#ﬂj-‘hc' ne AP an i dheednm
ndveb wosifimatem sodnemundent ssle¥ -htwm olus (Al v lasnkl
Lvbog sup  Esdomineyierd uum ob  sives sow mzm is

mwm u;uﬂﬂ wam 0w wesiiity

R

iy 4
f i = £

i it i L =_.,-.' =2 W{fn 11‘*‘“#"#? .|:'~'-H"£
BT T T e T T B

¥4

iy

" L



6.

10.

1.

12.

13. REFERENCIAS
Levine, I.R. Fisicoguimica. 3.ed. Trad. A.G. Urefia. Meéxico:
McGraw—-Hill. 1988. (XV+1092 pp), (89-112).
Castellan, G.W. Physical Chemistiry. 4. ed. USA:

Addison—-Wesley. 1987 (XXVII + 943 ppl

Atkins, P.W. Fisicoguimicda. Trad. J.L. G2zquez. M#xico: Fondo
Educativo Interamericano. (XX+969) ppl.

Chang, R. Fisicoguimica con Aplicaciones a Sistemas Biologicos.
Trad. G.GarduBfo. México: CECSA. 1987 (732).

Callen, H.B. Thermodynamics. An introduction to the physical
theories of egut librium thermostalics an irreversible
thermodynamics. Singapur: Toppan Company. 1960 (XV+385 ppJl,
(22-29).

Margenau, H y Murphy, G.H. The Mathematics of FPhysics and
Chemistry. -2. ed. USA: WVan Nostrand. 1965. (XIV+604 pp),
(24-87).

Landsberg, P.T. Thermodynamics and Statistical Mechanics. MNew
York: Dover. 1990. (XII + 461 pp). (26-76).

Bunge, M. Filosofia de la Fisica. 2 ed. Barcelona: Ariel.
1982. (301 pp). (11-170},

Bunge, M. Racionalidad y Realismo. Madrid: Alianza. 1985 (191
ppY. (77-79).

Bunge, M. op. cit. B

Garrido, J. Formulaciones del segundo principio de la
termodinamica. Revista Critica: Instituto de Investigacicones
Filosdficas. UNAM. México. 1987.

Huang, . K. Statistical Thermodynamics. 2. ed. Singapur: Wiley.

1987. (XIV + 493 ppl. (3-30).

i



13.

14,

135.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22.

23,
24.
25.
26.

27,

28.
29.

30.

Callen, H.B. op. cit.

Thomsen, J.5. Operaticnal Formulation of the Second Law of
Thermodynamics. Am. J. Phys. 1961.

Redlich, 0. Fundamental Thermodynamicas since Carathecdory.
Rev. Mod. Phys. 40, 3, 556-563.

Bartle, R.G. Introduccion al Analisis Matematico. Trad.
M.Gutierrez. Mexico: Limusa. 1982. (519 pp). (64-65).
Bunge, M. Controversias en Fisica. Bar:élnna: Tecnos. 1983
(252 pp). (158-161).
Bunge, M op. cit, 9.

Elsgoltz, L. Ecuaciones diferenciales y Calcule Varialcional.
Trad. Ed. MIR. Moscu:r Mir. 1977 (432 pp). (250-2635).

Margenau, H. Murphy, G. The Mathematics of Physics and
Chemistry. 2. Ed. USA: VYan Nostrand. 196%5. (Xiv + 804 ppl.
(24-31), (82-87).

Landsberg, P.T. ocp. cit.

Landsberg, P.T. Fbundation;ﬂof Thermodynamics. Rev. Mod. Phys.
28, 363. 1956.

Thomsen, J.S5. op. cit.

Bunge, M. op. cit. B.

Bunge, M. op. cit. 9.

Margenau, H. Murphy, G. op. cil.

Bunge, M. Teoria y Realidad. 3. Ed. Barcelona: Ariel. 13985,
(301 pp).

Bunge, M. op. cit. B.

Bunge, M. op. cit. 25.

FPopper, K. La Logica de Lla Investigacion Cientifica. Trad.

D.Sanchez. Mexicor REI. 1991. (451 ppl. (420-422).

60



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Ibid., p 418.
Magee, B. Popper. Trad. L.Pujadas. Mexico: Colofon. 1994.

(169 pp)

Mar sden, Ja Tromba, A. Calculeo Vectorial. 3. Ed. usa:
Addison-Wesley Ibercamericana. 1991. (XIV + &65 ppl. (463-321).
Anton, H. Introduccion al Algebra Lineal. 3. Ed. Mexico:
Limusa. 1989. (422 ppl). (142-144), (157-160).

Boas, M. Mathematical Methods in the Physical Sciences. Z.Ed.
Singapur: Wiley. 1983. (XX + 793 ppl). (217-2B5).

Hsu, H. Analisis Vectorial. Trad. F.Castillo. Colombia:Fondo
Educativo Interamericano. 1973. (283 pp). (19-112).

Landsberg, F.T. The Born Centenary: Remarks about Classical
Thermodynamiecs. Am. J. Phys. 51, 842, 1983.

Zemansky, M. Kelvin and Caratheodory— A Reconcilation. Am. J.

Phys. 34, 914. 1%966.

61



LAISE-EaR) J(ag E@R + VI .19R1 -tMWT“t“lm‘l‘“lm :

wsixel B3 6 Ioenid oadenth o Ac¥smbionial M  nodnd BB

| LCOBE-SEL) (AE-SEEY (GG SSB) LPEEL .seunid
(EELE eepreial loalewd? efy nd deodled m&m M esod .u:
AEHE-TIC) (o BEX + XX) L80! .yeilN tvugapnl®
obnoTiELea 150  .ollifusd.d JBavT SorusiseN aetinak M usH BE
LASATSEL) . taq EES) JEVer MHWM! ovidesubd
jpsimenid suodn  asdnoeell  caomelned ol fT LT.4 (precabned JSE
LESes .ShE B Leydi L wh eskenebomiedT
L mA aoriofisecssil K —@iebandiennd bap siviek 0 leoemeS (BE
: <8801 JME B e

o Fr ¥ A g by
Pl o 4 _'-'h

P Fa

‘ud “; N



14. ANEXOS

En el presente anexoc se presentan algunos de los conceptos
fundamentales del Algebra vectorial y calculo vectorial los cuales
50N nNecesarios para comprender el desarrollo matematico W
conceptual de la teoria axiomadtica de la segunda ley de 1la
termodinamica presentada por Carathedédory. Se presentan las
definiciones y teoremas (sin demostracidn) mas importantes vy en
ningdn momento se pretende gque la presentacidn de los temas sea
completa © exhaustiva. Para ampliar y profundizar en estos temas

se recomiendan las siguientes referencias ( 33,3%9,35,36 ).

14.1 ESPACIO EUCLIDIANO n—-DIMENSIONAL

Definicidn.
Si n es un entero positivoe, entonces una n-ada odenada es una
sucesidn de n nameros reales (41, 42, ...,4dn). El conjunto de

todas las n—adas ordenadas se conoce como espacio n dimensional vy

se2 denota por Rr". Una n—-ada ordenada es 1lamada vector
n-dimensional. For convencidén, los wvectores se escribiran con
negritas.

Cuando n=2 o 3, es comdn usar los términos "pareja ordenada" vy
"terna ordenada". Cuandao n=1, cada n-ada ordenada consta de un
namerao real y R' se puede concebir como el conjunto de los ndmeros
reales. FPara este conjunto es comdn escribir R.en lugar de r* ¥
los elementos gue pertenecen a R, i.e., kel se llaman escalares.
En el espacio tridimensional, i.e., n=3, el simboloc (A1, 4=z, Aa)
tiene dos interpretaciones. Puede interpretarse como un punto en
el espacio tridimensional en <cuyo caso A1, Az, As son las
coordenadas o se puede interpretar como un vector, en cuyo cCaso
A1, Az, Aa son las componentes de dicho vector (Fig 14.1). Por 1lo
tanto, una n-ada se puede concebir como un "punto generalizado" o
como un “"vector generalizado". Desde el punto de vista matematico,
la distincidn no tiene importancia y dichas interpretaciones son
equivalentes.
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- Fig 14.1 (o)
Definiciones.
Se dice que dos vectores U = (s, U=z,...,Un) Yy VN o= (Va,Vz,....Vn)
en R” son iguales si:
Uha=Va, Ue=Vz2,...., Un=Vn.
La suma U + V se define por:
U+ ¥V = (htVs, UztVz,...., Unt¥n)

y 51 k es cualquier escalar, i.e. kR € R, el multiplo escalar sa
define por:

Ml = (kih, klfz,....kk).
Se define el vector cero en R" como el vector

0= (0,0,...,0).

S§i U= (Us,l2,...,Un) es un vector cualguiera en R”, entonces el
negativo ( o inverso aditivo) de U se denocta por -U y se define
por

=l = (=th-lE....,~-th).
Se define la sustraccidn de vectores en R” por V=U = VY+(-l) o, en
términos de las componentes,

V=U = V+(=U) = (V1,V2,....Vn) + (=Us,~U=2,...,-Un)

= (Va-th,Vz-U=z,... .,Vn=Un).
En el teorema gue sigue se listan las propiedades aritméticas mas
importantes de la adicidén y la multiplicacién escalar de vectores
en R".
Teorema.
Si U= A la,...,Un), V = (Fs,V2,...,Vn) ¥y W = (Wa,Wa,...,Wn)
son vectores en R” ¥y k, L son escalares, entonces:
al Y = Y+U
L) UH(WV+WI = (U+V)+lW
c) U+0 = 0+U = U
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d} U+(-Uy = 0

e) k(iU = (k1)U
Fr ROU+VI = RUtRY
g) (k+1l2U = kiU+1U
h) 11U = U

Pefinicidan. _
Si U = dth,lk,....Uh) vy N = Vi, Vz,.....,Vnd son vectores
cualesguiera en E", entonces 21 producto interno o producto punto
UesW = define por

U=V = Vs + 2Vz +. ..+ UhWn.

5i Uy V son wvectores ortogonales, i.e. perpendiculares, el
producto interno entre U v V es cero,
UsV = 0 y Si Uy V son ortogonales.

Teorema.

Si U,V ¥y W son vectores en R y Kk es un escalar cualquiera,
entonces

al UsY = V.U

by (U+VI el = Uasl + Val

c) (kUY eV = R{(UV)

dy VeV=0. Ademids, V.V=0 si ¥y solo si V=0.

Definicién.
La norma euclidiana (o longitud euclidianal) de AT vector
U=(Us,Uz,...,Un en R" se define como

BUN = U2 Z= 2o+, . .., +nDHt2

De modo anilogo , la distancia euclidiana entre los puntos U =
(L e sUnd y ¥ = (Vi Va,...,Vn) en B se define por
AU, V) = NU-VE = ((Ua—Va) 2+ (Ue-V2) 2+, . .. .+ (Un-V¥m) 5
El producto interior entre dos vectores U y V puede escribirse
entonces como
UV = UK KVHI cos &

donde & es el angulo gue forman los vectores U y V.
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Definicidn.
Si U= (Lh,tlz,..., U v ¥V = (Va.Vz,....¥Vn) son vectores en Ef
entonces el producto vectorial (o producto cruz) UxV es el vector
definido por

UxV = J(lU=zVa-ULaVz, UU=Vi-LhVz, UaVz-U2Vi)
o con notacidén de determinantes,

Uxv = [
Si Uy V son vectores en el espacic tridimensional, entonces,
al) U=(UxV) = 0O (UxV es ortogonal a U)
b) Ve (UxV) Q (UxV es ortogonal a V)
) muxve® = gunave-cu.wn®
d) MuxVvVi = KUl VI sen 8

iz L
Vz Va

U Us
Vi Va

Uy L2

L r V’- Vz

Teorema.

donde & es el angulo gue forman los vectores U y V.

Teorema.

5i U,V v W son vectores cualesguiera en el espacio tridimensional
y k es un escalar cualgquiera, entonces,

al) UxV = =(VxU)

b) Ux(V+W) = (UxV) + (UxW)

c) (U+Vixld. = (UxW) + (VxW)

d} R(UxV) = (RUIxV = Ux(kV)

e} UxO OxU = 0O

f) UxU = O

Considérense los siguientes vectores
i=(1,0,0) J=(0,1,0) k=(0,0,1)

Cada uno de estos vectores tiene longitud o norma 1 y estan a lo
largo de los ejes de coordenadas (Fig A.2); éstos se conocen como
vectores unitaries estandar del espacioc tridimensional.
Todo vector U = (Uh, Uz, Ua2 en el espacio tridimensional se pueade
expresar en términos de i,J v k, va que se puede escribir

U= (Lh,Uz,Ua> = L1(1,0,0)+2(0,1,01+La(0,0,1)

= Ui + Uzj + Usk.

==
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s Fig 14.2

8i se calcula el producto cruz ix) se ocbtiene

L a o 1 O 1 O L
ixj [|1 ﬂl, |¢ f_.,l|,l'.} 11] (0,0,1) = k

Como se puede observar, el producto cruz de dos vectores produce
un tercer vector que es ortogonal al planc definido por los
vectores gue se estan operando.
Es facil obtener los siguientes resultados,
ixi = JxJj = kxk = Q
ixj = k, Jxk =i, kxi = J
Jxi = -k, kxj ==i, ixk = —j

De igual manera el productoc cruz de los vectores Uy V se puede

escribir como

i 3 k

iz Ual. Ui Ua th U=

i Bt vz VA Vi Va Vi Va2
Vi Vz Va

14.2 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL.

En geometria analitica del plano, se puede especificar una
recta al dar su pendiente y uno de sus puntos. AnaAl ogamente, es
posible determinar un plano en el espacio tridimensional al dar su

inclinacidén y especificar uno de sus puntos. Un método conveniente

&6



para describir la inclinacién es espeficar uwun wvector (llamado
normal ) gue sea perpendicular al plano.

Se desea la ecuacién del planco gque pasa por el punto
PolXo,Ye,Ze> v que tiene como normal al wvector n=(a,b,cl. Es
evidente, en la figura 14.3, gque el plano consta precisamente de
aquellos puntos P(X,Y,Z) para los cuales el wvector PoP es
ortogonal a n, es decir, para los gue

nePolP = 0O
dado que PoP=(X-Xo,Y-Yo,2-2Z0), la ecuacion anter ior
puede ser escrita como
alX-Xol+ b(¥-Yol+ c(Z-Zc) = 0O
A esta expresidn se le da el nombre de forma punto-normal de la

ecuacidn del plano.

Fig. 14.3

Teorema.
i e, b,c v d son constantes, v a,b v ¢ no son todas cero, entonces
la grafica de la ecuacidn ax + by + c=2 + d =0 es un plano gque

tiene al vector n = (a,b,c) como normal .

La acﬁaciﬁn anterior es una ecuacidn lineal en x,v Y =} esta
ecuacisédn se conoce como forma general de la ecuacidn de un plano.
Del mismo modo como las soluciones a wun sistema de ecuaciones
lineales

ax + by = K

cx + dy = kz
corresponden a puntos de interseccidn de las rectas ax + by = k¥
cx + dy = kz en el plano xy, las soluciones de un sistema

&7



ax + by +cz o= ki

dx + ey +fz = ka2

ka

corresponen a puntos de interseccidn de los planos ax + by +c= =
ki ,dx + ey +f2 = kz v gx + hy +iz = ks,

En la figura A.4 se ilustran algunas de las posibilidades

gx + hy +i=

geométricas cuando el sistema de ecuaciones anterior tiene cero,

una o una infinidad de soluciones

G9s

(a) () ()

{d) (e}
Fig. 14.4
aMinguna solucidn tres plancs paralelos:. bINinguna solucitn (dos
planos paralelos). c}Hinguna solucidn {tres plancs sin
interseccidn comUnd. & Una infinidad de soluciones ilres plances
coincidentes). ayUna infinidad de soluciones {trea plancs que 1]
intersecan an una rectad. fHHuna solucidn {tres plancs 1]

intersscan en un punioc.

14.3 CALCULD VECTORIAL

5i t 28 una variable escalar, entonces una funcidn escalar f
asigna a cada t en algdn intervalo un dnico escalar fCt2> 1lamado
el valor de f en t. En general, la variable representa o tiempo o
un conjunto de coordenadas.

Una funcidn vectorial F de una sola variable escalar t asigna

e8



a cada t en algdn interwvalo un vector d9nico FCiD llamado el wvalor
de F en ¢t. En un sistema coordenado rectangular gque sea
independiente de una variable escalar ¢

FCtDd = FaCtldi + Fa20tdj + Faltdk
donde FaCto, FaCtD, FaCtD) son funciones escalares de t v se llaman

las componentes de FCtD.

Limites y continuidad de vectores.

Sea FCtD> una funcidn wvectorial definida para todos los
valores de ¢t en alguna wvecindad de un punto to, excepto
posiblemente para el wvalor te. Entonces a es el vector limite de

FCtD cuando t se acerca a te y SE expresa como

lim FCt2 = a
ta+to

si ¥ sélo si, para cada ndmero real £30, existe un ndmero &>0 tal
que

|FCto-a|<e siempre que 0<|t-to|<6
Esta definicidén se vuelve la de limite de una funcién escalar si
se reemplaza FCtD por una funcidn escalar y a por un escalar.
Una funcidn vectorial FCt2> se llama continua en ¢t = te si esta

definida en alguna wvecindad de te ¥y

lim FCt> = FCLad
t+to

Asi, FCtD es continua en t = to si y solo si, para £>0, existe un
&>@ tal que

|[FCto-FCtod |<e siempre que 0<|t-to|<6.
Una funcidn wvectorial FCtD> se llama continua si lo es en todos sus

puntos.

Diferenciacidén de wvectores.

La derivada F'Ct> de una funcidn vectorial FCtD se define por

dFCty _ 1im FCOt+ALI-FCtD

r el PR e
FIEey w o At-0 At

El vector FCtD se dice también diferenciable y la derivada F’'CtJ
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es también una funcidn vectorial. Asi, si FCtd = FaCtli + FzC L2
+ FaCtok, entonces F’CtD existe si y sélo si las derivadas

) _lim FiCt+AtI—F1ltD
At0D At

T r ¥
de FiCt>,Ci=1,2,3) existen y F'Ct2 = FaCtlri + Fa2Ctdj + FaCiok.
Las derivadas de orden superior de una funcidn vectorial se
definen de manera similar a la de una funcién escalar de una sola

variable. AsL

doFCtd  d [dFCtD
re ottty ol i R ol
it dt | dt

Las reglas para la diferenciacién de funciones vectoriales son
similares a las correspondientes para funciones escalares con  una
excepcidn. Para diferenciar el producto vectorial o producto cruz
de funciones vectoriales, debe conservarse el orden de los
factores, porque el producto wvectorial no es una opsracidn
conmutativa.

S5i ACtY, BCtD v CCt> son funciones diferenciables v @Ct2 es
una funcidn escalar diferenciable, entonces

-

al D

[ﬁftJ+BC't..}] = A'CLI+B L2

B> %El?ft}ﬁf‘J] = @GCLIATCLI+P" CLIAC LD

e g? ﬁft}-ECLJ] = ACLIeB'CtI+A*CtIeBCLD

> g? ﬂ{thBCtJ]_n ACtIXB’ CLI+A"' CLIXBCLD

.3 g? ACLIeBCLINCCEI | = A'CLIeBCLIXCCLI+AC LD «B* CtIXCC LD
; +ACLIBCLIXC CLD

3

s o {écapxlﬁfszcccﬁ]} - A-cch[sctszfz:]+AfszI?*czsxcc:J]
+ﬁflJK[éftJ¥C'CEJ]

g2 Regla de la cadena: Si t=g(s2> es diferenciable, entonces

dACt) _ dAlgCsdl_ dACtD dglsd
ds g ds i d=s

70



Casos especiaoles: Si ¢ftd) = k, una constante escalar, entonces

d r
a5 kﬁf[.)] = kATCLD

Si ACtOo=a es un vector constante, entonces

:—r_[ﬁt.}a] = g*'Ctoa

Der ivadas parciales de funciones vectoriales

de mas de una variable.

Una funcidn wvectorial F de dos variables w y v asigna a cada
punto (u,v) de alguna regidn un vector Gnico FCu,v> llamado el
valaor de F en Cu,u). De modo similar, FCu,wv,w2 es una funcidn
vectorial de las tres variables u,v,w.

En un sistema coordenado rectangular que sea independiente de tres
variables escalares u,v,w.

FCu,v, w2 = FaCu,v,wri + FzCu,v,w2j + FaCu,v,wlk
donde Fi1,Fz2,Fa son las funciones escalares de u,v,w ¥y se l1laman
las componentes de FCu,v,w).

La derivada parcial Fu de F con respecto a u se define por

F_ = E i 1im Ffwhu.U,w—FCU,U-WJ
g TR Au

Siempre gue exista este limite. De modo similar, definimos las

derivadas parciales de F con respecto a v ¥y w

Fog aF _ 1lim FCu,vtAv,wd-FCu,vw,wd

v Auvs0 Av
o o aF i lim FCu,v,wrAwd-FCu,v,wd
VT e Aw0 Aw

siempre que estos limites existan.
Las derivadas parciales de orden superior se pueden definir

también de esta manera
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BRESE i B
gt Joou dvu | du
P e

dudu du | dv

Como se vio anteriormente si A y B son funciones vectoriales de
u,v,w, ¥ ¢ es una funcidn escalar diferenciable de u,v,w, entonces
a

a2 ﬁﬁfﬁ+B} = Au+Bu

5> Zcen) = gAutgun

e> g—ucman = AsButAueB

> g—ucnxa} = AxBu+AuxB

Curvas en el espacio.

Sea FCL2 una funcidn vectorial de wuna wvariable escalar £,

FCtD> = FaCtli + Fa20t2j) + FaCtok
donde FiCtd, Fz2CtD>, FaCt) smon funciones escalares de L. Entonces
para cada valor de t, existe un vector posicidén
rExi+yitak
cuyo punto inicial est en 2]l origen de un sistema coordenado dado
¥ cuyc punto final especifica un punto P del espacio. Cuandao ¢
varia, se dice que P se mueve en una trayectoria curva. Asi por
la definicidn de igualdad de vectores,
x=F1Ct>, y=FzCt>, =z=FaCitd
Las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones paramétricas de la
curva C en el espacio, gque es una funcidn de FCEL2 con ¢t como
parametro.
Como se muestra en la figura 14.5, sea P un punto de una curva C

para el cual F=FCtd> v Q el punto que corresponde a FCOi+ALD,
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Entonces,

tim PO 1im FCt+ALI-FCtD
r =
Flketdmgy, (5 Fe " Sri At

. F(r)

(1) (]
fit4 A1) e

Una tangenie a una curva
x an el espgcio.

 Fig. 14.5

es un vector gue es tangente a la curwva espacial € en P; este se
llama el wvector tangente a C en P.

Un punto ti en una curva C en el espacio se llama punto singul ar
de C si F'Ctid=0, de otro modo, se llama punto no singular.

La dirreccidédn de la curva C en el espacioc en un punto no singular
P, es la del wvector tangente a C en P.

Una funcidn vectorial suave es una funcidn vectorial gue tiene una
derivada continua y no tiene puntos singulares

En lugar de las funciones vectoriales FCLD o GCs) para representar
una curva € en el espacio, frecuentemente se usan otras funciones,
por ejemplo r(t2 o rlsd. Asi que

FCLD = vt = 2Cto2i+yCtoj+=Ciok bEtza
GCs2 = r(s2 = x(s2i+yCs2j+=Csok lztz0
Aungue se usen las mismas formas funcionales rCt2 y rCs2, debe

observarse que rCs2> no se obtiene de rCtD por simple intercambio
del parametro t por = rC=s> se obtiene de rCt2) cambiando el
parametro ¢t a @CsJ.

Superficies.
Hemos wvisto que las curvas del espacio se describen mediante
ecuaciones vectoriales del tipo
rCtd = xCi2i+yCilj+=Ctok

en donde interviene un solo paréametro &, La representacidn
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paraméetrica de curvas en el espacio es
x = x(Ctd, ¥y = wtd, =z = =2Ct2
Las superficies se describen, en general, por medio de
ecuaciones paramétricas del tipo
x = xCu.vr, v = wiu, v, 2 = =2Cu,vr
donde uy v son parametros. Si amse fija v, i.e.,v=Cc, una
constante, entances las ecuacicnes anteriocres se vuelven expresidn

paramétrica de un parametro gue describe una curva en el espacio a

lo largo de la cual wvaria u. Esta es la curva que se designa <con

v=c. #hAsi para cada v existe una curva en el espacio. De modo
similar, v varia a lo largo de la curva wu=k, wuna constante; el
lugar de todas las curvas v=c y w=k es una superficie S. Los

paramnetros u ¥y v se llaman coordenadas curvilineas del punto =
sobre la superficie, vy las curvas u y v sSe llaman curvas
paramétricas, Figura 14.6.
Si el punto terminal del vector de posicidn r genera la superficie
5, entonces la ecuacidén precedente puede expresarse como

rcu, vl = xCu,vli+yCu, vl j+2Cu, vik

z u = const

du v = const

¥
Una superficie en

el espacioc.
®

Fig. 14.6

Se puede mostrar gque el vector unitario n definido como

TuxXrw
fruxrvi

donde ru=ér/8u, rv=dr/0v, es normal a la superficie S representada
por rlu,v) si ruxrvsel
Un punto Cu,wv> scbre una superficie S se llama punto singular si

ruxrv=0; de otro modo, se llama punto no singular. Si-ru ¥ rv son
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continuas, entonces los planos tangentes existen sclamente en los
puntos no singulares. Geométricamente la condicidn para gque
ruxrv#0 es que las curwvas u=k y w=c, donde k y ¢ son constantes,
no sean singulares ni mutuamente tangentes en su punto de
interseccidn,.

El elemento diferencial de 4rea de una superficie es un

ynctar dado por

as = Lau x Tav = ruxrvdudv

For la definicidén de vector unitario normal se puede ver que dS es
un vector normal a la superficie representada por rCu,v> en el

punto P; su magnitud
ds = #dSll = lruxrvidudy

es aproximadamente igual al area de la superficie S 1limitada por

cuatro curvas situadas sobre S, Figura 14.7.

Un elemenic diferencial
de #Area de superficie.

Fig.14.7

For la definicidn de vector normal a una superficie y la ecuacidén
anterior, el elemento diferencial de uwna super ficie puede

Eexpresarse como
ds = n d5.

El area de la superficie 5 se puede obtener entonces

integranda la ecuacién anterior scbre S
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s = [fas = [freas

donde n 25 un vector unitarioc normal de $ en cualguier punto P.
Derivada direccional y gradiente.

Un campo escalar ¢Cx,¥,=> es la totalidad de los escalares
Plx,v,=2 asignados a cada punto Cx,v,=22 de una regidén U del
espacio.

Un Campo vectorial FCx,v,22 es la totalidad de 1los vectores
FCx,y.2> asignados a cada punto Cx,y,=22 de una regién U del
espacio,i.e, un campeo vectorial R” es una funcidn FiU ¢ R"—s R"

gque asigna a cada punto x en =zu dominic U un vector F(x).

x
&

/ r’;‘::-mé e
u__,i____\ﬂ____y

Fig.14.8
Un campeo wveclorial F asigna un wveclor (flecha? Fix) o cada
punto % de su dominio.

Sea PCx,y,=22 un punto no singular de wuna curva € en el
espacic y QCx+tlx,y+tAy,=+tA=2, otro punto de C. Entonces los
vectores de posicién r ¥ r+Ar de P y @ son (Figura 14.9)

r = xit+yjitzk
r+Ar = CoctAx2i+CytAydji+Cathzdk

Sea @¢lx,y,=22 una funcidn escalar continua y diferenciable en
una reqidn U gque contiene el arco de C desde P hasta Q. Entonces
la derivada direccional de ¢Cx,v,2> en P en la direccién del
vector unitario T tangente a € en P se define como

3 _ lim O ((x+Ax, ytAy, z2+Az) — B{x,y,2)

C—

o= As»o As
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F4+ 50

La derivada direccional.
Fig.14.9

donde As es la longitud de arco de € desde P hasta Q

Si U< R —» R? es una funcién diferenciable, el gradiente de ¢ en

Cx,y,22 es el vector en el espacio R? dado por:

grad ¢ = Vgx,y,8) = ‘;: Ty g J + :: K

El simbolo V¥ (llamado nabla) representa un operador diferencial
vectorial, {.e., nabla puede considerarse tanto como wun operador
diferencial como una especie de vector. El operador nabla puede

ser representado como:

Ls

a
i + J + 7=

T =

Donde se ve claramente que V representa un operador diferencial
(la der ivada parcial con respecto a cada coordenadal. Fuede
considerarse a ¥V como un vector simbélico. Asi, s8i ¢ es un campo
escalar, entonces ¢V es uwun operador, mientras que V¢ da la
importante funcidén vectorial llamada gradiente. De modo similar,
si F es una funcidén vectorial diferenciable, entonces FV yv FxV son
operadores, mientras que YF y WxF dan importantes funciones

escalar y vectorial respectivamente (ver mas adelante).

Rotacional y divergencia.
La operacidn rotacional asocia a cada campo vectorial F en Rs
un campo vectorial en R®> VXF, {.e. VX :UdR®—s R, definido como

el determinante:
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1

.
UXF >

Fa

& a aF 2 aF = a1 . aF z O 4
Tansib oA _as]i 3% E]*’* ax oy )"

La divergencia de un campo vectorial F es el productoe punto

&

entre el operador nabla y el campo vectorial F, £ @,y Forl, <
mn—“"‘ !Er

div F = VeF = fx““fsz':F;

Fodemos comprender el significade de la diveragencia con el
siguiente ejemplo. Si imaginamos F como el campo de velocidades
de un fluido (un gas, por ejemplo), entonces V+F representa la
tasa de expansidén por unidad de volumen del fluido (gas), asi, si

FCx.y,22 = xi + vwi + =k

a.

e o=
¢ az

FF = 0

+ g% + = f + 1 + 1 = 3

Esto significa que el fluido (gas) se esta expandiendo a la tasa
de 3 unidades cdbicas por unidad de volumen por unidad de tiempo.
Esto es razonable porque F es un vector radial hacia afuera, vy
conforme el fluido se mueve hacia afuera a lo largo de las lineas
de flujo, se expande. S5i ¥-F < 0 esto significa que el gas se

esta compr imiendo.

Teoremas. Es facil demostrar los siguientes teoremas,
ad IxCVegd = Q
L) FeulVxF2 = O

Una trayectoria en R" es una funcién o:I = [a,b]l] — R". 8i o es
diferenciable decimos que ¢ es de- clase i {continuamente
diferenciable). Los puntos ola) yv o(b) se llaman extremos de 1la

trayectoria. La imagen de o se llama curva de o. Figura 14.10.
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Fig. 14.10

Si F es un campo vectorial, una curva integral para F es una

trayectoria o(t) tal que:

ef(t) = Flo(tl).
Esto es, F produce el campo de velocidades de la trayectoria e(t).
El problema de hallar una curwva integral que pase por X, €D el
tiempo t=0 implica resolver la ecuacidén diferencial anterior con

condicidn inicial xn,i.n.
e’ (£) = Fletd) § o) = %o

Usando coordenadas Cx,y,22 la ecuacidn se puede escribir como tres

ecuac iones simultaneas

x"CLtd) FaCxCt2, wito>, 2CLI2

V' LD

I

FaCxCto, wCito, =CLtoo

Z'CLD = FaCxCto, yCitd, =CLt>D

con condiciones iniciales CxCol,yCol,=Coll.
Como ejemplo podemos considerar a la curva integral como la
trayectoria que sigue una particula suspendida en un fluido, estas

curvas integrales también son conocidas como lineas de flujo.

Integrales de linea.
Una curva €, para b2t2a, se representa por
rOt) = xCLI1L + yWit>3j + =2CLdk
donde r es el vector de posicidn y t es cualguier parametro. El
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vector desplazamiento diferencial dr a lo largo de € es

dr = dxi + dyJ + d=k
Las integrales gue incluyen vectores de desplazamiento diferencial
dr =e llaman integrales de linea. Consideremos las siguientes
integrales de linea a lo largo de una curva C que puede ser

abierta o cerradas
Jear JF oar _[‘der
A c . c
Con un escalar ¢, la integral de linea se reduce a
Joar = i fodx + §[pdy +k [¢d=
c < c c

Cuando la curva C del espacio forma una trayectoria cerrada, la

integral anterior se escribe como

fpar

c

En general, los valores de las integrales de linea dependen del
camino de integracidn.
§i F = FaCx,y,231 + Fa0x,y,22) + FaCx,y,=3k, la integral

fl-'ndr = f CFidx + Fady + Fadz)
= =

5i el integrando es la diferencial total de alguna funcisen, se
puede pensar que la integral es la misma para todas las
trayectorias gue unos los puntos. Esto no es cierto siempre vy
existen ciertas condiciones suficientes para que la integral de

linea de un campao vectorial F sea independiente de la trayectoria.

Integrales de superficie.
Una superficie S se repesenta por
riu,v? = »wlu,vri+yCu,vij+aCu, udk
donde r es el vector de posicién y wu,v son parametros. El
elemento diferencial de area 4S5 de la superficie es
dS = ruxrvdudv = n dS

donde n es el vector uwnitario normal a la superficie en el punto
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que corresponde a las coordenadas u y v, de modo gue

ryxr
n = ury - dS = lruxrwildudu
ruXxrw

Las integrales que incluyen el elemento diferencial de 4Area d5 se

llaman integrales de superficie,

[feas,  [fr-as  [frxas

=
La segunda integral de superficie de un campo vectorial F se llama
el flujo de F a través de S.
8i S es una superficie cerrada, las integrales se superficie se

expresan Como

jj;¢ds' II;F-dE J];des

Fara superficies cerradas, es comin suponer que la direccidn

positiva de la normal esta dirigida hacia afuera de la superficie.

Teorema de Stokes

El teorema de Stokes establece que si g @ uwuna superficie
limitada por una curva cerrada simple € y F es una funcidn
vectorial que tiene primeras derivadas parciales continuas sobre S

y C, entonces

JJcOxF>eds = §F ear

Fig. 14.11

Teorema de =ilokes
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Una interpretacidn fisica del tecorema de Stokes es la siguiente.
El rotacional de uwun campo wvectorial F es la intensidad de
circulacién en un punto para F. El teorema de Stokes establece
que la circulacidn total alrededor de una curva cerrada C es igual
al flujo del rotacional F a través de una superficie $ encerrada
por C.

El teorema de Stokes para coordenadas rectangul ares establece

que si F=Pi+Qj+Rk entonces

§cde+ﬂdy+Eda - '”s[% £ %d},m + [2£ - g%]riscbc
iy :y—F]dxdy

Considérese la siguiente integral

Jacobiano.

A = J‘_[fcx.y.:dxdy

Cambiando wvariables de Cx,w2 a Cu,vwd de acuerdo con la
transformacidn x = Cu,v2> ¥y ¥y = Cu,v2. Ge pusde mostrar que el
4rea A limitada por una curva cerrada regular C es

acx,y Ly
it f.rnacz,u:r b ff 4 c:,ﬂj]d“d“

donde el Jjacobiano de la transformacidn es

g S
J Cx, 2| _ 8Cx,y2 _ du av
Cu, vl afu,uJ EE EE
du av
esto es, el Jjacobiano es &1 determinante de 1la matriz de

la transformacidn.
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De igual manera, si se tienen tres variables (x,y,Z?) que se cambia

a Cu,v,w), el jacobianoc es

] - RehE -

A A AR
qy A AR
AT A AR
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