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INTRODUCCION

El problema del transporte,que estudiaremos mds ade-
lante, es una de las aplicaciones de la programacién i -
neal que tanto auge ha cobrado en los Gltimos afios por sus
m{ltiples usos en los diversos campos relacionados con las
Mateméaticas, Economia, etc.

La programacidn lineal es un producto de las matemé-
ticas modernas y se inicié hace més de dos décadas. El Dr.
George B. Dantzig publicé su primer escrito sobre el mé-
todo simplex ( otra de las aplicaciones de la programacién
lineal, de caracteristicas similares al problema del trans-
porte) en el afio 1947 y desde entonces el progreso en este
campo ha sido rdpido. Sin embargo, ya antes, en la dé-
cada de 1930-40, un grupo de economistas y matemé&ticos
habia sugerido problemas de programacién lineal.

Después de 1951 importantes contribuciones fueron
hechas por David Gale, H. W. Kuhn y A.W. Tucker quie
nes tuvieron parte importante en el desarrollo de la teorfa
binaria en programacién lineal. A. Charnes quien tam-
bién hizo algin trabajo importante y W.W. Cooper toma-
ron la iniciativa en aplicar ld programacién lineal ala in-
dustria. Respecto al problema del transporte, se sabe que
en 1941 Hitchcock lo formuld y resolvié, asi como el ruso
Kantorovitch lo planted en 1942 y més tarde, ~eh 1947
Koopmans también lo resolvid.

Hablando en general, podemos decir que la programa
cién lineal trata de determinar asignaciones éptimas de re
cursos limitados a ciertos objetivos dados, es decir, trata
con sifuaciones en donde un cierfo nGmero de recursos, ta-
les como hombres, materiales, maquinaria, etc., esténdis-
ponibles y van a ser combinados para obtener uno o - més
productos. Hay sin embargo,ciertas restricciones en to -
das o algunas de las siguientes categorfas: en la  cantidad
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total de cada recurso disponible, en la cantidad de cada -
producto, etc. Adn dentro de estas restricciones existirén
muchas asignaciones o soluciones factibles, pero lo que se
desea es encontrar la o las soluciones que hagan méximao
minima alguna cantidad como ganancia o costo.

Los problemas del transporte y en general los de pro-
gramacién lineal, tienen las siguientes caracteristicas:

1.- Hay algdn objetivo que alcanzar: ganancia méxima,
costo minimo, tiempo minimo de operacién, etc. del sis-
tema que se estudia. ;

2.- Hay una gran cantidad de variables que intervienen si
multdneamente en el problema, las cuales son los recursos
de que hablamos anteriormente y entre ellas hay diferentes
tipos de variables, algunas de las cuales son de rendimien=
to o capacidad del sistema como los productos obtenidos,
mientras que otros son factores que integran la produccidn
como hombres, méquinas, etc.

3.- Hay muchas interacciones entre las variables., Un pro-

blema tipo es aquel de determinar el mejor lote de produc

tos para un periodo determinado de produccién., Aqui es—
tamos tratando de determinar cuédles productos manufactu--
rar de una lista de productos potenciales, junto con la can

tidad Sptima de cada uno, de manera de obtener la méxi-
ma ganancia de todos los productos en un periodo de pro-

duccidn. Las interacciones surgen del hecho de que si he

mos limitado los recursos y manufacturaremos una cantidad
determinada del producto A, habré entonces menos recur-

sos disponibles para la produccién de los productos B, C, D,

etc. Los productos en cierto sentido compiten por los re-

cursos disponibles. . La programacién lineal puede ser usa-

da para determinar cémo resolver este conflicto y ‘obtener
el programa de produccién més favorable.
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4.~ La mayoria de los problemas de programacién lineal se
caracterizan también por la presencia de objetivos que es-
tén en conflicto » con el objetivo principal del problema.
En el caso de un lote de productos por ejemplo, el fabri-
cante puede especificar que al menos una cierta cantidad
de uno de los productos sea hecha sin considerar el efecto
en la ganancia. El objetivo compitiendo aquicon el de
hacer méxima la ganancia, puede ser el de suplir una or -
den recibida y aceptada.

La palabra lineal en estos problemas significa que los
mismos pueden ser resueltos por un modelo de programacién
lineal, sélo si las relaciones algebraicas entre las varia-
bles son lineales o pueden ser aproximadas a ecuacionesde
primer orden.

Habiendo hecho las consideraciones anteriores sobre
la programacién lineal en general, podemos ahora hablar
en particular sobre el problema del transporte que es el
que nos ocupa.

En el problema del transporte estamos tratando con un
producto que es almacenado en un némero de origenes (tal
vez las plantas en las cuales fué hecho) 'y necesitado- en
un nimero de desfirios (agiotistas, vendedores o almace-
nes distribuidores). Se asume que conocemos la  cantidad
del producto disponible en cada origen y la cantidad ne-
cesitada en cada destino, asi como el costo unitario de en
viar el producto de cada origen a cada destino. El obje~
tivo del problema es encontrar, o més bien determinar, la
cantidad que se enviarg de cada origen a su destino de ma
nera que los costos totales de envio sean minimos.

Hay que hacer notar que a menudo se habla de este
problema en términos de articulos que son enviados de f&-
bricas a almacenes, porque éso lo hace més fécil de enfo-
car en el significado fisico de las ecuaciones que serén tra
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tadas. Sin embargo, también veremos que se presentardn
muchas situaciones que pueden ser simuladas matematica-
mente por idénticos sistemas de ecuaciones aunque dichos
sistemas tengan muy poco o inclusive nada que "ver con
transporte. El término transporte es Gnicamente una
descripcidn conveniente del sistema, sin asociarlo a un sig
nificado fisico de estas relaciones. Se usarén frecuen-
temente los términos "fabrica™ y "almacén®, pero debe te-
nerse en cuenta que estos términos no son restrictivos.

Este trabajo no pretende ser unaamplia exposicién so-
bre todo lo que se refiere al problema del transporte, sino
mds bien, un enfoque préctico dando las herramientas ne-
cesarias para poder resolverlo alGn sin profundizar demasia
do en su estructura y después abordar algunos problemas
que se presentan en la industria y resolverlosde manera
que se observe la utilidad de lo que se ha dicho anterior-
mente.

B T



CAPITULO 1
DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El problema del transporte es importante tanto desde
un punto de vista prctico como tedrico. Su importancia
radica en el hecho de que muchas situaciones reales pue-
den ser descritas por sistemas de ecuaciones que caen den-
tro de la clase del transporte. Una cantidad considerable
de aplicaciones de programacién lineal han sido hechas en
este campo. La importancia teérica de estos problemas es
t4 en'que los procedimientos de célculo que han sido desa
rrollados para su solucién, son ejemplos de las simplifica-
ciones que resultan si alguna ventaja puede ser tomada de
la estructura del problema.

El problema, como lo habiamos definido anteriormen-
te, considera que un nGmero que llamaremos "m" hay de
origenes y "n" de desfinos que pueden ser .representa-
dos gréficamente como se observa en la fig. 1-1.

Los origenes, que en un problema particular  podrian
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ser fébricas, producen o disponen de articulos en los nive-
les oy, an, ..ay la demanda en los destinos que pueden
ser centros d:sfrr?)wdores para estos articulos, es b'l’b2' 6oj
b Si el costo unitario de envio de la fébrica "i" al des-

tino "{" es "C ", entonces ¢ qué modelo de envios haré
minimo el costo total de transporte ?

La manera de formular mateméticamente este proble-
ma es simple. Si denotamos por Xii la cantidad enviada

de i a |, entonces podemos escribir:

= ;
> Xji=a;dondei=1,23...,m (1-1)
i=1 |
m > ' :
> Xi; =b; donde J=1,2,3,...,n (1-2)
* 1n _
_Z_ E CI : X.. = minimo (1-3)
X;; >0 para toda i, j (1-4)

Analicemos ahora, una por una las ecuaciones ante-
riores: La ecuacién (1-1) nos dice que la sumade lo que
envia cada fébrica hacia todos los destinos es igual a todo
lo que es producido en esa fébrica, mientras que la ecua-
cién (1-2) expresa que la suma de todo lo que llega a ca-
da almacén desde los diferentes origenes es igual a la de-
manda de ese almacén. La doble sumatoria en (1-3) repre
senta el costo total de transporte. Por Gltimo, la condi-
cién de no negatividad en (1-4) es obvia ya que un valor
negativo de envio no tiene significado fisico.

Veamos que ocurre si sumamos la ecuacién (1-1) sobre
foda i:

n m
E M za
i=1 i=i i i=]



y haciendo lo mismo con (1-2) sobre toda j:

Como el orden de las sumatorias a la izquierda de las
ecuaciones no afecta en nada, tenemos:

S cLh

T
—t
i

La anterior es una condicién de consistencia que de-
be ser satisfecha si existe una solucién. Desde un punto -
de vista fisico, la ecuacién significa que el sistema estéd
balanceando ( la produccién total es igual a la demanda:
total), aunque no siempre sucede esto.

Desarrollando las ecuaciones (1-1) y (1-2), tenemos:




X"]+X]2+...+X"n i S |

Kop ogt eee + X = c112

K Xl ¥ Xmgees ¥ Xy = ap ‘_(1'6)
X”.n TXgpevoonesoeneea s ¥X = b
* Xin ‘ *Xon *Xon = bp

Este es un sistema de m+n ecuaciones con mn incégnitas, pero las ecuaciones no son
independientes. Una ecuacién (cualquiera) es redundante porque puede ser obtenida de
otras. Por ejemplo, si sumamos las primeras m ecuaciones y sustraemos de esa suma las
siguientes n-1 ecuaciones, obtenemos: :

X'|n+X2n +an = L Rl P b-l - 52.-b3— . e = bn-]

Pero el miembro izquierdo de esta ecuacion es igual a by, asi” que hemos derivado la

Gltima ecuacién de las otras y podemos eliminarla del sistema.  Una base del sistema (1-6)
envolverd entonces no m+n variables sino sélo mtn=1, Sin embargo, en vezde quitar una
ecuacién del sistema, retendremos todas por razén de simetria y tendremos siempre enmen-



te que una de las ecuocione;; es redundante.

Se puede observar que este sistema lo podemos resol-
ver por medio de matrices y que los coeficientes de lasva-
riables son s8lo unos y ceros,’ ya que donde aparecen espa
cios en las ecuaciones, corresponde a la ausencia de una
incégnita. Ademés, puede verse como caracteristica im-
portante que cada variable aparece sélo una vez en las pri
meras.m: ecuaciones iy so!q uncevez) en:las sigoientes n:’=
ecfmmones.

EL ARREGLO DEL TRANSPORTE. La estructura par-
ticular del sistema (1-6) nos permite representar el sistema
por medio de un arreg lo como se  muestra en el cuadro 1-1,

45 F R T e X1n“ %
X1 %92 e
e, s~
: ! ________ | il !
Xm'! Xm? o an 9m
BLEE b,
Cuadro 1-1

Cada uno de los cuadros corresponde a una variable.
A la drecha y abajo se han puesto una columna y una filad
adicionales, en cuyos cuadros escribimos los valores dados
de aj y bj. Cada columna corresponde a una de las. n:
ecuaciones y cada fila a una de las m ecuaciones de(1-6).
Por tal razén, las primeras m ecuaciones son llamadas las
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ecuaciones de fila y las siguientes n ecuaciones se deno -
minan las ecuaciones de columna. Con cada cuadro aso-
ciamos un costo unitario C;: , de manera que el costo to-
tal de colocar un nimero Xu en el cuadro ij es C-- » X

Nuestro problema ahora es co]ocar m+n=1 nimeros entre es
tos cuadros (un cuadro sin nGmero tiene un X+ =Q ),conel
objeto de satisfacer los totales de fila y de columna, siem-
pre que el costo total sea minimo. El arreglo del cuadro -
1-1 es una representacién conveniente del sistema 1-6 y
veremos mds adelante que todos los célculos son hechos di
rectamente sobre ese arreglo.

Antes de seguir adelante, daremos unas definiciones

que son de suma importancia para poder trabajar con el pro
blema:

UNA SOLUCION AL PROBLEMA DEL TRANSPORTE
es una matriz X que satisfaga los requerimientos de fila y
de columna.

SOLUCION VARIABLE es una variable diferente de
cero en una solucidn. Las variables iguales a cero en una
solucién, son consideradas como que no esfcm en dicha so-
lucién, - il i =

SCLUCION FACTIBLE es una solucién en la cual to

das las variables son positivas.

SISTEMA TRIANGULAR DE ECUACIONES LINEALES
es aquel que contiene el mismo ndmero de ecuaciones que
de incégnitas y puede ser arreglado en tal forma que nin-
gln término aparezca abajo ( o arriba) de la diagonal prin
cipal del miembro izquierdo. Por ejemplo:

|[ 1«‘*‘
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X307 X 9 U
YR 3
Kot Kejpotis 9

,-)(”_ = a

La diagonal principal va a través del primer término -
en cada ecuacién y ninglGn término cae debajo de esta dia
gonal,  Cualquier sistema triangular de ecuaciones, puede
ser resuelto por medios directos y no es necesario reorde -
nar las ecuaciones en forma triangular para que éso sea -
cierto. En el ejemplo anterior vemos que Xyyes igual a .
ay, que podemos sustituirlo en la ecuacién anterior y ob-
tener quue sustituido a su vez en la segunda ecuacién
nos da X22 y éste en la primera da Xgo de manera que
hemos asignado a cada variable un valor numérico.

SOLUCION BASICA es laqueseddaun sistema
triangular de ecuaciones formado por las condiciones del
problema,

SO LUCIO N BASICA FACTIBLE DEGENERADA ES |q
solucién bésica factible con menos de m+n-1 variables en
la solucién.

SOLUCION BASICA FACTIBLE NO DEGENERADA es
aquella solucién bésica factible con exactamente m + n=1
variables positivas en la solucién,

El término "degenerado™ no es como podré creerse que
implique una solucién incorrecta o inadecuada al proble -
ma, pues es una solucién factible perfectamente vélidaque
puede ser éptima. El término viene de las mateméticas de
espacios vectoriales y posteriormente al resolver algunos
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problemas veremos cuéndo es que se presenta.
LA SOLUCION INICIAL

Necesitamos una solucién inicial bésica factible para
empezar el proceso. Consideremos el. arreglo mostrado en
el cuadro 1-1. Escojamos cualquier variable, digamos
X__, como una variable bésica y hagémosla tan grandeco
mb Se pueda siendo consistente con los totales de fila y de
columng, o sea:

Colocamos el valor de X en el arreglo en su cuadro
apropiado. Si afb _, entorieds la fila "p" es eliminada
de consideraciongs pgs’reriores (todas las variables en esa
fila excepto Xpq no son bésicas) y bq es reemplazado por

- ap. De ofra manerq, si b_ L a_, entonces la colum
na q queda al margen de las siguientes consideraciones y
a, es reemplazado por a_-b_. En el caso de que aq =

bq, podemos escoger la fila ocia columna, excepto cuando
hay sélo una fila o una columna, en cuyo caso se escoge
la columna o la fila. De esta manera seleccionaremos las
m+n-1 variables para la base inicial porque habréd - sélo
una fila y una columna antes de evaluar la Gltima varia-
ble y ambas serén eliminadas al hacerlo. La condicién de
consistencia (1-5), asegura que la-ecuacién de la Gltima
fila y la ecuacién de la Gltima columna pueden ser satis-
fechas con sélo una variable.

Este procedimiento genera bases triangulares y en ge-
neral todas las bases del problema del transporte son trian-
gulares, ast que podemos generar cualquiera de las posi=:
bles bases por medio de dicho procedimiento.

Para ver més claramente lo expuesto antes, tomemos
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un arreglo de 3 filas y 4 columnas:
M %12 %13 X4 |9
X1 Koo X3 Xoq]om
X31 X372 X33 X34 a3
by by by by

Aplicaremos el método propuesto por Dantzig y Ila-
mado por Charnes y Cooper "La regla de la esquina noro-
este" por tomar como primera variable la que estd arriba y
a la izquierda en el tablero o arreglo:

Determinamos un valor para la variable X171, el cual
debe ser el minimo entre a1 y by, que supondremos es ars
por lo que X{1= ay y todas las Xi-i = Qparaj=1, 2, 3,
4. Elpaso-inicial queda como se muestra a continuacién:

1) a 0 0 0 0

X1 XKog Xog Xoy|ay

X X

32 X33 Xg4|ag
b

31

by -

SN L

Seguidamente, determinamos un valor para la prime-
ra variable en la fila 2. Tomamos X91 =min. (ap, by -ay)
Asumimos que ag> by-ay,por lo que Xg1=by-a1y Xq1 =

O:
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bj-ay  Xgg Xoz  Xog|ag-by +qy

32 X33 X34 o3

De igual manera, para los siguientes pasos, determi -
namos el valor de una variable X;: y reducimos a cero la
cantidad a ser enviada de i o la cantidad a ser enviada a
i o ambas:

3) Asumiendo que a5 -by+ajpbs:

ay 0 0 Q< =4inQ
by=a; by  Xog Xog|ag-bytay- by

0 0 X33 X34 a3

0 0 b by
4) Suponiendo que ap - by *ay -b2(b3:

b-l =& ,b2 c:2-b'[ tay- b2 0 0
0 0 X33 X34 a3
' 0  bg-apthy~aythg by

Del arreglo anterior vemos que X33 =bg-ay+by -ay
+b oY Xoy= b4° Dependiendo de los valores de a; y-

bi y de las suposiciones hechas al obtener la solucién fac-
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tible del efemplo anterior, tenemos que las m+n-1 =6 va
riables con valores positivos posibles, son:

X1 =091, XgpThy-ap, Xpp=by,
X 93= ap= bytay - b,

X33 =bg-agtby-aythy, -~ Xgy=by

Tenemos completa libertad al escoger el juego de va-
riables para la solucién bésica, pero naturalmente, debe -
mos escoger un juego que esté cercano a la base dptima,
porque ésto en general, reducird el nGmero de  iteracio-
nes requeridas para llegar al éptimo. Un buen procedi-
miento es examinar el arreglo de costos unitarios:

C]] C12 * e 8 ....C"n
C 2] ?22 L A .C2n
ml sz ..... . 'Cmn

y tomar el més pequefio Cii , escogiendo la primera varia-
ble bésica qu tal que: Cpq: min, C;i . Este procedi-
mienfo serd empleado més adelante al resolver proble -
mas numéricos.

CBTENCION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE A
PARTIR DE OTRA ANTERIOR

Cuando tenemos una solucién bésica factible, pode-
mos partir de &sta para encontrar otra solucidn, introducien
do una nueva variable entre la matriz solucién y eliminan
do otra variable de esa matriz. Suponemos que tenemos
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una solucién representada por:

X12 a

Xoo|Xo3| | a2
X3 R gt

Xgabe %y

o M A
Este cuadro representa una solucidn bésica factible. Si
queremos introducir - una variable, digamos Xy entre la

solucién con un valor positivo, pero. pequefio (que llama-
remos 8- ) y lo agregamos en el cuadro correspondiente, de
bemos sustraer ese mismo valor de X3 para satisfacer el f§
tal de columna by. Pero si sustraemos 9 de X371, debe-
mos agregarlo a X 33 para satisfacer agy sustraerlo a Xog

para satisfacer by y asi sucesivamente hasta cerrar el ciclo

de manera que se satisfagan todos los totales de columna y
de fila. La matriz, entonces, quedaré asf:

TS NS o
Koz HX5™® a

i s e °3
X 42 | X44 94

Hay que hacer notar que aquf se sustrae & a Xjoen
la'columna 2, pues si se hubiera hecho a X492, al agregar

el valor a X44 no hubiera habido forma de compensarlo en
la columna 4,
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La secuencia de variables trazada por las sumas y res=
tas de 9, es llamada "la Senda o el camino +,-". Supon
gcmos que 6~ es aumentada desde un valor cercano a ce-

las variables de la solucién, de las cuales esté siendo
susfrcfda ©-, se hacen més pequefias a medida que € au-
menta. Si permitimos que ésta aumente a un tamafio tal
que una de las variables de la primera solucién se reduzca
a cero, ’rendremos otra vez-una solucién conteniendo m+n
-1 variables. Para obtener una solucién bésica fact E
ble, sin embargo, debemos insistir en que debe ©-serigual
a la variable més pequefia de la cual ~estd siendo sustrai-
da, de lo contrario, una o més variables en la nueva solu-
cidén serdn negativas.

La existencia de una nueva solucién significa que siem
pre podemos encontrar un camino "+, =", empezando en-
cualquier cuadro o celda vacia sin tomar en cuenta cuén
largo se haré el problema o qué tan complicado pueda ha-
cerse el camino .

OTRAS DEFINICIONES

CAMINC DIRECTO UNIENDO DOS CELDAS:Un ca-
mino directo de fa celda (i, j) a la celda (v, w) en una ta-
bla del tipo 1-1, es definido como un conjunto ordena-
do de celdas {6 ) G (@ k) () enr (W)} o

{t ir 17 {8 ) * (BiB)sivs 5 (v,w)} tal que dos celdas adya-
centes cuclesqusero en el conjunto ordenado, caen en la
misma fila o columna. Ademés cada celda (excepto la Gl
tima), debe aparecer sélo una vez en el conjunto ordena=
do. Lacelda (i, ) es llamada la celda inicial del camino
y la celda (v, w) la celda terminal.

RAMAL DIRECTO: es un segmento de recta que une un
par ordenado de celdas, el cual cae en la misma fila o en
la.misma columna. La primera celda del par, es |lamada



18

el punto inicial del ramal y la segunda celda, el pun-
to final. Lo anterior se ilustra en el cuadro 1-2

—
'3

idoi;

Cuadro 1-2

VUELTA DIRECTA: es aquel camino en que la primerg
celda en el conjunto ordenado es la mismade la 61tima
celda y el primer ramal es ortogonal al Gltimo.

CAMINO SIMPLE DIRECTO: es el camino tal que en
cualquier fila o columna no hay més de dos celdas en e
conjunto que define tal camino. El cuadro ™ 1-2 es un
ejemplo de este caso.

PRCCEDIMIENTO CUANDO SE TIENE UNA SOLUCION
: DEGENERADA

Cuando se tiene una solucién degenerada, la manera
de trabajar el problema es la siguiente: si una solucién de-
generada tiene k<m+n-1 variables positivas, entonces te-
nemos que seleccionar m+n-1-k variables cero para la so -
lucién y a continuacién emplear el método * " perturba-
cién€" de Dantzig.. | '

Refirdmonos al tablero de 3 filas por 4 columnas usa -
- do para obtener una primera solucién factible. En el paso
1, si Xm =b] =0y =a,, entonces ni Xg; ni Xo9 podrian
ser positivas. O si en el paso 2, Xop=bg= ap=b, + ay,
ni X5 niXsaserian positivas. Cuando cualquiera de estas
situaciones aparece, el ndmero de variables positivas en
la solucién bésica es reducido en uho. Estos casos d ege-
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nerados surgen cuando al evaluar alguna Xij + son |guu|es
dos valores; encontramos entonces una suma pcrcml de a;

y b que es igual aalguna o; o b Para evitar estas si

tuczmones degenerodcs, se perturbqn" (modlhccn) los va-
lores de a. y bI Planteamos un nuevo problema donde:

a; = a +E€ et i ket e

o e ]

b.-=b_ +mg siendo €20
A continuacién damos ‘un ejemplo numérico para ob -

servar mejor la aplicacién anterior. Primero el tablero =
con la solucién degenerada y después modificado con el va

lor de € .

1) Solucién degenérada con m+n-2 variables positi -
vas: i :

b 02suplobd@2m Biid 2003
Bit Abplu3oguB0 ofprd op ok

00150 sH)inic? ovebiiinlis 7

I 53 a3 =2 o5

2)  Solucidén modificada con mtn-1 variables positi -
vas:

ko 2480 :c@to: D 3+tE
6: « }&3~v 28 0 4 +&

0 0 0228 513 | 7+&
¥ 3 3 2 58
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Se puede observar, que la variable Xo4que antes va-
ITa cero, ahora tiene valor de 2€ y que Edetermina cuél -
de las dos variables con valores reales de cero debe ser -
incorporada a la solucién. Aqui tuvimos la alternativa de
escoger X940 Xgq y en general, lo Gnico que se necesi -
ta saber es qué variables estdn en esa alternativa, aunque
serd mejor seleccionar la que tenga menor costo C, i

El valor de € es muy pequefio y la manera de calcu-
larlo varfa segin cada autor, pero lo que se hace a menu-
do es trabajar con una variable cero como valor positi-
vo para completar las m+n=-1 variables requeridas, sabién-
dose que en la siguiente iteracién, aparecerd otra varia-
ble y se podrd eliminar la que tiene valor cero, o sea que
no afecta trabajar con soluciones degeneradas.

OTROS METC DOS DE OBTENER UNA SCLUCION BASI-
CA FACTIBLE.

Ya se ha discutido la regla de la esquina noroeste pa-
ra determinar una solucién bésica factible. Ahora presen-
taremos algunos otros métodos que a menudo nos ac ercan
més a la solucidn éptima que el método anterior. Veremos
que es mds provechoso ocupar algdn tiempo en buscar una
buena solucién inicial, porque &sta puede reducir consi-
derablemente el némero total de iteraciones requeridas pa
ra llegar a la solucién éptima.

La mayoria de los métodos para determinar una so lu-
cién inicial bésica factible, asigna un valor positive auna
variable y al mismo tiempo, satisface una fila o una colum
na en cada paso. Nosotros probaremos que cualquier pro-
cedimiento para determinar una solucién factible, que asig
ne un valor positivo a una variable y satisfaga una condi-
cién de fila o de columna en cada paso, llegaréd automati=-
camente a una solucidn bésica factible.



COLUMNA MINIMA

Teniendo un arreglo de m filas y n columnas, comen-
zamos con la columna 1, escogiendo el costo minimo en es
ta columna. Supongamos que éso ocurre en la filar. En-
tonces hacemos X 1 =min. (a,, b1 ), si X1 =by, elimi-
namos la columna (se puede hacer poniendo una X o cual-
quier sefia encabezando la columna, para recordarnos que
ya no debemos considerar esa columna) y nos movemos ha-
cia la columna 2. Si, de otra manera, X1 =a,, elimi-
namos la: fila r y escogemos el siguiente costo més ba-
joen la columna 1, que supondremos ocurre en la fila.s.

Hacemos X1 = min. ( Y b] - 'C’r) y continuamos de esta

manera hasta que el requerimiento en el primer destino sea
satisfecho.  Si el costo minimo no es Gnico, se seleccio-
na cualquiera de los minimos. Cuando el requerimiento de
la columna 1 sea satisfecho, se elimina dicha columna yse
repite todo el proceso para la columna 2 y asf sucesivamen
te, hasta satisfacer el requerimiento de la columna n. En
el caso de que una fila y una columna, digamos columna -
k, sean satisfechos simulténeamente, se elimina sélo la fi-
la y pasamos a la celda en la columna k que tenga el si -
guiente costo més bajo, asignéndole un valor cero y asu-
miendo que dicha celda estd en la solucién basica. Seeli-
mina la columna k y se pasa a la columna k+1. Esto nos
llevaré a una solucidn bésica factible degenerada.

'EJEMPLO. Supongamos que tenemos una tabla como
muestra el cuadro 1-3. En cada celda estd inserta  otra
cantidad que indica el costo respectivo:

R e s B e s

PROPIEDAD DE 18 UTUERSIDAD DE SAN £ARIOS DE
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2 1 3 g 2 5

50
3 2 2 4 3 4

40
3 5 4 2 4 1

60
4 2 2 1 2 2

o)

%0 50 20 40 35 11

Cuadro 1-3

Siguiendo el procedimiento anterior llegarfamos a una
solucidn inicial bésica como la que indica el cuadro 1-4,
que es mucho mds cercana a la éptima que la que podria=-
mos obtener por medio del método de la esquina noroeste.

2 1 3 3 2 5
30| 20 50

3 2 2 4 3 4
30 | 10 40

3 5 4 2 . 4 1
19 | 30| 11 |60

4 2 2 1 2 2
10| 21 A

90 80 20 4 3 -
Cuadro 1-4




FILA MINIMA

Empezando con lq filg 1, escogemos el costo mnimo
-en esta fila. Supongamos que ocurre en la columna r. Hq
cemos X1, = min. (a1 . br); si X‘Ir = ay eliminamos la f__n'
la 1y nos movemos a lq filg 2. Pero, si X, = b, , elimi-
namos la columna r y determinamos el siguiente costo més
bajo en la fila 1, que vamos a suponer es en la columng s,
por lo que hacemos Xs1 =min. (o -b., by) y continua-

mos en la misma forma hasta obtener que la fila 1 seq satis
fecha. Cuando &sto suceda, eliminamos lg filg y repeti-
mos todo el procedimiento hastq llegar a la fila m, En cq-
so de que haya varios costos minimos se hard lo mismo que
en el método anterior y si se satisfacen simulténeamente -
una fila y una columna, se eliminarg la columng, busecando
el siguiente costo mgs bajo en Ia fila y asignando a la cel
da correspondiente un valor cero; después se eliming lg fio
la y se pasa a la siguiente,

EJEMPLO En el cuadro 1-5 se ilustra el caso ante-
rior. - El tablero corresponde al mismo problemg del 1-3,
pero aqui” aparece una solueidn degenerada y hay que ha-
cer uso de una variable cero,

2 !*1 3 f3 12 5 4
00 i
3 E 2 4 3 4

20| 20| | 40
3 5 4 |2 4 1 '

| 40 11 | 60
4 2 2 1 2 s
50 50 20 40 90 -1
Cuadro 1-5




MATRIZ MINIMA

Determinese el minimo costo de toda la tabla. Supon-

gamos que es el de la celda (i, j). Hagamos X;: A in.
@, by ) y eliminemos la fila i o la columna j, dependien-

do de cuc! ha sido satisfecha. Si Xij =aj, sustrdigase
a;a bi y si X;i =bi , disminlyase a; en bi . Repitase el
proceso para toda la tabla. Cuando el costo minimo no es
dnico, escdjase cualquiera (a menudo se toma el néme-
ro de la celda con menor indice entre los que son menores

en costo). Como siempre, si se satisfacen al mismo tiempo
una fila y una columna, eliminese sélo una de las dos.

EJEMPLO Aplicando este método, obtenemos la solu
cién representada en el cuadro 1-6, tomando el mismo pro
blema que hemos usado en los métodos anteriores. Una vez

més, aparece una solucién degenerada al seguir los pasos
de este métedo.

2 1 3 3 2 )
/5 obelio | 50
3 :2 f2 4 3 4
fo | 1o lf 7.0 [F°
3 5 4 |2 4 1
10 9 | 30| 14 |0
4 2 2 1 2
s [ o]

30 “BR< 20 40 ‘B0 ‘i

Cuadro 1-6



METODO DE VOGEL

Esta técnica ha sido sugerida por Vogel, de dht s

nombre: Para cada fila, se encuentra el menor costo C-i

'y el siguiente menor costo C.; . Secaleula Cis C-. de

manera que m nimeros son obtenidos; se procede d e la
misma forma para cada columna y se obtienen n nGmeros -
méas. Se escoge el mayor de esos m+n nGmeros, que vamos
a suponer estd asociado con la diferencia en la columna j.
Entonces, si lacelda (i, |) contiene el minimo costo en la
columna j, X;: ; serd igual al mfnimo entre a; y b: . Se eli
iha Taleolumnd & la fila, dependiendo de cudl requeri -
miento ha sido satisfecho y se repite todo el proceso para
el resto de la tabla. Lo mismo que en el método anterior
debe hacerse cuando no hay una sola diferencia méxima o
cuando se satisfacen simultdneamente una fila y una colum
na.

Es conveniente, siempre que se use este método, poner
en lista los diferencias de fila en una columna a la dere-
cha de la tabla y las diferencias de columna en una fila
en la parte inferior de la tabla. Las diferencias mostradas
en la fila y en la columna adicionales, del ejemplo  si -
guiente en el cuadro 1-7, son las que se obtienen en el
primer paso, o sea aquellas que servirén para seleccio-
nar la primera celda bésica; pero, es de suponerse que ca-
da vez que sea escogida una celda bésica, se hard un nue
vo andlisis de diferencias. En este ejemplo tenemos el ca
so mas particular que se puede presentar: todas las dife-
rencias tienen el mismo valor, pero ésto es resuelto esco-
giendo la celda con el valor més pequefio de i+j.
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2 1 3 3 2 5
= 50|1
3 2 2 4 3 4
30| 10 4011
3 5 4 2-~uid4 1 |
4ol g 1|
4 A 2 1 2 Tap
{0 2| B
SO T.56 § 20 40. 1.0
35 i $ i 1 i

Cuadro 1-7

Muchas otras técnicas para determinar una so lucién
inicial han sido discutidas. Sin embargo, las presentadas
anteriormente son las m&s comunmente usadas tanto  para
célculos manuales como por medio de computadoras. No se
puede decir que esté establecido cuél de los métodos es me
jor. Para decidir cudl de todos lleva el menor némero de
iteraciones en la determinacién de la solucién inicial bd-
sica factible, habria necesidad de resolver el problema por
medio de todos los métodos, lo cual obviamente no es préc
tico en ningdn caso. v



CAPITULO 11

PROCEDIMIENTO PARA RESO LVER EL PROBLEMA DEL
TRANSPORTE

Para el procedimiento de resolucisn del problema del
transporte, seguiremos a: Dantz ig, quien di-
c¢e que para cualquier solucidn bésica factible, pueden ser
encontrados unos nimeros REUT tales que para las Xii

en la solucién bésica, tendremos up tvi = Cii y que si u,

*vi =Zjj para aquellas variables que no estén en la solu

cién bésica, cuando todas las diferencias Zii _Cii £0,
la solucién bésica factible que se obtenga, es también una
solucién minima. Si esta condicién de optimizacién no se
satisface, entonces podemos répidamente obtener una nue-
va solucién bésica factible cuyo valorcorrespondiente a lq

funcién objetivo es menor que el anterior.

Para explicar més claramente el procedimiento de re -
solucién, lo haremos con un ejemplo numérico en que ten-
dremos 3 origenes con disponibilidades de 6,8 y 10 unida-
des y cuatro destinos con requerimientos de 4,6, 8 y 6 uni
dades, es decir que la suma de disponibilidades es igual a
la suma de requerimientos, pues ambos totalizan 24. Los .
costos ocasionados por el envio de cada origen a cada des
tino estdn dados por la siguiente matriz de costos - id

Do OV [N
FIN N o
—
o

OO [ [~
RN



Segln ésto, si quisieramos enviar una * unidad del
origen agal destino bQ, nos costaria C32 = 2. En general,
i] puede ser cualquier valor.

Vamos a emplear la regla de la esquina noroeste para
obtener la primera solucién factible:

4|2 6
sl 8
416 [0

4 6 8 6

Tal como quedé la primera solucién, fueron asignados

valores a las variables Xy1e X19r Xoo, Xoz, X33, X34 ya

que fueron cayendo en la secuencia seguida por la regla=
de la esquina noroeste; las demés variables quedaron con
valor cero. Seguidamente, calculamos el valor de la fun
cién objetivo, o sea la funcién que nos dard el costo en ca
da solucién y que tratamos de minimizar: i

f=§%qfxn

en la cual, se tomarén las Xii que sean de la solucién vy

las Cii correspondientes. En este caso, la funcién valdré:

f = 1x4+2x2+3x4+2x4+2x4+1xb6 = 42

A continuacién, determinamos para aquellas varia-

bles en la solucién bésica, m ndmeros u; y n némeros vj ta

les que:

U1+V.‘=C-” =1




uptve=GCo=2

Rl 7 P

s W e

Ugtfiup 2B ok
U3+V3=C33=2
U3+V4 =C34=1

Como vemos, el sistema anterior tiene siete variables
en seis ecuaciones y siendo un conjunto de ecuaciones li-
neales en el que el nGmero de ecuaciones es menor que el
ndmero de incdgnitas, tiene entonces un ndmero infinitode
soluciones. Determinamos una solucién arbitrariamente, ha
ciendo cualquiera de las variables igual a sucorrespondTéE
te Cjj. Esto reduce el nGmero de incégnitas a seis y obli-
ga a una solucién Gnica para las mtn-1 restantes varicbles
en las mtn-1 ecuaciones. Para el ejemplo que nos ocupag,
hagamos u, =1, de manera que ya es cosa simple resolver
el sistema, cuyas soluciones serfan en ese caso = Uy = 17

v1=0, v2=1, u2:2, v3:0, u3=2, v4=~1.

Lo anterior se puede hacer répida y claramente porme
dio de la siguiente tabla, conteniendo los coeficientes de
los costos de las variables en la solucién bésica: y los va-

lores de u; y vj !
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Como todas las ecuaciones del sistema son satisfechas,
tenemos que u, + ¢ Cii paratoda X;: en la solucién bg
siea factihle, ' Calsuhmmos después Z;: =u; +v;: para tom
das las combinaciones (i, j) y colocamos estos ndmeros en
sus correspondientes celdas de la tabla de costos indirec -
tos (Z i = C i para toda X que esté en la solucién). La

tabla de costos indirectos ( AT ) para la primera sol ucién
es como sigue:

N
, B
It
N
w
X}

Una forma més resumida de representar todo el proble
ma es por medio de la tabla MODI (MOdified Distribu-
tion), que es una tabla como las que hemos usado anterior
mente ( Cuadro 1-4 y otras), es decir, insertado en cada
celda los costos correspondientes y agregando una fila y -
una columna para los valores de u; y Vi Esta tabla que
dard asi’:

0 e Vol v3 | %
111 S12 1101 \Bidot S iuot
L Xl Xz mgci3%1404
u, ;°21 v I < T .|
Zgi=o1 Xoz| X2z (2247604 a2
oy |3 €32 |°33  [°34
231-°31737°338 X33 | X=zq| 3
by botll by b,
Cuadro 2-1

9
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Nétese que en las celdas bésicas aparecen las varia-
bles y los costos C;; , pero no los costos Zij, pues é&stos
son iguales en esfas celdas, a los antes mencionados; mien
tras que en las demés celdas aparecen nada més ambos cos
tos, es decir, C;; Py la diferencia Z-- - Cii'

Habiendo calculado las diferencias de costos, hace-
mos el siguiente andlisis: si todas son negativas, entonces
la solucién que se obtuvo es la solucién miima factible
(6ptima). Si al menos una diferencia es positiva, enfonces
no hemos llegado a una solucién éptima y tenemos que ob-
tener una nueva solucién bésica factible que contenga una
variable asociada con la diferencia positiva. Encaso de
que haya varias diferencias positivas, escogeremos la va-
riable que corresponda a la mayor de esas diferencias. La
nueva solucién bésica factible nos daré un valor para la -
funcién objetivo que serd menor que el de la solucidn an-
terior (en el caso de que la solucién anterior haya sido de
generada, nos dard una nueva solucién con una funcidn de
igual valor a la que le precedié).

En el ejemplo presente, encontramos que la mayor di-
ferencia positiva es la que corresponde a Z31-C3,=2-0=2,

por lo que seleccionaremos Xgypara introducirla en la nue
va solucién (en caso de haber varias diferenciasiguales, to
mamos la que tenga menor costo). Al introducir Xgyenla

matriz, lo hacemos con un valor positivo, por el momento
desconocido (81) y seguimos el procedimiento que descri
bimos al hablar de la obtencién de una nueva solucién a=
partir de la primerq, es decir, para satisfacer los totales
de fila y columna, tenemos que sustraer o agregar 8 en

otras celdas tal como sigue:
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4- 84 2+8

4 -84 4+

H1 4—-9-] é

Es decir, si se agregd un valor positivo en la celda
(3, 1), debemos sustraer ese mismo valor de las celdas(1, 1),
(2,2) y (3,3) y sumarlo a (1,2) y (2,3)

El valor de  estd restringido por la variable Xiide la

cual estd siendo sustraido, ya que no puede ser mayor que
dicha variable, pues daria un resultado negativo que como
dijimos desde el principio, no tiene sentido; entonces -O--i

debe ser menor o igual que 4 y mayor que cero. Como que
remos eliminar una de las variables de la solucién e intro-
ducir X371, hocemos -7 =4, pero nos encontramos’ - con

que se eliminan entonces tres variables y obtenemos una so
lucién degenerada de cuatro variables positivas. Paraman
tener una solucién con exactamente m+n~1 variables posi-
tivas, retendremos dos de &stas tres variables con valores -
nulos, siendo conveniente seleccionar X;1 y X33 porque

corresponde n a los costas: menores:

016 6

X
€ =3
il
o
©

4 0| 6 (10
- 6 8. 6.

La funcién objetivo para esta solucidn, valdra:



5o
f o 1x0+2x6+0x4+2x8+2x0+1 x6 = 34

que es menor que la anterior ( f; =42).

Construimos una nueva tabla de.Zii que corresponde a
la nueva solucién y que queda asi’:

S8y ety | )

1= peplfy 20! |n® 2oog

Zij=

0 |0 1 2 1

oo b1 2|1

OCbservamos que ahora la diferencia Z;; -C;: positiva
mayor, es la que corresponde a Zpy =Coy= LO=H . Intro-

ducimos, entonces, -92 en la celda (2,4) y hacemos las
sustracciones y adiciones perfinentes:

0 é = 6

3 s 8
4 0+ Q6= 0110
4 6 8 6

B otendré que ser igual al menor valor de las variables de
las que estd siendo sustraido, o sea -9-2'= min. (6,8) = 6,
por lo cual, queda eliminado Xg4y encambio aparece

X24=6:




2 6

4 6
fa = 1x0+2x6+0x4+ 2¢24 2x6+ 0x6 = 28

Si comparamos con los valores anteriores, vemos que -
esta funcién ha ido disminuyendo, lo que nos ’indicar que
vamos en camino de optimizar la funcién objetivo.

Una vez més, construimos la tabla de costos Zii:

R R i Bz

1 1 213 1

010 i 2 (0

010 1 210

Obtenemos las diferencias Z'.;i- Cii y. ehcontramosiqué’
todas son negativas o nulas, por lo que la Gltima solucién-
obtenida es la 8ptima, siendo una solucién minima factible
degenerada por contener una variable con valor cero yque
dando entonces como variables de la solucién? B
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Resumiendo, podriamos decir que para minimizar el -
problema del transporte, los pasos a seguir son los siguien-
tes:
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1.~ Empezando con alguna solucién inicial bésica facti-
ble, que puede ser obtenida por cualquiera de los métodos
descritos anteriormente, se calcula la matriz Zii -C;i. Si

todas las diferencias son negativas, la solucién es Sptima.
Si una o més Zii - Cii son positivas, es posible encontrar

una mejor solucién.

2.~ De todas las diferencias positivas, determinese la ma-
yor en la matriz solucién y trécese el "camino +, -" empe-
zando en la celda de la variable que corresponda a esa:
diferencia. Héagase 9 igual a la menor variable entre las
que estén siendo sustraidas por ese valor, o sea las celdas
que contengan Xii -

3.- Incliyase 6 en la solucién, de acuerdo al camino
trazado, formando asi una nueva solucién.

4.~ Repitanse en forma ciclica los pasos 1, 2,3 hasta que
una de las soluciones sea la éptima.

5.- Si en la matriz Z -G flnql hay un costo con valor

cero para una vcmqb!e que no esté en la solucién corrien-
te, el problema tiene otra alternativa en la solucién 8pti-
ma, es decir, que esa variable puede ser incluida en la so
lucién sin cambiar el costo total de la misma.

PROBLEMAS EN QUE LA SUMA DE DISPONIBILIDADES
ES DIFERENTE A LA SUMA DE REQUERI MIENTOS

Como hicimos mencién al principio, hay veces que
algunos problemas tienen la particularidad de que el total
de disponibilidades es menor que el total de rrequerimien -
tos o viceversa y podemos decir con més apego a la rea-
lidad, que es lo que sucede casi siempre, En estos casos,
aunque no podemos satisfacer completamente la demanda,
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podemos asignar los articulos u objetos de que se trate, de
¢ada origen a cada destino, de manera que el costo total
de envio sea minimo. Para éso, asumimos que tenemos un

"origen ficticio™ que dispone de un total de 2_b: -;qi>0

unidades, o seq, las que hacen falta para bqléncecr el to-
tal de filas con el de columnas. Los costos de enviar una
unidad entre este origen ficticio de orden m+l y los desti-
nos, se asume que son cero. Si el problema original fuera
de 3 x 4, quedaria convertido en uno de 4 x 4 y se resol -
veria como cualquier otro problema de transporte. Una ilus
tracidn de este caso, se presenta en el siguiente cuadro:
Destinos

T7275 o4

G ce

c 121 ©13 C14|

Co1 | Cog Co3 Coy

Orfgenes
9

C C2SE S o

31| ~32 “33 34 ag

ISy N -

|
by by by by
Puede suceder también el caso contrario, es decir,
que el total de requerimientos sea menor que el de dispo -
nibilidades, en cuyo caso, tendremos que incluir un " des-
tino ficticio" que requiere Q-2 b.> 0 unidades, con
! I
costos de envio igual a cero. Un problemade 3 x4se -

transformard en uno de 3 x 5, como se ilustra en el siguien
te cuadro:
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UNA VARIANTE DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

Problema de la asignacién de personal.

Este problema representa un caso particular del pro-
blema del transporte, pues aquf los valores de las varia-
bles Xii buscadas para una solucidn Sptima, estdn restrin-
gidos a'ser cero o uno, debido a que el objetivo es asignar
a cada "destino" un solo elemento de algin “"origen®. Esto
sucede cuando se desea asignar un trabajador a un empleo,
una mdquina a un trabajo especifico, etc. La matriz de
costos puede representar realmente costos, en cuyo caso se
tratard de minimizar, o bien puede tratarse de ganancias o
calificaciones que representen el provecho o utilidad que
se obtiene de cada asignacién, por lo que el problema se-
ré hacer méxima la funcién objetivo.

De acuerdo con lo dicho anteriormente, un valor ce-
ro para Xii quiere decir que el elemento i no toma el pues

to |, mientras que un valor de uno significa lo contrario. -
Como a cada elemento i no puede ser asignado més de un-
puesto o lugar | y al mismo tiempo cada puesto | requiere
sélo un elemento i, el valor total de asignacién paral el
elemento i ( %X;i ) debe ser igual a 1 y el valor total de
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las asignaciones a cada puesto | (2 X;: ) también suma-
ré 1. Si hacemos que el valor que represente para una o~
compafiia cada trabajador en cada trabajo sea Cjj, enton-
ces el problema tiene la siguiente interpretacién'de pro-
gramacién lineal:

51 3 ]
Z X-Ii = .I, ixi, ?, 3, seol
i, \
A X Bl s B 3 aken
sl oM -
Xi"i>/0
m
C.. X.. = méx. o min.

I
I
—

Observamos que si se quiere maximizar la funcién, se
puede trabdiar con los valores negativos y buscar el mini -
mo ( el més negativo que en valor absoluto es el més gran
de) y llegamos a la solucién deseadas,

Frecuentemente, hay trabajos idénticos que deman -
dan las mismas calificaciones bésicas. Tales trabajos pue-
den ser combinados dentro de una misma categoria. Asumi-
mos que hay n categorias y hacemos que b} sea el ndmero
de tales trabajos agrupados en la categoria j. Si diferen-
tes individuos tienen idénticos o aproximados valores C i’
estos individuos pueden ser agrupados en categerias de per
sonal, Suponemos que hay m de esas categorias y hace-
mos que a; sea el nimero de hombres en la categoria i de
personal.

Hay otras variaciones del problema del transporte, pe-
ro la anterior es talvez la de més importancia, que podria
ocupar un capitulo aparte, Entre esas otras variantes es-
tén el problema de la dieta, el, problema del abastecedor
o proveedor, etc.



PROBLEMA 1.

CAPITULO I

PROBLEMAS DE APLICACION

L3 -~ ° e & 3 . -’ - *
Una cierta compafiia impresora tiene 8 drdenes para hojas de anuncios de pagina sencillq,

todas de las mismas dimensiones.

denes en las diferentes prensas estén dados por:

Prensas

i
Z
5

érdenes
o 0 ABoy B 3 o (o0 cn tex Porce 8
242 | 2.80 | 320 | 2,70 | 3.2] 2.44 | 2.61 | 2.07
PR O AT B F BB 2 4R 576 PRET 2 2.74 2.49
2.31 2M4F RFN0 | =D .48 O3PS 190Rl R g7

¢Cuél serd la asignacidn dptima de las drdenes a las prensas?

Las cantidades de cada orden son 10,000, 15,000, 18,000,
4,000, 40,000, 16,000, 17,000 y 35,000. Las tres prensas que hay disponibles pueden producir
60,000, 80,000 y 70,000 hojas por dfa, respectivamente. Los costos por mil, de hacer las

P
or=

6€



Antes de entrar a resolver el problema, observamos que la suma de lo ordenado, es menor
que la capacidad total de las tres prensas, por lo que tendremos que incluir una columna fic-
ticia con una orden de 55,000 que es la diferencia entre los totales de fila y de columna. He
cho esto, podemos encontrar la primera solucidn bésica factible. : &

Solucidn:
Usaremos el método de Vogel, que en la mayorfa de los casos nos acerca més a la solu~-

o & 4 L] - . . ° -
cion optima que otros métodos. Determinamos primero, las diferencias entre los dos menores
costos en cada fila y columna, y después tomamos la mayor de todas:

foueidid: boud cgdosshlc 6 7 8. 9 drf
242 | 2.80 3:20. [-1-2:70 | :3.2} 2.44 | 2.61 2,07, 0. 2.07

2:20: L2721 38520 244 3.76 2,72 | 2.74 2.49 0 2.20

{
2
D 237 | 2.41 3.10 | 2.63 | 3.09 2.63 | 3.04 2.67 0 2.31

i

0.11 | 0.31 0.10 1 0:22:40:12 0.12 ] 0.13 0.42 0

i
o
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Como la mayor diferencia aparece en la fila 3, bus-
camos el menor costo en esa fila y asignamos en la celda
correspondiente el menor valor entre el elemento iy el |:

42 g gl grptgtg
{ 60
e 50

% 5570
(OIS B LT N (6 ) 735 B8

Nétese que como los costos no son unitarios sino por
millar, hemos puesto todas las cantidades en unidades y de
cenas, segin el caso.

Cada vez que una fila es satisfecha, se vuelven acal-
cular las diferencias de columna y si la columna es satis-
fecha se obtienen nuevas diferencias de fila. Las diferen-
cias son cominmente |lamadas "penalidades”. En nuestro
problema, tendremos que calcular las penalidades de fila
nuevamente. Hacemos la observacién, de que por simpli-
cidad y razones de espacio, iremos eliminando cada fila o
columna a medida que &a vaya siendo satisfecha:

et

{12.42 |2.803.20| 2.70| 3.21 2.4412.61(2.07 ]0.35

2 12.20 12.7213.35| 2.41(3.76|2.72|2.74|2.4910.21

5 2.31 |2.41{3.10| 2.63|3.09|2.63|3.04 |2.67 |0.10

N} 0.1 [0.31 |0.10{ 0.2/ 0.12{0.19 {013 [0.42

Ahora la mayor penalidad es 0.42 y el menor costo co
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rresponde a la celda (1,8) a la que asignamos el valor de la
columna 8 por ser menor que el de la fila 1:

I e e
i 35160
) 80

) 15
JO eI O I O TER ST 3G

Como se satisfizo la columna 8, se elimina ésta y se recal-
culan las penalidades de fila. Los pasos siguientes son re-
peticion de los anteriores, por lo que reducimos la expli-
cacidn al minimo.

ARSI S W e Ay A
2.42 12.801 3.20| 2.70{ 3.21| 2.44| 2.61|0.02
2.2012.72] 3.35| 2.41{3.76| 2.7212.74|0.21
2.312.41} 3.10] 2.63| 3.09] 2.63| 3.04{0.10
0.7 1031 FO. TN 0.2 0.1 2T 0.9 0. 13

e (g Dm S

L oy, AP

25
80
G445 5
10 15 18 4 40 /6 /7

By b

Nétese que como en el cuadro anterior se satisfacensimul-
téneamento una fila y una columna, hemos puesto el valor
15 y ademés una variable cero en la celda de menor costo



en la fila 3, con el objeto de tener las m + n=1 variables.

Lt s e e eE D o i
{pazj3m0| 27002 2aspor ooz {| | [ |5 | |25
2 220335i241: 3.76/2.72 2‘:;74;0.21 = ,2,l | 1 ! [80

Difj0.22 o.15f0.29§0.55 0.28/0.13| | 10 18 4 40 16 17

2 2-!20 3535 2?1 32 2?2 2:4 f;{ L = 4 26 /
201581204152 554 o. 2 ~ ”
2/ 12.2013.3512.4113.76 12.72 (2.74
4. 0 18 7 1% 16 17
VAR
o[ [ 65
08 4 I 7

1 5 4 6 7 Nif
2 12.2013.3512.4112.7212.74 | 0.21

D,‘,[. 2.20 [3.3512°.41 | 2.7212.74

1944
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la. Solucidn bésica factible (degenerada):

1
2

3

S e PRS-

e 0 e g S 7 B T
liou :4 28 35

10| 18| 4 15| 18|17

G]186] ¢ 55

10 75 18 4 4016 173555

Valor de la funcidn objetivo:

60
80
70

o= 10x2.20+15x2.41+18x3.35+4x2.4]+25x.3.21+15x3.76+16x2.72+17x2.74+35.2.07+55x0=

f1 = 22+36.15+60.30+9.64+80.25+56.40+43,52+46.58+72.45+0 = 427.29

A continuacidn habrd que buscar una nueva solucidn que sea mejor que la anterior. El mé

todo de Vogel nos sirvid para acercarnos més a la solucidn dptima, ahora seguiremos las indi-

caciones de Dantzig, segin vimos en el capitulo anterior.

Construimos la tabla MODI con los marginales uj y v; (hacemos up=2.2), poniendo los
costos C;: correspondientes a las variables que estan en la solucidon y obteniendo los costos

Z;: de las demas variables (Zii=Ui+Vi)

14
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i

5

8

7

!

! ,U’l i 2 3

>-\; O 1040 £15|021|156|052 054042 -2.31
& 52.42 280 30t RV AR O gl 194 207 |0 |
1 .1‘65 ~0.77, -1.05| -0.40 -0.84 <5 -0.27, -0.42 55 -0.66

| 12520 12723 1335 1241 376 1079 1974 1949 .0
212.20| 10| quo| 18| 4| 45 oLl L 9 20

231 2.41  [3.10 [2.63 [3.09 | 2.63 [3.04 2.67 |0
5231 O | 15| 036| -0.1| 078 020] -0.19) 006 | 55

La mayor diferencia Zj
cuadro) enire las positivas, es 7

camino "+,=":

- C;i (ndmeros que estén en la esquina inferior derecha de cada

que corresponde a la celda (3,5), por lo cual, si incluimos
e 5 . & . . . .

en esa celda una variable €, la solucidn seréd mejor. Partimos de dicha celda y seguimos el

9oF



S G 0 S e e AR = N A8 |
i sl e 35 e
2040+61° 5 \o/8 [V (1526 0/6 747 J 80
30-€| /5 e S5l 70

10 Y5 T0HB i WO A6 J7 .35 058

G = in (O /5) £ .0
En este caso, lo Gnico que podemos hacer, porque no hay otro lugar donde incluir €, es
cambiar de posicidn la variable cero, pero la funcién objetivo no cambiard de valor; sin em-
bargo, nos dard una nueva solucién a partir de la cual podremos encontrar una mejor:

e el e B v Ko i ew < e

{1 i W I T 125 35| |éo
2540 e e T 80
! 13 O L @

SO (T g S o e e ol
A partir de la funcién anterior podemos calcular la nueva de la siguiente manere, con lo
que se reducen los célculos:

Ly



fa=f1 = [méx. (z;i-c;i);»o]-e- = 427.29-0.78x0 = 427.29

A continuacién un nuevo célculo de Z;E para encontrar una nueva solucidn:

1254\5678?T

l
v E =
i O (088 /15 |02/ /156 082 052|0,42|-/.53
242 2,80 [3.20 [2.70 [3.21 |2.44 | 2.61 [2.07 |0
1 ,65 .
L g asteogiss poasuivecst Hoignh 2027 -0420 35 | o2
220 1275 |35 [2AT [276 <292 7294 [549 10

A |
EZ o 104 308 } 184 4 L8 161 17 0.13| 0.67
| 231 (241 [3.00 [2.63 3.09 (263 |3.04 [2.67 |0

-078] /5 | -047 -0.89 O | -0.58 -0.97] -072| 5SS

3453

8y

1

M s (5\’]_(:\,/) >0 = 0O67 —» C,e/c/ﬁ (2»9)




S, M et o

e

L ik R 453 & i 8 4y 4
d 25 35 60
2| 10 18| 4 {45206 L& | /7 o110
B 15 O+6 55-8 70

G = rmin (45, 65)= 15
R S e I i R 5 Z =

i 25 | S R A
ARS 1, 18| 4 | Jou Y e 5 2
3H L5 Haa i A0 | |40 |70

o b s A ) s R i T

La solucién degenerada ha desaparecido y tenemos nuevamente m+n - ] variables reales (cero
no es solucién en este problema). El valor de la funcidn es:

f3=f2 = [méx. (Z;;-C;i) ¥ o]e— = 427.29- 0.67x 15 = 427.29~ 10.05 = 417.24

14



s o e e )
WX | 0 1021 145 021|087 |0.52 |0.5¢|-0.25 |-2.20
[247°712.80° 13.207 (270 [3.27 |2 (2817 (2o 0 |
232 440 -027] 027] -047] #5 | ouo| 025 35| o012
220 (272 [3.35 241 (376 [2.72 [2.74 |249 |0
CZEO| 40| 031\ I8 | 4 | oay 16|47 | os| 45
3 231 1241 [3.10 [263 [3.09 [2.63 [3.04 [2.67 |0
<2 Lol 15 o) ea)- /S | 0.09] -030| -0.72| 4O |
M dx. (—z:J~'-J)>o 040——;c?e/a/cz. (/6)
S S 1 SN B, S 7~ 7= 0 N S A - S
4 S B NN ¥ - il <= N < 6o
2|10 18 i t6=9] 17 15- 9180
o 15 15- 6| |40- & 7O
el -l S s = q4O~ 16 A7 35 {5
G = rmin. (25,16, 40) = 16

0¢
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/0 /8t e _1’;5’_/_)_,__.‘50
15 3/ | 24 |70

iR LR TR R

6 E G SR e

L N~

4= 417.24- [méx. (Zij- Ci)> 0|4 = 417.24-0.40x16 = 410.84
o 2 SN R S Ml 7

" | N Erh |
240 T 280 320 (270 -] 32T ;2"— %2 T
| | i ! 2
‘ !

-0.10 _ -0.27 _ 0.27 -0.17. /

61 1207 |0

1 i -
ol el 16y o8| B2l 0a2
22072272 | 3.35 §2.4l 376 (272 (2.74 ;2.49 0
| : i {

/0| oai /8| 4 | -047] -04d /7 | -054 3/ |
2.31 2.41 3.10 |2.63 3.09 2.3 [3.04 [2.67 0 1

01| /5 | 02§ -022| 3/ | -031| -0.30| -072 2%
Max. (Z- Cy)-> O =027 = celda (13)
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f5=410-84— méx. (Zii —Cii)

\-.3

0 € =410.84—0.27x9 = 408.41

w_(,u Lo~

ALEES I W < LN 20 SN
| 0 lo2r |15 oz (089|039 a5t 00z |-2.20
242 1280 |3.20 270 [3.21 [2.44 261 R2.07 |0
205 -037| -054. .7 | -044] -021 /& |.-0.02] 35 | -045

2201 TZhasy 13.35 1241, [rbix | 272 274049 0!
420| 0] -0all T | 4] -8 cois /7| on 20
231 p4T [370 1283 309 (263 304 p&7 [0 |
e B RCE A I i s N RV R -045 /O
. M. (21j-Cj) 50 = 025 5 celda (3.3)
i g (U3 40 & Si0snE6 S w MR T
7 | & 35 | - %60
/0 BE A | L 40+6| 8O
S e L= & .. L. 0 |90
FISRER NS 07 S B M S W ) N T

S =min (9,/5)=9
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2 o P 7 4980
3| | /S 7 40 & S| 78
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fg = 40841- méx. (Z;; =C;;) 0 4 = 408.41-0.25x9 = 406.16
/ 2 3 4 5 ¢ " : 8 4
S I ‘ . | [
¥ 0 |ozr 0901021 (089 |04 |054 Lo23 L2120 |
2.42 12 80 _|30200 1270 A 2 44 12.61 L3 A
2,30 | | -
1 ; |-=0.12! =029 | ?‘______-_019- i o;z‘ /é =023 | 0.0
N P25 (24 376 272 %274 75\ e
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o B arcol IR |
O | 031 | o5 4 |0 67\ -0.38 27 |os 49
2.31. RAE. 340 1283 13 09 ] 263 |3.04 [2.67
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21D 4 /7-6

47+8/80

3 /5 | 9@+6 0

/O 8 S 4 4O _76 a7

-é' e /}-?i/f.’?, (9, é, 117):: é

4 5 v i
4

52-]

6= (O
55

e T - i & a7 G s
f7 = 406.16 - 0.23x6 = 404.78

\37 & e :
/| 3 /6| 6 |35 [50
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M O-1 044 (/13 0207|112 1037 10,854] © |-220
242 2,80 (320" [2l70 [3.21 |2.44° [2.61 R.O7 - 10
£O7| 03| -029 3 |-042| -002 K| &135| -0
220 272 |3.35 |241 1376 [272 {274 h49 |0 |

Z = | 3 s | :
G e -0.08 -0.02 4 -044 -0.15 // | -029 55 |
231 (24T 370 283 [3.09 |263 [3.04 P&/ |0

?7 - =0.34 — './5 "04_5, 4C2MT929{ _-0.53| -0.79 ~-0.23

No hay (Zii_cii) 20 - - lasolucidn es dptima.

La solucidn final seré tal como quedd en el Gltimo tablero, excluyendo la columna 9 que
s6lo sirvid para poder resolver el problema.

Este problema como se ha observado, resulta bastante largo a pesar de haberloresuelto al
principio por Vogel (si se prueba por la esquina noroeste, se verd que la primera solucidn es
mas lejana o la Sptima que la que se obtuvo aquf), sin embargo, no siempre resulta asi, sino

96.
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[ - »
que dependerd de cada problema en particular y ain en los
casos como &ste, no tiene ninguna dificultad, ya que es un
trabajo mecénico repetitivo.

PROBLEMA 2

Una empresa necesita sefioritas para trabajos de me-
canografia en cierto dig, segin se indica en la tabla si-
guiente:

Trabajo Tiempo requerido
en horas
1 15
2 22
3 12

Se presentan siete muchachas que disponen de:  ocho
horas las primeras cuatro y seis horas las tres restantes.

Las muchachas no son muy diferentes en habilidad y
todas reciben el mismo pago. El gerente de la empresa sa-
be que es muy importante el factor de cémo se llevarén las
trabajadoras con sus patronos temporales, asi que tabula el
grado de buenas relaciones que hay entre unos y otros,
asignando un maximo de 10 para una armonfa perfecta y un
minimo de cero para lo contrario. La tabla que se presen-
ta a continuacidn indica tales calificaciones:

TRABAJO
1502908 -4g
1 [10 [ 8
2 6 [10 |10
39 (8 |10
MUCHACHA 4 | 7 |7 | 9
5 5 (10 | 8]
6 10 | 8 [10
7 5] 6110
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¢Cdmo se deberd hacer la asignacién para hacer maxi

ma la armonfa entre las muchachas y sus patrones remporq—
les?

SOLUCION: Aunque aquf se trata de maximizar, po
demos cambiar los signos y minimizar el negativo de la fun
cidn objetivo, trabajando de la misma manera que lo hemos
hecho anteriormente. '

Empezaremos con una solucidn obtenida por la regla
de la esquina noroeste:

1 2 3 4
PRI S W T
2 1 1 8:
3 8 Sk
4 8 8
5 5 1 BB
6 o 6
7 | 5 [ 1 6

1521~ 22.m ~§2 1

Nétese que se ha incluido una columna ficticia que’ ‘requie
re" una hora de trabajo para poder balancear la demanda y
la oferta.
El valor de la funcidn en este caso es:
1 =8x10-7%6-1x10-8x8-8x7-5x10-1x8-6x10-5x 10~ 1x0 =
f1 = -80-42-10-64-56-50-8-60-50 = =420

Ahora construimos la tabla de "costos” (en este caso
son valores que representan, més bien, ganancias):
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<6 | A0 Lo [0
Bl / 2 2
-9 -8 ~-10 0
4 G R 4
2 AR = 0
234 14 16 5

i

i

Méx. (Zij-Cij) > 0=5 = celdas (3,1) y (4,4)

Como tenemos dos celdas posibles escogemos la (3,1)

porque en este caso es mejor (por ser menor) -9 que cero:



1-8 | &
o |8-6& 9

5 |2
el o o

= | |
t I | o

57|/ S | ot

| |
= min, (7,8):: ¥4 TATE IR /2 /
fp=f1 - [méx. (Z;;-C;i) » 0]9 = -420-5x7 = -420-35 = -455

g~ & 000 0o O 09

G\

Esta nueva solucidn es mejor que la primera pues nos da un valor relativo (comparado con'
cero) menor que €sa y el valor absoluto que indica la armonfa total en el trabajo, es mayor
esta vez, que es lo que se busca.

09
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Como queda una solucidn degenerada, nos quedamos con una variable cero en la solucmn,
la que corresponde al menor costo, o sea la de la celda (5,3).

f3 = -455 - | max. (Z;:-Cs:) D 0 |8 = -455-5x1 = -460
3 if i

to
.

c9



&
o
N
o

o 4 G -5

63



Escogemos la

de menor Cii’ osea (3,3):

&
&
5 |lce| e
4 | /
6+ 0—19%
A
A

6—:/’)7!//’?. (4@) = O

fy = f3-4x0 = -460-0 = - 460
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'9' = /77!;?;(6,7) = é

f5 = ~460-1x6 = -460-6 =-466
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solucidn dptima.

67



68

Nota: Al existir una o mas diferencias Z;i- Cjj iguales a

cero, habrd otras soluciones del mismo valor, pero con di-
ferentes asignaciones, es decir, en el presente caso podria-
mos incluir una variable en la celda (4,3) tal como hemos
hecho al introducir € para encontrar una nueva solucién
y llegariamos al mismo valor dptimo de la anterior.

La solucidn serd entonces, que el maximo valor que se
obtiene para la funcidn objetivo es 466 y corresponde al
tablero de la iteracidn No. 5, cuyas asignaciones son |as
optimas (excepto la columna 4 que es ficticia).



69

CAP{TULO IV
UN PROBLEMA REAL EN LA INDUSTRIA DEL PAIS

Un problema tipo que se presenta en la industria del
pais, es el de la importacidn de materia prima para la in-
dustria textil.

Supongamos que hay una fébrica de tejidos con bode-
gas aqui en la capital y en la ciudad de Quezaltenango.
Necesitan cada determinado tiempo, hacer pedidos de fi-
bra sintética, asi como de muchas cosas mds. Vamos a ocu
parnos del pedido de fibra sintética. Se puede hacer la im
portacién de los EE.UU., de algunos pafses de Europa y del
Japén.

Para obtener los costos de transporte del material des-
de su lugar de origen hasta las bodegas, tenemos que su-
mar el costo de transporte maritimo y el costo detransporte
terrestre desde el puerto a las ciudades.

A continuacidn, se presentan las tarifas de las compa-
fifas de navegacidn, haciendo la salvedad de que aunque
son reales, no son rigurosamente exactas, pues son afecta-
das en cada caso por diversos factores, como el hecho de
que para un mismo peso varia el costo de transporte segin
el volumen que es variable. Aqui se presentan los costos,
sdlo en base al peso.

Procedencia Destino Precio Q/2000 Ibs.
New York (EE.UU.) Pto. Santo Toméas 55.00

* Europa Pto. Santo Tomds 70.00
Japdn Pto. San José 43.00

* D ! . - d E 1 H -
e cualquier pais de Europa que vengan, es la misma tari
fa, por eso no importa si es de Alemaniaq, ltalia, etc.



70

También hay que hacer notar que la diferencia en las
tarifas se debe no sélo a las distancias, sino a que son di-
ferentes compafiias, pues unas hacen el viaje de Europag,

5]

otras del Japdn, etc.

Las tarifas de transporte terrestre son las siguientes:

Procedencia Destino : Precio Q/100 Ibs.
Pto. Santo Tomds Guatemala 7 0.45

Pto. San José Guatemala 0.25

Pto. Santo Toméds  Quezaltenango 0.80

Pto. San José Quezc!fénqngo 0.60

Segin las tarifas anteriores, los costos de transporte

quedarian de la siguiente manera:



Origen Destino Trans. mar. Trans. terr.  Costo total Q/1000 |bs.

EE.UU. Guatemala 27.50 4.50 32.00
EE.UU. Que;aifenqngo 27.50 8.00 35.50
Europa Guatemala | 35.00 4.50 39.50
Europa Quezaltenango 35.00 8.00 - 43.00
Japén Gudtemala - 2¥.50 2.50 24.00
Japén Quezaltenango 21.50 6.00 2750

Vamos a suponer que periddicamente Guatemala y Quezaltenango hacen pedidos de diez
mil y 4,500 libras respectivamente. Japén, EE.UU., y Europa pueden suplir una demanda de
5,000, 7,000 y 6,000 libras respectivamente. Lo anterior queda representado en el siguien-
te arreglo:

1L
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Guat. Quez.

Japén 5,000
EE.UU. © _ 7,000
Europa 7 | 6,000

10,000 4,500

y la matriz de costos (Q/1000 Ibs.) :

Guat. Quez.

Japén | 24 27.5
EE.UU. 32 35.5
Europa 39.5 43

Una vez mas, observamos que hay un desbalance entre
la oferta y la demanda, pues es mayor la primera. Para tra
bajar el problema agregamos una columna con una ciudad

ficticia que demanda una cantidad de 18000-14500= 3500

Obtenemos la primera solucién bésica factible:

G. Q. Fic.

Japbn 5 5
EE.UU.. . e 2 7
Euro_;;ﬁ 7 N .2.5 L 3e3 - 6

10 = 45 35



f1 = 5x24+5x32+2x35.5+2.5x43+3.5x0

f1 = 120+160+71+107.5 = 458.5

La tabla MODI:

l)'

Japdn

EE.UU.

Europa

A

2 O | 2.5 -39 5
24 275 0
24 A 155
<y R T
o Y20 I PN Y

39.5 43 0 3
37.5 ol 25 35

No f)a.j (Zj‘cﬁ) b8

Por las diferencias Zjj - C;i ;, nos damos cuenta que la
primera solucidn que hemos encontrado es dptima. Sin em
bargo, hay otras alternativas que también son dptimas.
Esto sucede si tomamos las diferencias Zii- C;i iguales a
cero, como si fueran positivas e incluimos en cualquiera de
las dos celdas correspondientes una variable 8- cuyo va-
lor hemos de obtener segin el "camino +, =" que se tome.
Es decir, las soluciones dptimas al problema serian:

R ]
5000 5000
5000 | 2000 | 7000
| 2500 | 6000

10000 4500

2)
Jap.
E.U.

Eur.

CAEE &
3000 | 2000
7000

2500

10000 4500

73

5000
7000

6000
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3) G. Q.

Japén 500 | 4500 | 5000

EE.UU. | 7000 7000

Europa | 2500 6000
10000 4500

Este problema resultd 6ptimo en su primera solucidn y
ademds con alternativas para ese dptimo, pero esto es me-
ra coincidencia y a pesar de que resultd muy sencillo, pues
casi no hubo necesidad de hacer célculos, no afectaen nin
guna forma el objetivo del mismo, o seq, presentar la ma-
nera cémo puede plantearse un problema de transporte en
nuesfto medio, ya que el procedimiento de resolucién fue
explicado ampliamente por medio de los ejercicios desa-
rollados en el capitulo anterior.
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CONCLUSIONES

El algoritmo del transporte (método de resolucién pu-
ramente matemdtico), proporciona la gran ventaja de
que puede ser ensefiado a cualquier persona sin nece-
sidad de que tenga mayores conocimientos de matema-
ticas, lo que simplifica la labor para el Ingeniero,
pues cuenta con auxiliares para estos casos.

Hay veces que por el gran nGmero de recursos o re-
querimientos a ambos, el problema se hace largo y te-
dioso, pero entonces vemos ofra ventaja que brinda
gracias a su forma de resolucién: como consiste en una
serie de repeticiones del mismo procedimiento bésico
(iteraciones), se presta idealmente para ser programa-
do y llevado a una computadora que dard la solucidn
en unos cuantos minutos.

El problema del transporte es una herramienta de gran
utilidad para cualquier empresa en el pafs, por el al-
cance que tiene con el auxilio de sus variantes y lo
serd mas hasta llegar a ser indispensable, a medida que
las industrias vayan creciendo y aumentando en capa-
cidad, pues decisiones que ahora pueden tomarse por
una simple inspeccién de alternativas, tendrén que ser
Hevades, algunas, a formar la estructura del problema
del transporte para después, por medio de éste, obte-
ner la solucidn que, econdmicamente sea la més fa-
vorable para la empresa.



77

BIBLIOGRAFIA

Linear Programming, Robert W. Llewellyn. Holt, Rinehart
and Winston.

Linear Programming, methods and aplications, Saul 1.
Gass. McGraw-Hill book and Company, Inc.

Linear Programming, G. Hadley. Addison-Wesley Publi-
shing Company, Inc.

Introduction to Linear Programming. Walter W. Garvin.
McGraw-Hill Book Company, Inc.

Linear Programming, Michel Simonnard. Englewood Cliffs,
N. J., Prentice Hall. :

Introduction to Operations Research, C. West Churchman,
Russell L. Ackoff y E. Leonard Arnoff. New York,
Wiley.




Vo. Bo.:

(f) Ing. Franklin Matzdorf
Asesor.

(f) Ing. Francisco Billeb V.
Director de la Escuela
de Ingenieria Mecénica Industrial.

IMPRIMASE:

(f) Ing. Amando Vides T.
Decano.




Se termind de imprimir el dia 19 de julio de 1969,
en El Centro de Produccidén de Materiales de la
Universidod de San Carlos de Guatemala.
Una tirada de 100 ejemplares.

Ciudad Universitaria, Zona 12

Guatemala, Cenfroamérica.

Libro No. 128 Orden No. 272

Centro de Produccidn de Materiales

Universidad de San Carlos de Guatemala



	Escanear0001.jpg
	Escanear0002.jpg
	Escanear0003.jpg
	Escanear0004.jpg
	Escanear0005.jpg
	Escanear0006.jpg
	Escanear0007.jpg
	Escanear0008.jpg
	Escanear0009.jpg
	Escanear0010.jpg
	Escanear0011.jpg
	Escanear0012.jpg
	Escanear0013.jpg
	Escanear0014.jpg
	Escanear0015.jpg
	Escanear0016.jpg
	Escanear0017.jpg
	Escanear0018.jpg
	Escanear0019.jpg
	Escanear0020.jpg
	Escanear0021.jpg
	Escanear0022.jpg
	Escanear0023.jpg
	Escanear0024.jpg
	Escanear0025.jpg
	Escanear0026.jpg
	Escanear0027.jpg
	Escanear0028.jpg
	Escanear0029.jpg
	Escanear0030.jpg
	Escanear0031.jpg
	Escanear0032.jpg
	Escanear0033.jpg
	Escanear0034.jpg
	Escanear0035.jpg
	Escanear0036.jpg
	Escanear0037.jpg
	Escanear0038.jpg
	Escanear0039.jpg
	Escanear0040.jpg
	Escanear0041.jpg
	Escanear0042.jpg
	Escanear0043.jpg
	Escanear0044.jpg
	Escanear0045.jpg
	Escanear0046.jpg
	Escanear0047.jpg
	Escanear0048.jpg
	Escanear0049.jpg
	Escanear0050.jpg
	Escanear0051.jpg
	Escanear0052.jpg
	Escanear0053.jpg
	Escanear0054.jpg
	Escanear0055.jpg
	Escanear0056.jpg
	Escanear0057.jpg
	Escanear0058.jpg
	Escanear0059.jpg
	Escanear0060.jpg
	Escanear0061.jpg
	Escanear0062.jpg
	Escanear0063.jpg
	Escanear0064.jpg
	Escanear0065.jpg
	Escanear0066.jpg
	Escanear0067.jpg
	Escanear0068.jpg
	Escanear0069.jpg
	Escanear0070.jpg
	Escanear0071.jpg
	Escanear0072.jpg
	Escanear0073.jpg
	Escanear0074.jpg
	Escanear0075.jpg
	Escanear0076.jpg
	Escanear0077.jpg
	Escanear0078.jpg
	Escanear0079.jpg
	Escanear0080.jpg
	Escanear0081.jpg
	Escanear0082.jpg
	Escanear0083.jpg
	Escanear0084.jpg

