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A

An
Sk,
K, n)

Ak, 11)

Glk,n)

NOMENCLATURA

Matriz complejakxn.,
Espacio afin n-dimensional.

Conjunto de matrices complejas kxu.
Conjunto de matrices compejas kxn, de rango k.

Conjunto de matrices compejas kxn, de rango k, cuyos vectores fila son
orlonormales.

Conjunto de todos los subespacios vectoriates de dimension k, del espacio
vectorial V de dimensién n, k<n.

Elemento de G(k,n).

Espacio vectorial complejo de dimensién n.

Espacio proyectivo complejo n-dimensional.

Subespacio vectorial de C" generado por los vectores ey,
Espacio generado por los vectores €ty

Multi-indice contenido en {1,...n}
(n—k)-plano de " generado por los veclores {Bi l IEARY

Conjunto de efementos de Gik,n} cuya interseccidn con Vl esigual a cero.
0

Submatriz invertible kxk, de rango k, formada por las columnas i1,..00 dela
matriz A.

1 ...
Matrices que pertenecen a {k,n), con A' miof .
o ..

———

Grupo de isotropfa de s.

Orbita del elemento x.

Variedad de Stiefel.

Producto externo o exterior de los vectores e [rere 1€y




Determinante del menor kxk , formado por las columnas iy,....i,, delamatriz

que representaa A.

Esfera unitaria n-dimensional.

Grupo de transformaciones lineales de orden k.



INTRODUCCION

En este trabajo de tesis, se hace una descripcién general de la Grassmanniana G(k,n) como
un conjunto de subespacios vectoriales k-dimensionales, tomados de un subespacio vectorial n-
dimensional. A cada elemento de la Grassmanniana, se le asocia una representacién matricial;
mediante la accién del grupo GL, sobre el conjunto de matrices complejas, kxn, de rango k, se
representa como el espacio de érbitas.

Se le dota de una topologia, se demuestra que es una variedad topoldgica de dimensidn
compleja k(n-k), compacta y conexa.

Mediante la Inmersion de Pliicker se representa la Grassmanniana G(k,n) como una
subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejo de dimension N= (k) ~ 1, se hace una

ilustracién para el caso particular G(3,5). A continuacidn, con el auxilio de los pares duales y de
ciertas aplicaciones i, i*, se obtienen las cldsicas relaciones de Pliicker, y se muestra que la
imagen de la Grassmanniana bajo la inmersion de Pliicker queda completamente determinada por
un sistema de ecuaciones cuadraticas; se ilustra el proceso considerando el casode G(2.4). y se

obtiene el sistema Ayqhiy—Azhoy + ?»;27\34:0, que nos permite afirmar que G(2,4) es una

hipersuperficie cuadrética de P 3,

Finalmente, se dan generalidades de los fibrados vectoriales, se construye el fibrado
universal sobre 1a Grassmanniana, que tiene la propiedad universal que para cualquier fibrado
k-dimensional sobre un espacio base compacto B y n un entero positivo suficientemente grande,

. . . . 3 k. ~n : :
entonces existe un tnico homomorfismo de fibrados, :E——y (€ ").El trabajo culmina con una

importante aplicacién: la construccién del grupo y del anillo de Grothendieck asociado al
semigrupo Vect(X).
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En ef sigio XIX, se rompieron los cdnones clasicos del dlgebra también a través del
andlisis, con criterio cada vez més abstracto, de fos conceptos fundamentales de la aritmética y del
dlgebra ordinarias, lo que dio como resultado {a creacién de nuevos entes que pusieron de
tanifiesto el cardeter bAsico de 1a llamada "Ley de composicién”; nocién que seglin Bourbak{, es
de las mds primitivas de la matemética.

En el siglo XVIII, el auge del cdleulo infinitesimal y los sucesivos fracasos al resolver la
ecuacién de quinto grado por radicales, detuvieron el progreso del dlgebra, pero en el siglo X1X, y
enespecial, el dlgebra se dirige por distintos derroteros hacia lo que se considera hoy su problema
esencial: el estudio de las estructuras algebraicas por sf mismas.,

El primero de los nuevos entes es el vector, utilizado en la composicidn de fuerzas y de
velocidades por los tratadistas de Mecdnica desde fines del siglo XVII, que no tuve repercusiones
entre Jos matemdticos. Es posible, en cambio, que a principios del siglo X1X una especie de
calculo geométrico fuera una necesidad entre los métodos puramente sintéticos, por una parte, y los
métodos analfticos vinculados a un sistema de coordenadas arbitrariamente inf) ringldo al espacio.

Gauss utiliza implicitamente la suma vectorial en su representacion de los nimeros
complejos en el plano, en tanto que August Ferdinand Mobius (1,790-1,868) expone en 1,827, un
céleulo baricéntrico con impottantes aplicaciones geométricas, pero en el que las coordenndas
tienen un sentido aritmético y no geométrico, y entre 832 y 1,837 Giusto Betlavitis (1,803-
1,880) desarrolta, con su método de las equipolencias, un conjunto de operaciones con cantidades
dirigidas, que equivale al cdleuto vectorial de hoy.

Mientras que por un Indo los vectores y sus sucesores los tensores, con el auxilio de los
recursos del andlisis matemdtico, encuentran importantes aplicaciones en diversos campos de la
fisica; por el otro, los vectores contribuyeron a la creacion de las nuevas 4l gebras. Bn este sentido,
cabe sefialar 1as obras de William Rowan Hamilton (1,805-1,865) y de Grassmann, Hamilton se
ocupé de vectores ( el nombre es invencion suya) y creé un sistema de nidmeros complejos de
cuatro unidades que lamd "Quaternions” (cuaternios). Mientras 1a obra de Hamilton se difundié
con relativa rapidez, no ocurrié lo mismo con la de German Giinther Grassmatn {1,809-1.877,
hombre de ciencia original, teblogo y lingtiista, que a los 53 afios desengafiado por el escaso éxito
de sus trabajos matematicos, se dedicd al estudio del snserito. Su obra matemdtion imporiante eg
de 1,844 y se conoce con ¢l titulo abrevindo Ausdehnungsiehre (Teorfa de 1a Extension), aunque
en su titulo completo se refiere a "Una nueva disciplina matemdtica expuesta y aclarada mediante
aplicaciones", %l trabajo de 1,844 se refiere a fa parte "lineal” de Ia teorfa y en affos posteriores
publicd ampliaciones de la misma, pero {a manera algo inusitada y en exceso "filoséfica” para los
matemdticos de la época, hizo que esta obra pasara inadvertida, Sélo mis tarde. ya muerio el
atttor, se reconocid tanto la am;ﬂia generalidad, como la total abstraceién de este cdleulo algebraico-
geométrico en un espacio de n dimensiones, con importantes aplicaciones, y donde aparecen
conceptos bdsicos del cdleulo veetorial, como producto interno producto externo, ete.

. La obra de Grassmann fue una crftica piedra miliar en esa época de cambio en las idens; era
descrita pot su autor en los siguientes términos: "Mi Ausdehntngslehre es la fundamentacion
abstracta de 1a teoria del espacio, y es una discipfing puramente matemidtica, cuiya aplicacion ol
espacio da de s la ciencia del espacio, Esta dltima clencia, puesto que se refiers a algo dado enla
naturaleza (o sea, al espacio) no es una rama de 1a matemétics, sino una aphicacidn de la matemdtica
a la naturaleza).
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Como ya se dijo, la contribucién de Grassmann pasé inadvertida hasta su aplicacién en
1,915, en la Teorfa General de la Relatividad y s6lo hasta fecha muy reciente , su trabajo se ha
apreciado plenamente. .

Es a Sylvester a quien se deben las matrices, y fue Cayley, quien desarrollé en 1,858 con
el célculo de las matrices ( el nombre es de él) una nueva dlgebra. Con el desarrollo de la
geométria, el estudio de configuraciones geométricas, como elementos de cierto espacio, conduce
a identificar curvas algebraicas planas de orden n, con ecuaciones homogéneas de grado n; asf, un
primer desarrollo importante es |a geometria de rectas, debida en forma independiente a Pliicker y a
Cayley.

3 ) 4
De inanera que dada una recta en P~ o en forma equivalente, un planoen €~ de
coordenadas homogéneas, ellos le asocian 6 determinantes de orden 2 de la matriz A de Ia forma

A ___(X(} X2 A8
Yo Y1 Y2 Y3/
y muestran que estos 6 determinantes estan relacionados por medio de la ecuacién
Po1 Pz + PpP3p + PgPy; =0

fa cual se conoce con el nombre de Fcuacion de Pliicker; e inversamente, si 6 nitmeros, no todos

. . .. . . 3 .
cero, satisfacen dicha ecuacion; estos 6 nimeros determinan una rectaen IP>. Esto nos dice que
el conjunto de todas las rectas puede ser visto como una subvariedad proyectiva de grado dos del

. . 5 ¢ . . . .
espacio proyectivo IP~. Luego se generalizé no solamente a rectas, sino también a subespacios
k-dimensionales de un n-espacio vectorial, k<n. O de forma equivalente de (k—1) espacios

. . . n—i . . .
proyectivos del espacio proyectivo P ; dando origen a las variedades Grassmannianas.

Las componentes de la matriz

/V;| VI:n\

W i)

. . akes .
no son otra cosa mas que las componentes del vector ViA... AV enelespacio ATV introducidas
por Grassmann, en [a [lamada Algebra de Grassmann; de alli el nombre de Grassmanniana.




CAPITULO 1

PRELIMINARES

Antes de iniciar este trabajo, se considera oportuno y necesario incluir en este capftulo los
conceptos fundamentales relacionados con el mismo; Ia presentacion de 1os temas no se hace de
acuerdo con el orden en que se usan, sino de acuerdo con el drea n la que pertenecen:

1.1.  Preliminares de Algebra Moderna y Algebra Lineal.
1.2 Preliminares de Topologfa.
1.3 Preliminares de Variable Compleja.

1.4  Preliminares de Geometrin Diferencial.

DEFINICION 1.11:

. Sea S un conjunto y G un monoide (o un grupo). Por accién u operacién de (3 sobre S (a
laizquierde), se entiende un mapeo

Gx§ s §

taldque. denotando por xs la imagen del par (,8) bajo el mapeo (x € G, s & §), se tiene que para
todo

%y €Gyrel
(xy)s=x(ys) y es=s

y se dice que G opera sobre S (a la izquierda) y también que S es un (-conjunto.

Consideremos un G-conjunto S, Sea x & G, entonces x induce un mapeo:

Ty §—s§
de § sobre sf mismo, dado por
T, (s) = xs, Y s&€8,

Ademds, tenemos por definicién que

To=TTy  VxyeG
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Si G es grupo, entonces T, tiene inverso, ilamémoste T _, y porlotanto cada T, es
; 1. :

una permutacion de S. En esta forma, el mapeo
xH> T,

es un homomorfismo de G en el grupo de permutaciones de S. denotado por o (3), y se dice que
G estd representado como un grupo de permutaciones.

Nota:

G——=>0(S)

x> T =0
Ejempios:
1. CONJUGACION:
Para x € G, definimos el mapeo
o,:G >
xy) - xyx
talque O (y)=xy x|, Este mapeo define una accién u operacién de G en si mismo llamada
Conjugacién. De hecho, cada o, esun automorfismo de G, es decir, para todoy, z €@, se
tiene que o, (yz) =0 (y Jo(z) y o tieneinverso, denotado por o _t - Enel presente
3 3 <

caso; se ve por lo tanto que el mapeo x> O esun homomorfismo de G sobre su grupo de
automorfismos. El Kernel de este homomorfismo es un subgrupo normal de G, que consiste de

todoslos x € G talesque: y= xy x_]; es decir, todo x € G que conmuta con cada elemento de
G. El Kernel es lamado el centro de G.

Para evitar confusidn sobre la operacién a la izquierda, no se escribe xy por oly) A

. -1 X . .. . .
veces se escribe 0‘(_! {(y)=x 'yx =y" ,esdecir, se usa la notacién exponencial; asf que
. . X7 N7 C
tenemos las siguientes reglas: y =), ¥y =y; VX vy, zeG.

Notemos que G también opera por conj ugacion sobre el conjunto de subconjuntos de G.

Sea S el conjunto de subconjuntos de G, S={X|XC G} yseaAeS un subconjunto de

G. Entonces x A x| es también un subconjunto de G, que puede denotarse por o (A) y se
puede verificar que el mapeo:

Gx§——8

(x,A) & xA X!
es una operacién de G sobre S.

Nolemos ademds que si A es un subgrupo de G, entonces x A x~' lo es también; asi que
G opera sobre el conjunto de subgrupos por conjugacién.

Si A 'y B son dos subconjuntos de G, se dice que son conjugados, si existe x € G, tal que:
B= xAx .




2. TRASLACION:

Para cada x € G, se define la traslacién
T.6—GC
pormediode T (y)=xy, entonceselmapeo

xy)= T (y)=xy,
define una operacidn de G sobre sf mismo.

Advertencia:
T, noesun homomorfismo de grupo, sino una permutacion de G.

Similarmente, G opera por traslacién sobre el conjunto de subconjuntos; si A es un
subconjunto de G, entonces: X A =T (A) es tarmbién un subconjunto.

Si H es subgrupo de G, entonces T {H) = x H 20 es un subgrupo, pero sf es un co-
conjunto o una clase lateral de H. Si denotamos por G/H el conjunto de las clases laterales

izquierdas de H, y por consiguiente H/G el conjunto de clases laterales derechas, H no necesita ser
normai.

Nota:
Sean S y §' G-conjuntosy T: S——>$'un mapeo. Se dice que f es un morfismo de G-
conjuntos, o un G-mapeo, si se cumple que f(xs)=xf(s), ¥ x€G y se€8§.

Se regresa ahora a {a situacién general y se considera un grupo G que opera sobre un
conjunto §. Seas €S, el conjunto de elementos x =G, tal que xs=s5s es un subgrupo de G,
Hamado grupe de isotropia de s en G v se denota por G,.

Cuando G opera sobre sf mismo por conjugacién, entonces el grupo de isotropfa de un
elemento no es mds que el normalizador del mismo elemento. Similarmente, cuando G opera
sobre el conjunto de subgrupos por conjugacién, el grupo de isotropia de un subgrupo es de
nuevo su normalizador.

Sea G operando sobre un conjunto S. Sean sy s' elementos de S y sea y € G, tales que
ys=s', entonces Gg=y G y_%, es decir, los grupos de isotropia de s y s' son conjugados.

Sea G operando sobre un conjuto 8. Sea s&S . El subconjunto de S que consiste de
todos los elementos xs (x € G ) es denotado por Gs y se llama la érbita de s bajo G .

TEOREMA {.1.1:

Sea X un conjunto, y sea G un grupo que opera sobre X por fa izquierda. Entonces, la
relacién definidapor X .y sf ysolosi existe g=G tal que gx=y es tna relacidn de
equivalencia sobre X y la clase de equivalencia de x es su 6rbita bajo G.

Por mostrar que:

l. XK~% VYVieE X,

2. Si X~y = y.x; ¥V xvye€E X



3. Si xey & y~z = X~z; VX Vv,2EX.
DEMOSTRACION:
1. X ~ X pues para e & (G (neutro) se tiene que ex = X.

2. Si x~y =3 ge&Gtal que gx=y:como G es grupo existe g"e G tal que:

X=ex = gz_,'§ (gx) = g']y , porlotanto y ~xX.

3. Si xey & yoz = JgheGtalesque: gx=y & hy=z, entonces:

hy =h(gx) =(hg)x =sx =2z, porlotanto x -z

Por 1,2, ¥y 3 . esunarelacion de equivalencia y es claro, de la definicidn, que la clase de
x es su érbita bajo G.

Si X,y estdn en la misma clase lateral del subgrupo H=G,, entonces xs=ys, y
conversamente. En estaforma, se tiene el mapeo

f:G/H >S

dado por {(xH) =xs y setiene que este mapeo es un morfismo de G-conjuntos. De hecho, se
ve que se induce una biyeccion de G/H sobre la 6rbita Gs .

En consecuencia:

PROPOSICION 1.1.1:

Si G es un grupo que opera sobre un conjunto S y s €S, entonces el orden de la drbita
Gs esigual al indice: (G: Gy).

En particular, cuando G opera por conjugacién sobre el conjunto de subgrupos, y H es un
subgrupo, entonces :

PROPOSICION 1.1.2:

El niimero de subgrupos conjugados de H es igual al indice del normalizador de H.

Ejemplo:
Sea G un grupo y H un subgrupo de indice 2, entonces H es normal en G.

PRUEBA:
Siig(N)=1 = G=N = H esnormal.

R 1
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St i{N)=2 = H=N yaque iy (V=1 y ademds existe homomorfismo
@: G —=85,,

cuyo niicleo es de fndice 2 y contiene a N, entonces N=Ker ¢ =H; por lo tanto H es normal
como nicleo de un homomorfismo.

Sea G operando sobre un conjunto S. Entonces dos 6rbitas de G son iguales o disjuntas.
Si Gsy y Gs, sondos drbitas con un elemento s en comiin, entonces
s =x sy paraalginx € Gy porlo tanto Gs=Gxs,=Gs;; similarmente, Gs=(xs,=Gs,.  Por
consiguiente, S es la unién disjunta de las distintas érbitas, y podemos escribir
S:U Gs;  {disjunta),
. ) i€l - .
donde 1 es algiin conjunto de indices y los s; son elementos de distintas Srbitas.

Si S es finito, esto da una descomposicidn del orden de S como una suma de érdenes de
orbitas, que flamaremos Formula de descomposicién de drbitas,

Card(S) = E(G G, )
=

Sean x, y elementos de un grupo (o monoide) G. Se dice que x & y conmutan si xy=yx.
Si G es un grupo, el conjunto de todos los elementos x € G que conmutan con todos los elementos
de G, es un subgrupo de G, que se llama centro de G.

Sea G actuando sobre si mismo por conjugacion. Entonces x es el centro de G si y s6lo si
1a rbita de x es x mismo, y por lo tanto tiene sélo un elemento. En general, el orden de 1a 6rbita
de x es ignal al indice del normalizador de x. Entonces cuando G es un grupo finito, la férmula
anterior se lee:

(G:1)= Y (G:G)
x&C '

donde C es un conjunto de representantes de distintas clases conjugadas y a suma es tomada sobre
todos los x € X; esta formulatambién es llamada férmula de clases .

A continuacidn, se presentan algunos ejemplos de operaciones de grupo sobre un
conjunto.

ESPACIO PROYECTIVO:

DEFINICION 1.1.2:

Sea K cualquier carhpo. Un n-espacio proyectivo sobre K, representado por P" (K), o
simplemente por IP", se define como el conjunto de todas las {ineas que pasan por (0,...,0) en el
espacio vectorial afin A (K3,

Cualguier punto (x)= (X,,....X,, 1} # (0....,0) determina una dnica linea, a saber,
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{(Axy,....Ax )| A€ K}. Dos de tales puntos (x) y (y) determinan la misma lfnea sf y s6lo sf
existe

A e K, Az0, tal que ¥;= lxi, Y i=l,...,n+1. En tal caso diremos que (x)y (y) son
equivalentes.

En consecuencia, P" puede identificarse con el conjunto de las clases de equivalencia de
puntos en A {(0,...,0)}.

Los elementos de IP" se llamarédn puntos. Si un puntope P", estd determinado por
algtn

(XpreXpep) EEA"“, diremos que (X,,...,X,,) s un conjunto de coordenadas homogéneas

para p. .
Basta escribir, p= (X{s+e+sXq41) Paraindicar que (X{s4.+yXp4 ) son las coordenadas homogéneas

para p. Nétese que aunque la i-ésima coordenada no estd bien definida, sf estd bien definida la
nocién de cudndo ésta es cero o distinta de cero; y si x; #0, la razén xj/xi estd bien definida.

Sea U={{(x},...x,;) € P n | x; #0}. Cadap e U, posee un iinico conjunto de
coordenadas homogéneas de |a forma
P=(X gy Xinp bRy pseensXny)

Las coordenadas ( Xy,...,X;_|s Xj4qs++1Xp4 () S€ llaman coordenadas no-homogéneas de p
respectode U; (odex,, o dei).

Si definimos ahora la aplicacién
@ A" —_— UI
tal que
L CTIR YT SRS IE TR

tenemos que ; establece una correspondencia entre los puntos de A" y los puntos de U,.

n+l

Nétese que IP"= UUi , asf que, P" es cubierto por (n+1) conjuntos, cada uno de los
j=]
cuales estd en el n-espacio affn.

Sea H =P"-U, = {(X)s-s%y s X)X =0}, H_, esamenudo llamado el
hiperplano en el infinito.

La correpondencia (XpyoinX,,0) ** (Xyye9Xy ) muestra que H_ puedeidentificarse
con P,

Por lo tanto:
n
P~ =Upy U Hg

es la unidn de un n-espacio affn y un conjunto que da todas las direcciones en el n-espacio affn,
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a) KEspacio Proyectivo real:

En el caso en que K es el campo de fos niimeros reales, una linea por el origen intersecta a
lan-esfera §%={xeR ™ [ Ixll=1} en dos puntos antipodales x y —x; se puede ver el espacio

proyectivo P" como el conjunto de clases de equivalenciadelarelaciénx . y Ssiy=-x 6 y =
x, definida sobre § ".

Sin=1| se tiene:

-X

Figura .1

Si Zp={-1,1} con el producto ordinario, entonces Z, tiene estructura de grupo y la aplicacién:

Zz v S n —_— .hv n
tal que (h,y) = x
-LY) P—-x
define una accién del grupo Z, sobre §".
Las 6rbitasde x son: o(x) = {x , x} = [x].

De manera que IP "(IR ) es el espacio de 6rbitas de la accién Zyx 8 ",

P (R)={ox) ]| xe8"} = Uo(x)
xes!

b) Espacio Proyectivo complejo:

Se tiene que P"(C):= C™' {0}/ . Dadosx,y €8°™! x _y siexiste Ae C tal
que y =) X. Sepuede limitar alos x e§2! o quelixii=1. |

Como x,y € 82" entonces: fyll=HaxH=lpilixli=1, porlotanto ||

=1,
St € S I , entonces A =e"’, te R y Ao = e”, t'e IR, demaneraque
Ahg = e e g ! el cual forma un grupo con el producto de complejos.



13

Asique, P(C)esel espacio de érbitas de la accién del grupo § ! sobre I esfera gl

ox)={2x | re §'}.

CONJUNTOS ALGEBRAICOS

DEFINICION 1.1.3:

Sea S un conjunto de polinomios en el anillo de polinomios Kixy,...,x, | en n variables.

Sea L una extensién del campo K. Por un cero de S en L se entiende una n-ada de elementos
(¢},.-.,c ) en L tal que: f(cy,....c,)=0, paratodo f € S.

Si S consiste de un polinomio f, entonces también se dice que (¢) es un cero de f. Fl
conjunto de todos los ceros de S es llamado un conjunto algebraico en L (0 mas precisamente

en L{n)).

Sea o el ideal generado por todos los elementos de S. Ya que S C a, se tiene que cada
cero de . es también un cero de S. De cualquier modo, el converso también se cumple; es decir,
cada cero de S es también cero de o , porque cada elemento de o es del tipo:

g (X)+...... +g,, () (X)

con fJ €S y g €K[x]. Porlo tanto, cuando consideramos ceros de un conjunto S podemos

Justamente considerar los ceros de un ideal. Cada ideal es finitamente gencrado y asi, cada
conjunto algebraico es el conjunto de ceros de un niimero finito de polinomios.

Ahora, sea C |x] el anillo de polinomios de n indeterminadas con coeficientesen € . Sea
el ideal Ttalque, 1C C[x,,...,xnl .

Definimos el conjunto
V():={z €C"| P(z)=0,vP eI},
V(I) es un conjunto algebraicode C" .

PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS ALGEBRAICOS:

1. @ y X son conjuntos algebraicos.

2.- Si 1,1, €C [X),....x,] entonces V(I I,) = V(I )N V( [,).

3.- Si {'?\ /)&EA} es una familia de ideales, entonces @ I, esel ideal formado por todas
AEA
las

sumas finitas de elementos de la familia V( @ l)L )= ﬂV(Ik).
AEA LEA
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Nota: los conjuntos algebraicos satisfacen los axiomas de una topologia sobre C " : 1a topologia
de Zariski. '

CONJUNTOS ALGEBRAICOS PROYECTIVOS:

DEFINICION 1.1.4:

Unpuntope P" sedice que es un cero de un polinomio F €K{x,...,x,, ] si
F(x},....%X,,.)=0 para cada eleccién de coordenadas homogéneas (X{,..-sX,, 1) parap; entonces

escribimos F{p)=0. Si escribimos F como una suma de formas en la manera usual, entonces cada
forma se desvanece sobre cualquier conjunto de coordenadas homogéneas de p.

Para cualquier conjunto S de polinomios ea K[x pore-2Xqptls  se define el conjunto
V(S)={pe IP" | pesuncerode cada Fe S}.
Silesel ideal generado por S, entonces V(1) = V(S). Si I=( F“),...,F(r)), con
F(l)=2 Fg” , donde Fj es una forma de grado j, entonces V(1) :V({Fg')}); asi que
V(S$)=V({ F§i ) }) es el conjunto de ceros de un ntimero finito de formas. Tal conjunto es llamado

s . n . . .
un conjunto algebraico en P~ oun conjunto algebraico proyectivo.

YARIEDAD PROYECTIVA:

DEFINICION 1.1.5:

Un conjunto algebraico VC IP" es irreducible, si éste noes la unién de dos conjuntos
algebraicos mds pequefios,

DEFINICION 1.1.6:

Un conjunto aigebraicoirreducible en IP" es llamado una variedad proyectiva,

LA INMERSION DE PLUCKER:

El mapeo de Pliicker estd definido por:
n
: -1
P:G(k,n)—>P(ARC ™) :IP( y

tal que P(A)=P(<v,...,v, > = VA AV, donde v,,...,v, sonvectores linealmente

independientesde A. Fijemus una base { e,....e }en C "y una base {fi = ei] A.../\Eik } de

A¥C", tenemos que
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P(A) =[.../ A{l,...}; esdecir, las coordenadas homegéneas del mapeo, son todos los menores
kxk, denotados por | A; |, de 12 matriz representativa de A.

Se sigue que:
1} P es holomérfico.

2) P transforma ciclos de Schubert de la forma
Oy 0.0 ={AE Glk,n)| dim (ANVRy > 1y

n
-1
en secciones de hiperplanos de P(G(k,n)) C IP( k) .

3)  Si P es una inmersién que identifica G(k,n) con una subvariedad proyectiva de IP k=1 ge
dimensién N=k(n—k) y grado dado por :

71 — PDINT
deg(G)= 112%.....(k = DIN!

(n-kMn-k+Dh.....(n=1D!"

Se sabe que la inmersion de Pliicker es un conjunto de ceros de un sistema homogéneo de
ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales.

ESPACIO ANILLADO:

DEFINICION 1.1.7:

Un espacio topoldgico con un haz de anillos sobre ¢l, denotado por (X,0), tal que O es un
sub-haz del haz Oy . es llamado un espacio anillado. Oy esel haz de funciones de valor

complejo (no necesariamente continuas).

VARIEDAD ALGEBRAICA:

DEFINICION 1.1.8:

Una variedad agebraica es un espacio anillado que es localmente isomérfico al espacio
anillado definido por un suconjunto algebraico de C ™.

EQUIVALENCIA DE MATRICES :

TEOREMA 1.1.3;

Dadas matrices A,B, kxn, de rango k, entonces el espacio fila de A esigual al espacio fila
deB
si'y sélo si existe matriz G & GL, invertible tal que: G=AB,
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DEMOSTRACION:

a) (=)
Sean A,,...,A, y B,,...B, vectoreslinealmenteindependientesen R" .

k

Si A& <B,.... B> entonces A, = ZlgjiBj'
J:

k
Si BJ-E <A],...,Ak> entonces Bj = !E]h!jAl‘

Sean G=(g.) ¥y H:(h_{j), matrices kxk,

Bii

Lamatriz H es inversa de la matriz G, ya que para todo i se tiene que:

k k k k k k k
A= Egjizh!jA! = 2 Zgjih!_jA! = E(_Zgjshu)Az = E(Eh{-g,-i )Az
=15 j=1 =1 i1 =1 f=t )1 *3 3
c
{i
€/ =}, i
¢y es el ! i-ésitno elemento de H G, entonces:
g, =1 1=
I ’

porlo tanto HG = 1.
Un argumento andlogo prueba que GH=I. Por lo tanto 3 es invertible,

b) (=)

51 G esmatrizkxk, invertible, A matrizkxn, de rango k, tal que GA =B, entonces el
espacio fila de A esigual al espacio fila de B.

Sea V=<A 1,...,Ak>, se puede definir un isomorfismo

(pG: V"_""";V

tal que (A ),....0(A,) generan todo V. Pero estos son los vectores fila de la matriz GA, por lo
tanto A y GA =B generan el mismo espacio V de dimensitn k.

La afirmacién anterior se muestra en el siguiente desarrollo: consideremos G & GLy yla
matriz A, de manera que
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CON AT

\Bgp gkkJ \Bgyp o By

con i=l,....k; ! =1,..k;donde

k k k
bl! = rzlgirarf ;(Egir“ri‘ """ ' I21341'%1)'

Ap= (a0, 8),) y Va<le, ... ¢~ ahora bien, respecto de estn base, cada vectorv e V

(¥)) k |
delaforma v =| | [, se puede expresar como v = Z"ses v cone=(0,....1,...,0).
\Vi =
I
De manera que : Gle)) = G(0,., n0) = (gyqeen i)y entonces
k K k
G(A, )guAJ - (Egu“*;‘v ------ PN
k“ k k k
= ?‘[g‘“Al m(gg‘“(aﬂ! ----- ’a}l}) “(ng“ F!‘ ‘leglia‘]‘ﬂ)'

l”orsﬁra parte, V=<A,...,A,.>> con Aj =@y existe g V===V tal que
Pg (A = J}:gUAJ’ donde gu “(gi.l s ,guajn) Por lo tanto, también
=l

V§<ff)g (A l)‘ s ,({JG (Ak>.

TEOREMA 1.1.4:

Unamatriz A, k x n, es de rango k s y sélo sf existe menor k x k =0,

DEMOSTRACION:

a) St A es de rango k , entonces existe menor k x k =0,

Si A esde rango k, existen k vectores columna linealmente independientes, sean estos

TRRRLINE donde i,....i;, &€ {l,...,n}; entonces el determinante de la matriz, cuyas columnas
R distinto de cero.
l
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b) St A posee un menor k x k =0 entonces rgA =k.

Si A posee un menor k x k #0, entonces los vectores columna de dicho menor son
linealmente independientesy rgA >k; como la matriz A sélo tiene k filas, resulta que rgA =Kk.

TEOREMA 1.1.5:

#(k,n) es abierto en YX(k,n) y se llama Variedad de Stiefel Vi (n).
DEMOSTRACION:
Se define ta aplicacién continua

¢ Yik,n)—— R

tal que @ (A= E‘det AI:!
1C{, . h#l-k.
Se mostrard que @ (A)#0 Ssi A & .¢/(k,n).
En efecto, si A € +7(k,n) entonces existe | C {1,...,n}, con #1=k, tal que det AI #0
= @(A)=0. Por otra parte, si ¢{A)=0 entonces existe 1 C {1,...,n}, con #i=k, tal que
det A’ 20 ; porlotanto A € 4Z(k,n).

Entonces, (,vi(k,n):(p_](lR ~{0}) y como @continuay (IR —{0}) es abierto. resulta
que {k.n)esabierto en $(k.n).

DEFINICION 1.1.9;

Sea V un espacio vectorial de dimensién infinita. Si A C V, se define la codimensién de A
como codim A:=dim (V/A).

Si dim (V/A) < = entonces se dice que A es de codimensién finita.

PRODUCTQO TENSORIAL

DEFINICION 1.1.10:

Sea K un campo. Si E,,....E, F son espacios vectoriales, denotamos por

n . . rpe
L (Ey,-. - E; F), es espacio vectorial de n-mapeos multilineales :

fEjx...xE, —F
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Si f1Ejx..xE —=F y g E;x...xE, ——G son muitilineales, se define f—->g

como un morfismo h: F——G, que hace que el siguiente diagrama conmute

Un objeto de esta categoria se llama producto tensorial Ex...xE, (sobre K).

Se probard que el producto tensorial existe, y se construird uno en forma natural,

Sea M el espacio vectorial generado por todas las n-adas (KfsereaXp)s (x; € E;), es decir,

generado por el conjunto E;x...xE_ . Sea N el subespacio generado por todos los elementos de la
siguiente forma:
(XphenX; + S ST = (Xpsee X soresXy) = (Xpeea X anXy)

(Xsee 58X eeniXy) =A(X 500X 5o Xy )s

paratodos los x; X', € E,, a K. Tenemos la inyeccién canénica

EIX...XEH _““"M“_)M

de nuestro conjunto en el espacio vectorial generado por él. Componemos este mapeo con el el
mapeo candénico M ———=M/N, sobre el espacio cociente, para obtener ¢l mapeo:

@E x...xE, —>M/N,

¢ es multilineal, y es un producto tensorial. Es obvio que es multilineal; nuestra definicion fue
ajustada a este propésito. Sea f: E;x...xE, ——>G un mapeo multitineal. Por la definicién de

espacio vectorial generado por E;x...xE_, se tiene un mapeo lineal inducido M——G, que
hace que el siguiente diagrama conmute:
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Ya que f es multilineal, el mapeo inducido M~——=G toma el valor cero sobre N, por
consiguiente, por la propiedad universal de los espacios cociente, puede factorizarse sobre M/N, y
se tiene el homomorfismo

fa : M/N >(5

que hace que el siguiente diagrama conmute

Yaquela imagen de g genera M/N, se sigue que el mapeo inducido f, estd univocamente
determinado. Que es o que se querfa probar.

s
El espacio M/N serd denotado por E,®...®E, , o también por &) E. .
p=1

Hemos construido un producto tensorial especifico en !a clase de los isomorfismos de los
productos tenseriales, y lo lfamaremos el producto tensorial de Ey,....B,. St x; €E, escribimos:

QX X)) = X ®. 8%, .

Se tiene que paratodo i,

xg®...®axi®...®xn =a(x;®..®x ).
X80, + x'j)®...®xn :(xi®...®xn) + x®...8 X'\®..®x,

Paratodox; , X', €E;, a€ K. Sise tiene dos factores E®F, entonces cada elemento de
E®F puede escribirse como una suma de términos x®y, x € E, y € F; porque tales términos
generan E®F sobre K,y  a(x®y) = ax®y, paratodoackK.

PRODUCTOS ALTERNANTES

DEFINICION L.1.11:

Un r-mapeo multilineal f: E' ——F, se dice que es alternante si f(Xq,....Xx,)=0 siempre
que X; = X;, para algin i #j.

r
Sea a, el subespacio generado de T'(E)= ® E; generado por todos los elementos de Ia
i=1

clase x|®...@x, donde x; = X;, para alglint #j . Se define

AE)=T'(Eya,_.
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Se tiene entonces un r-mapeo muitilineal E ——AE) (llamado candnico) obtenido de
la composicién

E ——TYE) T(EY a, =A(E).

Es claro que nuestro mapeo es alternante, ademés es universal con respecto a r-mapeos
g . r .
multifineales alternantes sobre E. En otras palabras, si {: E' —>F es un mapeo tal, existe un

tinico mapeo lineal f4:A(E) ——F, tal que el siguiente diagrama conmuta

. . . - +F N
Nuestro mapeo existe porque primero damos un mapeo inducido T (E)—F, haciendo
que el siguiente diagrama conmute

)
Ee— BT (R

F

Y esto induce un mapeo que se desvanece sobre a_ y por consiguiente, induciendo nuestro
T ' . N .
fy. Enestaforma, A’ resulta un functor de espacios vectoriales en espacios vectoriales. La
. I s r P
imagen de un elemento (%1,...,x) €E, en el mapeo canénico, en A (£) , serd denotado por:

XyA...AX. También laimagen de X®...®x_ en el homomorfismo factorTr(E)—a-/\r(E).

PROPOSICION:

Sea E un espacio de dimensién n sobre K. Si r> n entonces A" (B) =0. Sea {v,...,v,}

una base de E sobre K. Si 1 <r<n, entonces A (E) eslibre sobre K, y los elementos

vit ...vir con iy <...<i,, forman una base de A" (E) sobre K. Se tiene que dimk/\r (E)-—-(E) .

e
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1.2. PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

ESPACIO DE HAUSDORFF:;

DEFINICION 1.2.1:

Se dice que el espacio topoldgico (X,t ) es un espacio de Hausdorff si, dados x, veX,
x:y ; existen vecindades U dexy ¥ deytalesque U NY¥ =@

ESPACIO PARACOMPACTO:

DEFINICION 1.3.2:

Un espacio topolégico (Xt ) se llama paracompacto si y sélosi (X,t) es de Hausdorff y
toda cubierta abierta de S posee un refinamineto abierto y locatmente finito.

ESPACIO CUASICOMPACTO:

DEFINICION i.3.3:

Un espacio topoldgico (X,v ) se llama quasicompacto si toda cubierta abierta de X posee
un subcubierta finita.

ESPACIO COMPACTO:

DEFINICION 1.3.4:

Un espacio topoldgico (X,v ) se ltama compacto, si ademds de ser cuasicompacto es T,.

GRUPO TOPOLOGICO:

DEFINICION 1.3.5:

_ Un grupo topoldgico G es un grupo con una topologia de Hausdorff que satisface las
stgutentes condiciones:

a) La multiplicacién es continua: esto es, el mapeo m:G x G——=G definido por

m(X,y)= Xy, escontinuo.

. ., . . e
b} Lainversidnes continua: estoes, el mapeo  0:G—+G definide por o(x)=x"", es
continuo.
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VARIEDAD TOPOLOGICA:

DEFINICION 1.3.6:

Una n- variedad topolégicay real (compleja), es un espacio de Hausdorff X tal que existe
un recubrimiento abierto de X, denotado por: {wy |x € X}, donde ®, es homeomorfo a
RMCY, v xeX.

TEOREMA 1.3.1:

a) Si X:Ux“,donde cada x, esconexo y ﬂxu #@, entonces X es conexo.

b) Si cada par de puntos x, y de X yacen en algiin subconjunto conexo Exy de X, entonces X es

conexo.,

>4
c) SiX= an . donde cada x, es conexo, y Xp.i (Y X, # @, paracadanz 2, entonces X es
w]

~ conexo,
(Demostracién puede verse en pag 192 [21]

TEOREMA 1.3.2:

Un producto de espacios no vacios es conexo si y sélo s cada espacio factor es conexo.
(Demostracién puede verse en pag 193 [21])

TEOREMA 1.3.3;

Sea X un espacio topolégico y Y un espacio de HausdorfT, si para todo x,z € X existe una
funcién continua

fi: X—-Y

tal que f(x)#f(z), entonces X es de Hausdorff.

DEMOSTRACION:

Sean x,z€X, x=z, sea f:X~——Y unafuncién continua tal que f(x)=f(z).
Como Y es un espacio de Hausdorff, existen U y ¥ vecindades abiertas de f(x) y f(z)

respectivamente, talesque U N ¥ = @; entonces se tiene que f"](U') y i 7)) son

vecindades abiertas de X y z respectivamente. Ademés f"'(U y N f"'('l“’) :f"](U N ¥ )
=&, por lo tanto, X es conexo.

=]
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LA TOPOLOGIA DE ZARISKI:

DEFINICION 13.6:

Para un poitnomio P en n variables reales, sea
Z(P)={(xy,...,x,) € R"|P(x,,...,x,)=0}.

Sea P el conjunto de los polinomios de tal tipo. Entonces tenemos que:

1- {Z(P)|Pe& & } esuna base para los conjuntos cerrados de una topologfa sobre R o
(la topologia de Zariski).

2.- Latopologia de Zariski es T, peronoesT,.[21]

3.- Sobre R latopologia de Zariski coincide con la topologfa cofinita; en R ", para
n >1, son diferentes.

1.3 PRELIMINARES DE VARIABLE COMPLEJA

FUNCION HOLOMORFICA:

DEFINICION 1.4.1:

Se dice que una funcién f: Q—— C es holomdrfica si para z, € Q , existe r= r{zn) >0

tal que D" ( z,, 1) ©Q y fpuede representarse como una serie de potencias absolutamente
convergente, es decir,

f(z)= Ya (z-2,)" paraze D" (z, 1.
93

1.4 _PRELIMINARES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

VARIEDAD DIFERENCIABLE:

DEFINICION 1.4.1:

Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto. Sea 0<N&gZ; supongamos que par'\

cada x € X existe una vecindad U de x en X, un conjunto abierto W C R y un
homeomorfismo:



25

Entonces se dice que X es una variedad de dimensién N ( o N-variedad). El par (¢,U)esun
sistema de coordenas. EIl conjunto { (g, U ) } es un atlas.

Sea 0<k &Z, supongamos que para dos sistemas de coordenadas (¢, U) y ('\U ") se
cumple que:

(p'oqa"l (U NUY) ~———g' (U NU"Y .
(*)
go(¢) ¢ (U NUY — (U NUY

son €X. Entonces se dice que X esuna C K variedad. Si los dos mapeosen (*) son C~,

entonces X es C” (o variedad suave). Silos mapeos son analiticos reales, entonces se dice que

X es analitica real, Si N=2n, R N se identificacon C" en la forma usual y si los mapeos en
( *) son homomdrficos, entonces X es una variedad analitica compleja (de dimensién n).

Sea X una € X variedad. Entonces
: X—sC,
se dice que es €K si
fo (p“l @U)—>C

es CF para cada sistema de coordenadas (g, U ) .

. -3 oyt . . . o o
Asimismo, €, analitica real, y funciones holomérficas son definidas sobre € . analitica
real y variedades analiticas complejas.

SeaQQ C IRN , con frontera C k . Entonces 0Q es variedad C k de dimensién (N—1). El
producto cartesiano de dos variedades C k ( €7, analitica real, analitica compleja) es C k

( respectivamente €~ analjtica real, analitica compleja). Sinembargo, la unién de dos de tales
variedades no necesita ser una variedad.

Sean X una € ¥ variedad de dimension Ny YC X una € k variedad de dimensién

M<N. Decimos que Y esuna subvariedad regularmente inmersa de X, si cada y €Y tiene una
vecindad W C X y existe un homeomorfismo

0 W—spw)cRrN

sujeto a la condicién de que:
l.- (W, W) es un sistema de coordenadas paray € X .
2. WWNY)=PW)N {x,,=,...=,%y =0}

3.-  (WNY)esunsistema de coordenadas para Y.
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Sivyc RN. entonces Y esuna C* subvariedad regularmente inmersa de dimension
(N-1Yen R N si y sélo si existe un conjunto abierto U R N y una funcién € k
prU—— R
con Vp=0 sobre Y y con Y ={x € U: p(x) =0}.

Mis generalmente, Y © R M esuna C¥ subvariedad regularmente inmersa de dimensién
M<Nen RY st y s6lo si existe un conjunto abierto UCIR N v (N-M) funciones:

ff,...,fN__M: U_:‘ R
talesque Y={x e U: pj(x) =0, j=I,...,N-M}, y asi que

{ Ve,

\VPnm
tiene rango N - M encada puntode Y.

Si1 X es una variedad analitica compleja, entonces una subvariedad analitica compleja
regularmente inmersa se define de manera obvia.

Sean X y X'dos C K subvariedades y
FFX—X'

un homeomorfismo. LlamaremosaFun C* difeomorfismo, a condicidn de que para cada
eleccidn de un sistema de coordenadas (@, U ) sobre X, v un sistema (¢',U ")
sobre X' se cumple que:

goFoqg iU ) ——qU) y

goFog ' (U') ——@U)

son CX mapeos.
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CAPITULO 2

LA GRASSMANNIANA G(K,V) Y SU TOPOLOGIA

INTRODUCCION

En este capitulo, se hace una descripcion general de la Grassmanniana como conjunto de
subespacios vectoriales lineales de dimensién k de un espacio vectorial de dimensién n,k<n,

A cada elemento de la Grassmanniana se le asocia una representacion matricial, y mediante

la accion del grupo GL, sobre el conjunto de matrices complejas kxn de rango k, se representa la
Gtassmanniana como el espacio de 6rbitas correspondiente.

. Finalmente, se dota a la Grassmanniana de una topologfa, y se demuestra que es una
variedad topolégica compacta y conexa.

Sea V un C- espacio vectotial de dimg V=n y {e,.., e } una basede V. §i v e V
entonces

i
V= EViéi,ViEC|
f=1

Bl vector v se puede representar mediante una n-eada:

Por otra parte, k vectores linealmente independientes v ..., v, generan un subespacio
vectorial A de V de dimension k. Como cada vector v; & V se puede representar en la formma (),
enitonces A se puede representar por la matriz kxn, de rango k , de la sigulente forma:

Vi e V(n)

r
I

P &

:
Vki Vi




LEE

TEOREMA 2.2:

Sea A una matriz kxn, de rango k, 1.:{.i-1,...,ik} C{i,...a} AI la submatriz kxk,

formada por las columnas i >+l de A, entonces Ales regular si y sélo si (gA)I es regufar | v

Para demostrar lo anterior vamos primero a mostrar lo si guiente:
LEMA 2.1

(gA)' =gA'
DEMOSTRACION:

Consideremos una matriz A kxn, de rango k; sin pérdida de la generalidad, sea
A=) i=look, j=lk.

Sea ge Gly, una matriz kxk , de rango k, tal que
R=Ey r=1,...k,  j=1,...k

Por definicidn de producto de matrices tenemos:

k
(gA)= zig.i; ug,  ij=l.k
f
Si tomamos el producto hasta la columna k, tenemos por definicién de Al que

k
f -
(gA) T Zgirurj v =Lk
r=!

k
{ .
Egir”rj:(gA)U j=1,..k.

r=1

portanio (gA)l ngl
DEMOSTRACIONDEL TEOREMA:
Por el lema anterior:
det (gA)I = det g(Al) = det g. det A],

como det g =0 entonces det (gA,)] #0 sf ysélosi det Alx0,
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CORQLARIO 2.1

A € U slysélosf A puede ser representado de forma tinica por una matriz B tal que la

(1 0
submatriz B'=j: T, :)
o . |

DEMOSTRACION:
Si A € U la submariz A' de la matriz A que [o representa es invertible. Tomando
1 -1
g=(A")

I . 0
& (il entonces B=gA, representatambiénaA y Bl=|i " i,
* 0 1

] = 0
Por otra parte, si A estd representado por la matriz B, tal que Brs( P :)
0

entonces B'es invertibley A U,.

oo
Si B' es otra representacién de A, tal que (B’ )Iz( P ) , entonces existe
0 1
P OV l 1 (e 0
g€ GLy, tal que gB=B', entonces | : . :):gB:(gB'):(gB‘);comoBs: " :).
0 o | 0 o
[ - 0
entonces g=| | ', 5).Por|0tanloB=B'.
0 v

Por el Corolario precedente, para cada A € U existe una tinica matriz B que lo representa,

| +o O
tal que la submatriz B':( P ) . A esta representacion la lamaremos la representacién
0 . 1

normalizada de A,

Por ejemplo para I={1,...k}
{1 o OUgyy 7 Wip
A=[i b
0 % Tugew
es la matriz normalizada de un elemento AeU,.

Ukn

LEMA 2.2
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Glk,n) = UU!
1C4..n}
#l=k
DEMOSTRACION:
a) (=)

Si A€ Uy entonces se puede representar por medio de una matriz A, kxn, de rango k,
que contiene una submatriz kxk invertible. Supongamos que este menor corresponde a la
submatriz formada por las columnas iy,-.-. I Entonces si I={i,.. i}, A€l y por consiguiente

Ae U -U-;
14, n}
#l=k
b) («=)
Si Ae U U;  entoncesexiste IC{I,...n}, #I=k, tal que Ae LJ; entonces {a submatriz,
IC{L..n} '
#l=k

kxk, Ai, es de rango k y por consiguiente A € G(k,n).

De a) y b) resulta entonces que G(k,n) = | JU;

1C{....n}
#l=k
LEMA 2.3;
nU; =,
14 . n}

#1=k

DEMOSTRACION:

Vamos a demostrar que existe al menos un Ae Glk,n), tal que Ae ﬂ tl; . Enefecto,
ICH. . u}
#l=k
consideremos la matriz normalizada:

/100 o 01 | Ly
010 0% x *n-k |
A={0 0 1 - 0x} Xak
0 0 0 0 1akt g L kel

donde x;z0, V i=1,...,(n-k) y X; # X st i# ]y consideremos una submatriz B, kxk , de A.
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I ... O
a) $i B posee (k-1) columnas de la submatriz A" 2( P ] I={l,..k} y la columna r,

0 1;
r=k+1,...,n, de las (n—k) columnas restantes, entonces det Bler(‘f =0, AeU.y Besderango
k.

b) Si B posee s de las k columnas de la submatriz A | entonces, mediante el desarrollo por

colummnas, se obtiene un determinante (k—s)x(k—s) que se reduce al producto de un determinante de
Van der Monde con potencias de algunos X distintos de cero; por o que det B0 y por
consiguiente B es de rango k.

c) Si la submatriz B no contiene ninguna columna de la submatriz Al , entonces det B es de’
Van der Monde y distinto de cero; por consiguiente B es de rango k.

De a),b) y ¢) se concluye que  [JU; =@

1€, .n}
#l=k

2.2 TOPOLOGIA DE LA GRASSMANNIANA

Si consideramos el conjunto % (k,n) de las matrices complejas kxn, entonces podemos
identificar % (k,n) con el conjunto C kn ,donde C K. _C...xC ? k veces, de manera que

% (k,n) tiene la topologia de C kn,

El subconjuunto #/(k,n) C.% (k,n) de las matrices complejas de rango k, posee entonces
la topologfa relativa correspondiente. Como G(k,n) es el espacio de érbitas de .#7/(k,n) respecto de
la accién del grupo GL, sobre .#7/(k,n), se tiene la aplicacién canénica
' w:eof (k.n)—> G(k,n),
que asigna a A €.7(k,n) la 6rbita JA | € G(k,n).

A G(k,n) la dotamos entonces de la topologia cociente respecto de . Es decir
Ue G(k,n) es abierto si y sélo si n:_llUI es abierto en A/(k.n).

LA GRASSMANNIANA COMO VARIEDAD TOPOLOQGICA

TEOREMA 2.3

G(k,n) es variedad topolégica de dimensién compleja k(n-k).

Por demostrar:
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a) G(k,n) es de Hausdorff .
b) Uj esabierto en G(k,n) .

c) Existe homeomorfismo: g Uj—— C k(n-k)

DEMOSTRACION:
a) G(l,n) es de Hausdorf{:

Sean A, A, e Gik.n), A= A, entoncesexistew € A, tal que we A,, y definimos:

Py Glkn)—R
con
k- i
P (A)=<W,W> - 2|<Wsllj>| ,
}:
donde u,,.., ,u, es base ortonormal de A.

Py (A)=0,yaque we A, y podemos expresarlo en la forma:

k
W o= Zw juj entonces
jeud
/k k \  k[fk
PuwlAD) = Dwjug, > wing )= SIS wiug,u;
=1 j=1 =1 \i=t

2

= {}

L T R
Pw = zijj " _leji— = ZIWJ" - Ele
Je=1 J=i J=1 J=1

Por otra parte:
Py (Ar)= Cyaque

k. 2k
P (Ag) =<w, w> - El’(w, vj}lz = i"wj,lf— Z,|wj(nj.,vj)|2 =0
J= J= j=

donde ¥j,....¥y , €8 base ortonormal de Ay

Ademds p,, es continua, ya que la composicién
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Pw

oA o(k,n) 2> G(k.1) R

es continua; donde Zg(k,n) es et conjunto de matrices kxn, de rango k, cuyos vectores fila son
ortonormales. '

Yaque p,, cumple las condiciones del teorema 1.2.3, se tiene que G(k,n) es de Hausdorff.

b) - U esabierto en G(k,n):

= 1(U; )={A € (k) |A' esinvertible}={A e A(k,n) | det; A= 0}
=(det ;) _](C—\{O}) el cual es abiertoen .«#7/(k.n). Porlo tanto, U, es abierto en

G(k,n).
- Como Glk,n)= U U; , entonces {Ul} es cubierta abierta de G(k,n); donde
IC41....n} IC{l...n}
#l=k #l=k

U!R-'C k(n-k) )
\ . . k{n-k)
c¢) Existe homeomorfismo ¢ :U—— C

St Ae U, I C{1,...,n}, #I=k, por el corolario 2.1 existe una tinica representacion de A
por una matriz normalizada, de manera que podemos definir una biyeccidn entre conjuntos:

@ :UI C k(n-k}

tal que, si Ae Up. @ (A =lamatriz k(n-k) , que resulta de eliminar Ia submatriz A' kx k. .de
la matriz normalizada.

Falta mostrar que:

1) @ escontinua.

.. -1 )
ii) ¢ escontinua.

i) @ escontinua

En efecto, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

i T 4 kb
T fUI]—“>UI —2>C
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.donde wl(A)=(Ai)—iA. y p(il’__“ik} es la proyeccién que elimina las i{,...,iy columnas.

Vamos a mostrar que @ o7t es continua: esto equivale a mostrar que: Pi ...iy oW es
el

continua,

PG, ...i, ) €S continua, ya que es proyeccién. Por otra parte, Y es el producto de (AE)_E
I k

, . ) f—1 . .
con la identidad, que es continua. (A" " esla composicién:

v (U)—~GL, GL

que acttia de la siguiente forma:
AF>AT Al

donde p; es continua por ser proyeccién y la inversa es continua, yaque GL; es grupo
topol6gico; entonces Y; es composicidn de funciones continuas.

i) gy s continua:

Como g es biyectiva por definicién, @ - existe, y para probar que es continua basta
probar que g es abierta.

I - 0
Sea -.iif'l('k,n): = ‘{AE.MIA*:(E ) }
\O e 1

este conjunto es abierto en s (k.n) ya que es homeomorfo a ¢ (™% que es abierto en € K" .que es
homeomorfoa Z(k,n) y +#(k,n) es abierto en L(k,n).

Ahora bien, Py, ...i, ) €8 lacomposicién:
’ T k

n P ~
..@J(k,n) ' U, | > € k(oK)

n-%'?-(U,):m"]'( UpiMes 'I('k,n) es abierto ya que nI“](UE) y l(k,n) son abiertos; por lo tanto
¢ (Up= Py iy ) (ol (U,)) abierto ya que P i) €8 abierta por ser proyeccidn.

Por a), b} y ¢) G(k,n) es variedad topoldgica de dimensién compleja k(n-k).



TEOREMA 2.4;

k(n-k)

@ (U; NU,) es abierto en € , ¥V LIC {1,...,n}, con #=#J=k.

DEMOSTRACION:

Sean I={i|,....i} y J={i;,..-.jy}, consideremos primero el caso:

a) INI=z y k<n-k.
Si Ae(U;NU;) y A eslamatriz que lo representa, entonces @ (A) es una matriz B, k(n--k)

que contiene a la submatriz A' de A que corresponde a las columnas (1, ... ) de B y det B 20,

Por otra parte,si B € € k=0 a1 que det Bl #0, para L=(l,...,1,), entonces B es

1 - 0
imagende un A &(U;NU; ), cuyamatrizA posee a ( . ) como submatriz A, y las
0 - 1
columnas iy, ,...,i; son tales que ta columna ik+j* con j=1,...,n-k, corresponde a la columna j

de lamatriz B. Por consiguiente: ¢ (U; MUy ={B € CX™® | get BL 20},

i definimos para L=(l;,....1,) , det; :C*"™¥——s € por det,B = det BY se tiene
que

qYiNUp={Be ¢ K-k f det | B 0 =det L"!(Cw-{O})}. Como det | escontinuay tE—-{O}
es abierto en C, resulta que (U;NUy) es abiertoen C kin-k)

, . .l
b) Ahora consideremos el caso I NJ=2: Si A€ U; NUy , entonces la submalriz A” posee
( (Lo O
columnasen comiincon A’ =|: -, il. Seam el ndimero de tales columnas, entonces
o - 1

det A'=det B, donde B es la submatriz (k-m)x(k-m) que resulta de eliminar las m filas y las m
columnas correspondientes a las posiciones de los unos que aparecen en A'.

Entonces g; (A ) es una matriz k(n-k) que contiene a la submatriz invertible B de rango

(k-m) como submatriz; M‘v--”k_mfv---’fk-m:MLR’ con L=(ly,....1.), R=(ry,...,r_).

k{n-k)

Por otra parte,si D € € es tal que la submatriz M ;, es invertible, entonces D esla

imagen de un A € U; NU, , concretamente del A representado por la matriz A con: Al
g 1M1 P p

1 0
r—*(g l) y las columnas i, ,...,i. son tales que la columna ik+j con j=l,...,n-k,

corresponde a la columna j de la matriz B.

i
H
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St definimos: det Lg:dety .ok, C por det, oB =det BLR entonces

@ (U MUY ={D & ™Y | det M, 1 0 } =det, ™€ —{0}), ¢l cual es abierto en € X0 ya
que det | p es continua y C—{0} es abierto en C.

COMPACIDAD DE LA GRASSMANNIANA :

TEOREMA 2-5:

G(k.n) es compacto.

DEMOSTRACION:

Del teorema 2-3 a) sabemos que G(k,n) es de Hausdorff. Falta probar que G(k,n) es
cuasicompacto,

En efecto: .of otk.n) es cerrado y acotado en o7 (k,n). Es acotado ya que si

{u o
1 In .
U=} ¢ " | €sZ o(k,n), entonces la norma de U, como elemento de € ¥ eg k, para todo
\U ki 7 ukn}

Ue.A (k.n). Por otra parte . o(k.n) se puede representar como la interseccién finita de cerrados
en o7 (k,n). En efecto, consideremos los conjuntos:

k
Si= ﬂ .((;).}}(0)) , donde : fpijidf(k,n)”*—‘* € esla apiicacién definida por qaij(U)::<uI-,uj>,

1, j=1

i=]j

donde ;,u; son los vectores de las columnas ij de U respectivamente. S es cerrado yaqueesla
interseccidn finita de cerrados pues g es continua y {0} es cerrado en €. lgualmente el conjunto

k
Ti= ﬂ(lp;!( 1)), donde wi:..n”/(k,n)——-—> IR, es la aplicacién definida por lpi(U)::<ui,ui>, es

i=1

cerrado, ya que es la interseccidn finita de cerrados, ya que 1, es continua y {1} escerradoen R.
Entonces .« 4(k,n)=SMT es cerrado en <7 (k,n), lo que muestra que -7 ,(k,n) es compacto en

4 (k,n). Como Ty e o(kony——CGi(k,n) es continua y sobreyectiva, entonces (i(k,n) es

cuasicompacto. Esto, unido al hecho de que G(k,n) es de Hausdorff, muestra que es G(k,n)
compacto,

CONEXIDAD DE LA GRASSMANNIANA

TEOREMA 2-5:

G(k,n) es conexo.

[
RE T A
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DEMOSTRACION:

De los lemas 2.2 y 2.3 sabemos que :

Gkm= JU; y que (Ui =@. Cada Uy es conexo ya que es homeomorfoa C kin—)
ISt .n} IC{l...n}
#l=k #1=%

que es conexo, ya que C es conexo. Por lo tanto G(k,n) es conexo, ya que satisface las
condiciones del teorema 1.2.1a).

Resumiendo , se ha mostrado entonces el siguiente

TEOREMA 2-6:

G(k,n) es una variedad topolégica de dimensién compleja k(n—k), compacta y conexa.
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CAPITULO 3

LA GRASSMANNIANA COMO UNA SUBVARIEDAD ALGEBRAICA
PROYECTIVA COMPLEJA

INTRODUCCION:

En este capitulo, se define la inmersién de Pliicker, una aplicacién inyectiva que permite ver la
Grassmanniana , G(k,n) como una subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejo de dimensién

M:(;l) -1

Con ayuda de los pares duales y ciertas aplicaciones i, i*, se definen las condiciones bajo las

cuales un elemento del espacio proyectivo complejo es imagen de algtin A € G(k,n) bajo la inmersién de
Pliicker; y asf se obtienen las clésicas relaciones de Pliicker. Se mostrar4 que laimagen de la
Grassmanniana G(k,n) bajo {a inmersién de Pliicker queda completamente determinada por un sistema de
ecuaciones cuadraticas.

Finalmente, sc puede afirmar que la Grassmanniana es una subvariedad algebraica proyectiva

compleja, pues es la solucién correpondiente a un conjunto de ceros de un ntimero finito de ecuaciones
cuadrdticas dadas por la relacién de Pliicker.

3.1 _APLICACION DE PLUCKER

Mediante la inmersidn de Pliicker, 1a Grassmanniana G(k,n) se puede ver como una

subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejo de dimensién N:( ;;)m I, puesto que este

mapeo hace correponder a cada elemento A € G(k,n) una n-ada de coordenadas homogéneas,
COMO Veremos a continuacion.

LA INMERSION DE PLUCKER:

Antes de dar la definicién recordemos que: cada matriz A, k xn, que representa un
A € G(k,n), posee (;) submatrices A, k xk, correspondientes a los (E) multi-indices de

orden k tomados del conjunto {1,...,n} y ordenados lexicograficamente, es decir;,
iy iy <dy do g

Si il <jl 6] pﬂra i] :ji, ig 2]2,..., il ﬂjt R E< k, iI+I<jf+l'

DEFINICION 3.1:

Se define la aplicacién de Pliicker

]
P: G(k,n)—>P( AXC™) = rp("*)"'E

tal que P(A) = P(<y PV )=V, A LA Vy; donde v ,...,v, sonvectoreslinealmente
independientes de A.
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DEMOSTRACION:

De los lemas 2.2 y 2.3 sabemos que :

Gkn)= |JU; vy que (JU; =@. Cada Uy es conexo ya que es homeomorfoa C
lQ{i};. L} IQ{I}.{. :Y)
#1=k #1=

que es conexo, ya que C es conexo. Por lo tanto G(k,n) es conexo, ya que satisface las
condiciones del teorema 1.2.1a).

Resurmniendo , se ha mostrado entonces el siguiente

TEOREMA 2-6:

k(n-k)

Gi(k,n) es una variedad topoldgica de dimensién compleja k(n-k), compacta y conexa.
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CAPITULGC 3

LA GRASSMANNIANA COMO UNA SUBVARIEDAD ALGEBRAICA
PROYECTIVA COMPLEJA

INTRODUCCION:

En este capitulo, se define la inmersién de Pliicker, una aplicacién inyectiva que permite ver la
Grassmanniana , G(k,n) como una subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejo de dimensién

N=(})-1.

Con ayuda de los pares duales y ciertas apiicaciones i, i*, se definen las condiciones bajo las

cuales un elemento del espacio proyectivo complejo es imagen de algin A € G(k,n) bajo la inmersién de
Pliicker; y asf se obtienen las cl4sicas relaciones de Pliicker. Se mostrard que laimagen de la
Grassmanniana G(k,n) bajo la inmersién de Pliicker queda completamente determinada por un sistema de
ecuaciones cuadraticas.

Finalmente, sc pucde afirmar que ta Grassmanniana es una subvariedad aigebraica proyectiva

compleja , pues es la solucién correpondiente a un conjunto de ceros de un ntimero finito de ecuaciones
cuadriticas dadas por la relacién de Pliicker.

3.1 APLICACION DE PLUCKER

Mediante 1a inmersién de Pliicker, la Grassmanniana G(k.n) se puede ver como una
subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejode dimension N= ( k) ~ 1, puesto que este

mapeo hace correponder a cada elemento A &€ G(k,n) una n-ada de coordenadas homogéneas,
como veremos a continuacidén.

LA INMERSION DE PLUCKER:

Antes de dar la definicién recordemos que: cada matriz A, k xn, que representa un

A€ G(k,n), posee (E) submatrices A;, k xk, correspondientes a los (E) multi-indices de

orden k tomados del conjunto {1,...,n} y ordenados lexicograficamente, es decir,
iy ipedy <y Jo i

Si i1<j] 0 pm‘a i]:jl, izzjz,..., i!:_il, [<k, il+l<jl+!'

DEFINICION 3.1:

Se define la aplicacién de Pliicker

§]
P |
P: G(k,n)—>P( AKC™ = 1p(")

tal que P(A) = P(<vy [rores¥y ) = ViA...avy dondev,.., ¥y son vectores linealmente
independientes de A.
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En forma equivalente
Abs (.., ,AIJ i gl ()

donde

A!i

= det Al .
i

Fijemos una base {ey,....e } en C" y una base {f; =€, A...Aeik } de Akg? , entonces
: 1
tenemos

PA=I.. A

es decir, las coordenadas homogéneas del mapeo son todos los menores kx k, l/\!l de la matriz

representativade A . De manera que P es una inmersién que identifica G(k,n) con una
n
-1
subvariedad proyectiva de lP(k) de dimensidn N=k(n-k) y grado

. 121, .(k - DIN!
deg (G)--(n ~Kn-k+DL.(n=D

Se sabe que la inmersién de Pliicker es un conjunto de ceros de un sistema homogéneo de
ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales.

Con el propésito de ilustrar lo anterior, consideremos Ia Grassmanniana G(3,5).

Si A &G(3,5) entonces A tiene representacién matricial de la forma

(VII Viz. Vi3 Vig Vi5)
A“(“zr Vaz Vaz Vay Vag
Vit Vaz Vay Vay  Vas

El conjunto de multi-fndices lj- C{l....,5} de orden 3, ordenado lexicogrdficamente es

{{1,23},{1,2,4}, {1,2,5}, {1,344} {1.3,5},{1.4,5}, {234}, {2,3,51.{ 24,5}, {3.4.5}}.

De manera que

P(A):(l/\]23| ! IA324l ! 'AIL’.SI ! IA!34l ! IAT.’!S, ! IAMSl ! 'A234| ' IAZHSI ! IA’.’4S’ i 'A345')
donde lAl-jkf es el menor 3x3 correspondiente a las columnas ijk.

PROPOSICION 3.1:

P es inyectiva,
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Nétese que: (A" nos da ta representacion de A’ como elemento de AKV » respecto de la base
candnica,

TEOREMA 3.1

A es descomponible siy s6lo si dim W = k.

DEMOSTRACION:

a) S A es descomponible, existen W, Wy vectoreslmealmente independientes tales que :
A:wl Aceein, Wy, . porlo que A estd en laimagende j: A¥ w —— by

donde ‘W_<w} ..... W

b) Si dim W =k, dim A" W=1 y todo elemento en A¥ W es descomponible.

El problema ahora es determinar las condiciones qaue debe satisfacer A, para que el

espacio minimal correspondiente sea de dimensién k; para ¢! efecto, utlhzaremos la nocién de pares
duales.

PARES DUALES

DEFINICION 3.2:

SeanVy W C -espacios vecmnales Decimos que (V,W) forman un par Jual, si existe
unaaplicacién bilineal: \

L, 2> TVW—» (|
tal que
a) <aw >=0 paratodow €W =» 2=0.
b) <v, b>=0 paratodob € V = b=0,

<, > sellama el producto escalar que determina la dualidad.

En p'tri;cu ar, (V V#) forman un par dual, con < v, ¥ > gt (v)
También AFv y A" V¥, k< dim V, forman un par duat:

< VA, AV, U *1 Avvrnns Au*k>.m det (<< vi,w*j >).

Ejemplo:  Para k=2 tenemos

w(v) ui(v)
SV AV, ¥ Auk, > = "

. Cop | =R (V) - u (v ul (v,)
H(v)) W) (Y8, (%)) - u,y (v Juy (v,

Con ayuda de los pares duales y un k=1 fijo, se puede definir una aplicacién:

i1 Vi——s 7 ARV ANy
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de la siguiente forma: dado v* & V* fijo,
i(v): ARV — ARy
donde i(v*)} A) eseliinico elemento de Ak“tV, tal que:
<A, vEA ED>=<i(v*) A, E> paratodo X € (Ak']V)* o (Ak'IV*).
Por ejemplo: sea V= C 3 yk=2. i(v*) A%y —Alvay

A= Ujpe Aey+ ujse Aez+lrye, Aey, EeV#

[}

<up e re,+ Ujz€yAes+lye,nes, vEARDS=<j(vH A, E> Y
=up<ejae,, V¥AED> tup<e ne;, vVEAED +u23<e2Ae3, vVEAE >
v*(e}} E(el) v*(e]) E(ef) v*(e?) Ee,)
=u +u +u = -
12 1 % s 13] = e 23 = =
vi(e,) =(e,) vi(e;) E(e,) vi{e,) E(e,)
= E:I(el)(—u12 v¥(e,) —uy vi(es) ) + E(ez)(uw_ v¥(e ) —uyy v¥(e3) ) +
E(e3)(u13 v¥(e,) + Uy v¥(e,) ).
=B [(-u), v¥i(ey) —u 5 v¥eshe| + (u, V¥(e ) ~uyy vHes)e, + (u5 v¥(e|) + uyy v¥(es)e, |

A continuacién, se presenta una descripcién explicita de las componentes de i(v¥*) A respecto

de la base canénica de Ak.']V. Consideremos
<M A, E>=< A, utpr => .

como i{u*) A EAR'!V entonces

(a*) A= Ao (el A...ne
(u®) . 2 I Jg---.lk( Ji Jk_|)
Jy<eesly =
y A i =< A,u*a e} A..ne" >. Porotra parte A € A'V:
Igedig h Ik

A=Eai]...ik (eil Aoheg ), por consiguiente:

€ w0 o, 6) (e e )
<ei’A.‘.Aeik, u¥p e;.k /\...Ae;f'k >=| : :
I -1 e * A

(eik’u ) (eik’eh) <eik’e3k-l
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k
141 LT A # 5
= -1 e ,t M&. A---A€. A-AB L& A--AQ,
ET( ) Y X 1t ' ko4 Jk—'i>

A
donde ei, denota el término que se suprime.

Como

A

A 5" .* io.-i ...I

(e. A-ne. Ape. @) Aonel Y= e
B i ' OJ k-1 ey

entonces

k oo
ES i * ) 1.1--l ---1
< A,u*n el A.nel > = > a E'{—I)m(e. AT
It Jk -1 P TR A 1 PR T
<y -
[yt
1 20 e o (e a), s, <
l; Tehipd ey hey to
=h, =l
Bgeeend g k » ,
I¥E0 e e wy, s i, <j,
U It pdpdyr ey

Ahora , se define A':= {u=k € V#| i(u* A =0} para un A fijo y sea

Wi={we Vi< wau*>=0,v n*e /\“L}.
De maneraque W= (Al)l es el complemento ortogonal respecto del producto dual.
Porlo tanto, dim (/\‘L)i:dim\/—dim At = dim A= n—,

TEOREMA 3.2:

..t.. . b3 sk
AT es el subespacio generado por { w, IREIMA A 3

DEMOSTRACION:

Sea W:*(w],...,wfl"}-, Wi W, son tales que

Via<w ... W Wy {w?,---,w’:l} es la base dual correspondiente de V*.

Sij=t, w;‘ & AT, ya que (wj,w’;):l 20. Siu*e Al las componentes de u*

respecto de w_;’_,---,w;‘ deben ser cero, ya que -(wj,u*) =0, por consiguiente
L £ ] . 1 1 # #*
A C<wl_+l,---,wn> yecomo dim A" =n-{ entonces A ::<w!+|,-n-~,wn>.
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COROLARIO:

wie AT sl jzi+
LEMA3.1;

k . )
Si V=W @ U entonces A¥'V= @ (AMw® Alu).
=0
(L.a demostracién puede verse en |15} ).

TEOREMA 3.3:

W = Ann (Al) es el subespacio minimal de V tal que A estden la imagen de
§: AR s ARV
V=W @ U, WI:<W'i,...,wl>., U= <w[+1,...wn>

DEMOSTRACION:

Parajzly u*eU*, i(a*): AkV'-—l'/\k'EV induce sobre la componente
AW & A U una aplicacién

AW e A U— AMIw e Al Y
por medio de

(MDA LB @n ) =(A kL @ an] )

donde Aj es la componente de A e A*V en AW e Al U y Ez_j@)u?_l la componente de
E,E eAV'V* en AMwe ATy,
Para j=1, i(u*)induce sobre AX'W ® U una aplicacién

AW e U—— AR w
donde A¥'waAF'we ¢ .

Para u*::w:[ elemento de la base dual y Aye Ak'IW® U,

n
& %
Ai - z;\‘li“'ik—-](wl! A’..Awik_l)® Ea(lw(l

a=f+]

1 * £
= 2 a (Eh. . W, ALAW.  )®w_ siendo

o Ppody ¢ I «
a={+1

ES ¥*
A, =a( 2 li]...ik_,wi AcAW, ).

LI St o i i L




W
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Paraj=71 + 1, J1< <y fijos, 1= Jpg 1 k=1, k-1

* # # * * *
i LA AW, Dl ) =(A,, W, AL AW, DW= oA =0
(1(W )A-i’wle A T @ C> ( 1 I Moo ® j) R RO )

Viji=1+1..n V Jpeeeens J..1» entonces Aj =0, j=14+1,..n

Tomemos ahora
21

AZ = E Au{% -®-(wu A'Wr})EAk-1W®1\2U
a<f=ls] '
n
= 2 MM AWy 80 S aggw awg)
Ty a<f=itd
= E (Aa{% @(w_ A Wﬁ)
e <f}
siendo A(xﬁ = a(xﬁ( 2 ;Li[ ...ik_] Wi] A‘“wikA»l }.

i <., .<i
k

1 ~1

Para jy...jiy fijos Isj,< 1, k=l k=1, y'fijo, y'=/ 41, ..n w;eu*,
I +1=y =<n.

=0

. B sk k3 Ed Ne Ed
Hw AL, w. A AW, W) ={AL W, ALLAW. . =
(i v i @ y? =By iy URBIS

I k Jk
paratodo vy, v ', j...... Ji.1» entonces Aaﬁ =0

E S
W_AW.  d=a A
_]® Y "r’> YY

Similarmente, fos otros factores de A en /\k'j'W ® Aj U (j=2) son cero, y por [o tanto
Ae /\kW.

LEMA 3.2

SeaW={we W ] W A A =0}, entonces A es descomponible si y sélo si W'=W.

DEMOSTRACION:

Si A es descomponible entonces dim W=k,
A=w A AWy para w, € W, elemento de 1a base, WA A =0, por lo que W'=W.

Si A no esdescomponible, dim W= / > k Y
[\kW® Ai_kw—*—é A!W

noes la aplicacién cero, ya que

W AW ARW. A.AW, > W, ALLLW. AW. A,LLAW. =0
1 Tk ) Ik 1y 'k 4 J-x

cuando if...ik’ j]"'jk—[ son todos distintos; [o cual es posible, vaque / >k .
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En particular:

Wi AL AW, ij = {0, si i,...ik,j son todos distintos.
1 k

Entonces dado
A= 2k51---ik(wjl A...ijk),

para i;...i, fijo existej, I<j<!, tal quej, ij..dy, distintos y W, A As 0, por lo que W'=W.

Yaqueen:
A v = AV ateaial = ATV ALY e ANV A e Ate.
i+ jmkoal

todos los términos del miembro de la derecha, excepto el primero, se desvanecen debido a la presencia
1
de A™.

De manera que, paraw € W, <=, A aw> sdlo depende de la componente de = en
AkHW* = (V*/ AL). Entonces

Aaw =0 Ssi <E, Aaw> =0, paratodo B e ARy

Ssi <i*(E)A ,w>=0, paratodo B e AkHV*, Ssi i*( E)eAl. para todo E € AkHV*,
Ssi i(i*( E)A)A=0, paratodo= e ARy, Por o que A es descomponible Ssi para todo
2 e ANV % Z)A)A=0.

Expresaremos la condicién anterior por dualidad, en dos formas: para In primera usaremos el
operador

Q) P E): ANV — v
definida para E € ARty x por
<HE)A v> =<E, Aav>
paratodov €V,
Recordemos que
Ati= (v e ViV A =0} y
W=Ann Alzz{v eV|<uty>=0,v u*te A‘L}.

ComoV¥=W*@® At entonces V¥ AL ~ W,

Observemos que por la definicién de AL , para v € W el miembro de laizquierda de ()
depende solamente de laimagen de E bajo la proyeccién natural:




e
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V*——E%V*IAJ’

e. A...AE, e Jaale, ]
b K+l I et

Consectentemente, 1a condicién A A w=0, V w &€ W esequivalenteai(E)Ae At que se torna
equivalentea

(*) E*EYA)A =0 V e /\RHV*

El miembro de la izquierda de (*) da (k 2_ ‘i) formas cuadréiticas en las coordenadas homogéneas A

P(G(k,n)); igualando a cero, se obtiene la cldsica relacion de Plilcker.

Enresumen: la imagen de la Grassmanniana bajo la inmersién de Plticker;
P: Gk,n)~——=P(A'V)
queda determinada por un sistema de ecuaciones cuadrdticas dadas por (*).

lustremos el proceso con los siguientes ejemplos:

1) Consideremos las Grasgmanaiana G(2,4). Sea E g A3V’**;e.ntonces
oLk K # LA N LI N I . T W L
B=§ e Ay Ay +E g8 Ay ARy +E 1348 hey AR, +E_‘;23402 AeyAe,
o ek . # # . ) # L y
i(E)=ae + aze, + mye, + age, , de manera que
s b s . . ]
a=<E)A o> =<E Ane> Ac A"V,

Aﬂ?&lzelf\-%»;« '}»Bﬁlr\-e:; + A€ A €4 + AggerA €q + Agyeaney + Ageaney

Ane| = Ay A tgh ey + hose ARsA Ry + Agge AR C,

‘AA 92 = “"?\‘139!/\ ezf\ 93 e )\.!4€II\ ezl\ e4 + }\3492/\ 93/\ 94_

Af\ 83"-" )\.izel/\ ezf\ 83 - ?\4]4@11\ e3f\ 94 ol )\.2492’\ 83/\ e4l

AA 94: 7\.12911\ e;,_l\ 94 + 7\.1391/\ 93/\ 94 4 ;\.2’3921\ 03/\ e4l

a=<E, A Ae.>, es decir,

Ht L £ * # L E ] w gt H #t Ht
a= K E ey Aoy hey +E gqe neyne, +8 g0 neyne, +Eoyue,negne, Are>

as{ que



8= A3 8 1p3 +Apg 1oy + Aayg B 134
8= = M3 8 123~ Mg 8 g+ Aga E gy
33= A8 193 ~ Ay B 3y =Ry E 3y

= Ap8jos + M3 E jag+ Apy E oy

Ademads,

4
*(E)A=Yae =ae + ae; +a,e; + a e,
i=1 "

como i(i*E)A)A € V; (i ME) A)A= inei , por consiguiente

* # # # *
Ae

gy *__— n _ *
*(E) Ane; =-a, €y ne) —a3 e Aey—a el Ae,

S *__ £ *....... * *_ * *
1(H)At\e2— ap € A€, ~as e, ne, age,ne,

i*(Z) Anes = a, e re’ +a e Aes—a e ne
= 3 {3 3 252 3 %4%3 4

i*(Z) Aae’ = a el re. +a,e e’ +ay e ne:
= 4 1™ 4 252" % 35378,

>

i=<i(i *E) A)A e/ > = <A, i*( E) An e>=0, v E.

M==ayhy—azhi3 ~agh,

>
0

atkiz - 33)»23 - 347¥24

A= ahiz+aghay —aghg,

ha= ah g +azho, +azhyy

* * *

Como i(i*E)A)A=0, v = » €scogemos en particular £ = €, Ae, Aey, entonces

af=h23, a?': —';\.13 N a3= ?\.]2, 34:0.
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Por consiguiente, se tiene que
M= hghpg=Riphys =0
A3 = Mg Rz =3 Ay =0

M= Aoy hg-Rpzdgg+ Aiphyy =0

Lo mismeo se obtiene tomando cualquier otro elemento de la base; por consiguiente G(2,4)

. _ . 5 . ‘s 0
es una hipersuperficie cuadriticade IP”, dada porla ecuacién cuadrética

A hig=Rzhgg+ Ak =0
2)  Enforma similar, para el caso de la Grassmanniana G(3,5), se obtienen las ecuaciones

Moshiag=Mas Mypg + Mgz Aiys =0
Mashazs = Aaas Aoy tAoashigy =0
hizs Maza—Moas Mg + Ags hygg =0
Mashoza—Pogs hizg— Aags gy =0
Maghpzs—hoaa hizs —Rags hyp3 =0

MasPaas—Aogs M35+ Ays Ayps =0

Por lo tanto, G(3.5) es una hipersuperficie cuadritica de IP 9, dada per el sistema anterior.

Finalmente, cada punto x € X, posee vecindad U, 2 ¢ Kok , donde cada unadelas g

son diferenciablemente continuas, por consiguiente, G(k,n) posee la estructura de una
variedad diferenciable, ineluso analftica.
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CAPITULO 4

CONSTRUCCION DEL FIBRADO UNIVERSAL SOBRE LA
GRASSMANNIANA

INTRODUCCION:

Como parte final del trabajo se presentan en este capitulo, generalidades de los fibrados
vectoriales, cémo se construyen y algunos ejemplos interesantes.

Se definen: homomorfismos e isomorfismos entre fibrados, fibrados vectoriales
euclideanos, subfibrados, fibrados cociente, fibrado inducido y el fibrado de clasificacién, la
variedad Grassmanniana y los fibrados universales y la variedad Grassmanniana infinita.

Y finaliza con una aplicacién del fibrado universal en la construccién del grupo de
Grotendieck y del anillo de Grotendieck asociado a un espacio compacto X.

4.1 FIBRADOS VECTORIALES

DEFINICION 4.1.1:

Sea B un espacio topolégico fijo, que serd llamado el espacio base. Un fibrado vectorial
complejo & sobre B, consiste de lo siguiente:

1.- Un espacio topolégico E= E(E ) llamado el espacio total.
2.-  Un mapeo continuo s : E——> B llamado la proyeccién, y

3.- Paracadab & B, laestructura de un espacio vectorial en el conjunto n“l(b).

Ademds, debe satisfacer la siguiente restriccién llamada

CONDICION DE TRIVIALIDAD LOCAL:

Para cada punto b € B debe existir una vecindad UC B, unenteron >0, y un
homeomorfismo:

h:UxC" —-~——>Jr—!(U).

De manera que, para cada b € U, la correspondencia
x--—sh(b,x)
define un isomorfismo entre el espacio vectorial C " y el espacio vectorial n—l( b).

El par (U,h) ser4 llamado un sistema local de coordenadas para & con respectode b. Sies
posible elegir U igual al espacio base completo, entonces E ser4 llamado un fibrado trivial.




El espacio vectorial mwi{b) esllamado ia fibra sobre b; y se denota por Fy o F (§).

Fp, nunca es vacio, aunque puede consistir de un tinico punto. La dimensién n de Fy

podria ser, en general, una funcién de b, localmente constante; pero en los casos de més interés,
esta funcidn es constante. Se habla entonces de un fibrado n-dimensional o brevemente, de un

C " -plano.
Elconceptode fibrado vectorial liso puede definirse en forma similar. Se requiere

que B y E sean variedades lisas, que 7 sea un mapeo liso, 'y que para cada b € B exista un
sistema coordenado local (U h) conb e U, tal que h es un difeomorfismo.

HOMOMORFISMO DE FIBRADOS:

DEFINICION 4.1.2:

Consideremos los fibrados £ =(E,B,x) y n =(F,B,n) yel diagrama siguiente:

Diremos que ¢ : E~——=F es un homomorfismo de fibrados, si:
a)  wo p=r.
b) @/ #'(b) es un homomorfismo de espacios vectoriales entre .nml.(.b) y n'"i(-b).

Se dice que @ es un isomorfismo de fibrados, si ¢ es un homomorfismo, entonces
o2 (b)
es un isomorfismo de espacios vectoriales, para todo be& B. Se puede mostrar quesi qf m"l(b)
es isomorfismo para todo b & B, entonces o es un isomorfismo de fibrados sobre B.

Diremos que los fibrados & =(E,B,x) vy n=(F,B,x) son isomorfos, E=m, st existe
un isomorfismo de fibrados entre elllos.
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HOMOMORFISMO DE FIBRADOS SOBRE DIFERENTES ESPACIOS BASE:

DEFINICION 4.1.3:

Un homomorfismo ~ @:E —— 1, consta de un par ( q.f) de aplicaciones continuas;
¢: E——>F', fiB—->B/, tales que el diagrama

F—% g

es conmutativo; y la restriccién : ¢/ :n:‘l(b) : n"l(b)——wn”f(f (b)) es homomorfismo de espacios
vectoriales, paratodo be B.

Si gy fson homeomorfismos, entonces se dice que es un isomorfismo de fibrados.
Se presentan a continuacién algunos ejemplos de fibrados.

Ejemplo 1:

El fibrado trivial con espacio total BxIR" , con mapeo proyeccién m(b,x) =by con la
estructura de espacio vectorial en las fibras, definido por:

t(b,x) + t(b,x,) = (bt x) + t5%5).
denotado por Eg . Unsegundo IR " -fibrado sobre B es trivial si y s6lo si es isomorfo a Eg .
Ejemplo 2:

El fibrado tangente Ty, de una variedad lisa M. El espacio total de Iy, eslavariedad DM
consistente de todos los pares (x,v) conx &My v tangentea Menx. El mapeo proyeccion:

o DM——M
estd definido por & (x,v) =, y la estructura de espacio vectorial definida por:
tI(X,V {) + t2(x,V2) = (X, tlvl -+ t2V2).

Si Ty, esunfibrado trivial, entonces la variedad M es llamada "paralelizable"; por ejemplo,

supongamos que M es un conjunto abiertode R ", entonces DM es iguala MxR",y M
claramente es paralelizable.
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La 2-esfera unitaria §°C R°> proporciona un ejemplo de una variedad que no es
paralelizable.
De hecho, una variedad paralelizable debe tener caracterfstica de Euler igual a cero, mientras que la
2-esfera tiene caracteristica de Fuler +2.

Ejemplo 3:

Elfibrado normal v de una variedad lisa MC R", se obtiene como sigue: el espacio
total

EC MxR" es el conjunto de todos los pares (x,v) tales que v es ortogonal al espacio tangente
DM,
X

El mapeo proyeceion  s: E——>M vy la estructura de espacio vectorial en n:"l(x) son
definidos como en los ejemplos 1 v 2, y por fas (6rmulas

T{XV)=% 7y t[(x,v])+t2(x,v2):(x,tlv,+t2v2).

Ejemplo 4:

El espacio proyectivoreal " puede definirse como el conjunto de todos los pares no
. P i+ :
ordenados {x,~x}, donde x varia sobre la esfera unitaria §%C R" y es topologizado como un

N . n N X n . . ’
espacio coctentede§ ©. Alternativamente, P " puede definirse como el conjunte de [{neas que

n+1

. . . wh
pasan por el origen en R Esto conduce a o mismo, ya que cada linea corta §” en dos

puntos antipddicos.

Sea E(Y')) el subconjuntode IP " xR M consistente de todos los pares ({= x},v) tal que
el vector v es multiplo de x. Definimos:

m E(Y' ) —— "

por ; ({# x},v) = {+ x}. Por lotanto, cada fibra = _!({t x}) puede ser identificada con la linea

n+1

sobrex y —x en IR, A cada linea tal, se le da su usual estructura de espacio vectorial. El

fibrado vectorial resujtante Y, serdllamadoel fibrado canénico lineal socbre P".

Prueba de que Y', es localmente trivial:

SeaUC §" cualquier conjunto abierto lo suficientemente pequefio para que no contenga

un par de puntos antipédicos, y sea U, laimagende Uen P ", Entonces un homeomorfismo
h: UyxR — 1 ~'(U,)

se define conel requerimiento de que h({= xht)=({xx}.tx) paracada (x,t) e U x R.
Evidentemente, (Uy,h) esun sistema local coordenado ya que Y‘n es localmente trivial.
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DEFINICION 4.1.4:

Una seccién de un fibrado vectorial & con espacio base B, es una funcién continua
s: B—FE(E)
que aplica cada b & B en un elemento de la correspondiente fibra Fi(§ ). Tal seccién en ninguna

parte es cero, si s(b), es un vector no cero de Fy(E ). (Una secci6n del fibrado tangente de una
variedad lisa M, es usualmente llamada un campo vectorial sobre M).

Evidentemente, un R '-fibrado trivial posee una seccién que en ninguna parte es cero.
Veremos que el fibrado Y', no tiene seccién.

Sea s: P ~——>E(Y' ) unasecci6n, y consideremos la conposicién

§" P — E(Y',)

que llevacada x& §" a algin par ({x x}, t(x)x) &€ E(Y',), evidentemente t(x) es una funcién
real continua de X, y t(-x)=—4(x). Yaque §" estd relacionado, se sigue del toerema del valor

intermedio que t(xy)=0 para algin x,, Porlo tanto, s({x x })=({x x,}, 0). Esto prueba el
siguiente teorema;

TEOREMA 4.1.1:

El fibrado Y', sobre IP " no es trivial paran = 1.

Es de especial interés, el espacio E(Y' ) para el caso particular en que n=1. En este caso,
cada punto e= ({x x},v) de E(Y', ), puede escribirse como:

e=({z(cos 0, sen 8)}, t(cos 0,sen B)) con0=<0<m, t=R. Estarepresentacion es tinica, -
excepto que el punto

({z(cos 0, sen B)}, t(cos B, sen 0)) = ({x(cosm , sen m)}, — t (cos &, sen x)) , para cada t.

En otras palabras, E(Y',) puede obtenerse de la banda {0,x] x R en el plano (,t) identificando
la frontera izquierdacon [0 ] x R con la frontera derecha {r] x IR, bajo la correspondencia

(0, t) > (m, ~t)

Por consiguiente, E(Y',) es una banda abierta de Moebius. Esta descripcién da una prueba
alternativa de que Y'| es no trivial, puesto que 1a banda de Moebius ciertamente no es

homeoméoérfica al cilindro P 1>< R
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Consideremos ahora una coleccidn {s;,...,s, } de secciones de un fibrado vectorial E.

DEFINICION 4.1.5:

Las secciones g,...,5, son en ninguna parte dependientes, si para cada b € B los vectores
sy{b},....5,(b) son linealmente independientes.

TEOREMA 4.1.2:

Un R" -fibrado vectorial E es trivial sf y s6lo sf € admite upa n-seccién s),...,s, queen
ninguna parte son lineatmente dependientes. La prueba dependeré del siguiente resultade bésico:

LEMA 4.1.2:

Sean & v v fibrados vectoriales sobre B, y sea

£: EE)——E()
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una funcién continua que mapen cada espacio vectorial F(8 ) isomérficamente sobre el

correspondiente espacio vectorial Fi(n ). Fntonces f ¢s necesariamente un homeomorfismo; por lo
tanto & = 1,

PRUEBA:

Dado cualquier punto b, & B, elegimos un sistema local de coordenadas (U,g) para& y
(V,h) para m, con b, & UMV, entonces debemos mostrar que la composicion:

10y
(UN VxR =12l Ly A vxR"

es homeomorfismo. Haciendo h”l(f(g(b.x)))a(b.y). resulta evidente que Y=(y,,...,y,) puede
expresarse en la forma y, = 2 f | j(l:':):*( } donde {f J-(b)'] denota una matriz no-singular de ntimeros
J

reales. Ademads, las entradas fij(b) dependen continuamente de b. Sea fFij(b)I la matriz inversa,
Evidentemente, g“’ef’loh(b,y)z(b,x), donde X ZFJi(b)yi.
1

Ya que los niimeros complejos Fji(b) dependen continuamente de la matriz [F; j(b)‘l que

dependen continuamente de b. Por lo tanto, g'l of ! oh es continua, lo cual completa la prueba del
lema.

PRUEBA DEL TEOREMA:

Sean s,,...,8, secciones de & que en ninguna parte son linealmente dependientes.
Definimos:

f: Bx R"—sE por f(bx)= X181(b) +..... +X,8,(b) . Evidentemente, f es conlinua y mapea
cada fibra del fibrado trivial Eg isomérficamente sobre la correspondiente fibrade . Por

consiguiente { es un isomorfismo de fibrados yes§ trivial.

Conversamente, supongamos que £ es trivial, con sistema de coordenadas (B,h),
definiendo:

s;(b)= h(b(0,...,0,1,0,...,0)) € Fy(&), (con 1 enel i-ésimo lugar). Resulta evidente que
81,..-,8, sonenninguna parte linealmente dependientes. Esto completa la pruebs.

Como una ilustracién, el fibrado tangente del circulo § '« R? admite una seccién en
ninguna parte cero, como se ilustra en la figura (las flechas llevan xe § a x+v, donde
s(x)=(x,v)=({X(,X4),(=X5,X,)), por consiguiente S Ves paralelizable.




Figura 4.1

Similarmente, la 3-esfera § > C R admite tres campuos vectoriales en ninguna parte
dependientes:
S;(x)= (x,8'(x)),
donde: .
S1'(X)= (X9, X s=XgoXa), S5(X)= (X3, X4, X(i~Ka)y S3'(X)= (—Xg—X3,X5.X ).

Por lo tanto, § 3 es paralelizable. (Estas férmulas proceden de la multiplicacién de
cuaterniones en R 4 ). En efecto, las tinicas paralelizables son para n=1,3,7. Esto est4
intimamente relacionado con la posibilidad de dotaral R" de un estructura de 4lgebra de divisién.

Se ha mostrado que IR" posee dicha estructura si sus esferas correspondientes son paralelizables.
De aqui se obtiene de forma topoldgica el teorema de Frobenius:

n s e . .
IR™ posee una estructura de dlgebra de division sélo para n=1,2,4,8; que son el dlgebra
de los mimeros reales, niimeros complejos, cuaterniones y octoniones o ndmeros de Cayley.

4.2 FIBRADOS VECTORIALES EUCLIDEANOS

Recordemos que una funcién p de valor real sobre un espacio vectorial de dimensién
finita V, es cuadrética si p puede expresarse en la forma:

p(v)=3 L(v) I(v),
donde |, y I'; son lineales. Cada funcién cuadritica determina un apareamiento simétrico y
bilineal:

VWea VW
VxVen R, donde V.W = 1/2(p(v+w)) — p(v) — p(w)).

Nétese que v, v =p(v). Lafuncién cuadritica i esilamada definida positiva si
w(v)>0, para v=0.

DEFINICION 4.2.1:

_ Unespacio vectorial euclideano es un espacio vectorial real V conjuntamente con una
funcién cvuadréitica definida positiva

wV—R
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El niimero real v, w serd llamado el producto interno de fos vectores v y w. El niimero
v . v=p(v) serd denotado también por | v | 2.

DEFINICION 4.2.2:

Un fibrado vectorial euclideano es un fibrado vectorial real E conjuntamente con un funcién
continua

wEE)—R

tal que la restriccién de y a cada fibra de £ es definida positiva y cuadrética. La funcién y misma
serd llamada una métrica euclideana sobre el fibrado vectorial E.

En el caso del fibrado tangente I'y4 de una variedad lisa, una métrica euclideana:

wbDM——R

es llamada una métrica Riemaniana; y M conjuntamente con J¢ esllamada una variedad

- - - * . . . * L 2
Riemaniana (En la préctica se requiere que y¢ sea una funcién lisa. La notacién p=ds” es usada
a menudo para una métrica Riemaniana.)

Ejemplos:

2

.

Al fibrado trivial Eg se le puede dar Ia métrica euclideana: p(b,x)= xlz +ot X

Yaque el fibrado tangente de R" es trivial, se si gue que la variedad lisa R " posee una métrica
Riemaniana estandar. Para cualquier variedad lisaM C R R P composicién

DMCDR" —t—R
convierte a M en un variedad Riemaniana.

A priori aparecen dos diferentes conceptos de trivialidad para fibrados vectoriales
euclideanos, sin embargo, el siguiente lema muestra que estos coinciden.

LEMA 4.2 1:

Sea € un fibrado vectorial de dimensién n sobre B, y sea i cualquier métrica euclideana

sobre £. Entonces existen n secciones S|»-+.s S, de E que son normales y ortogonales, en el
sentido de que

5;(b). s}(b) = 6”- para cadab & B. Porlo tanto E es trivial también como fibrado vectorial
euclideano.
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PRUEBA:

Sean 8'fyeny 8, M secciones cualesquiera en ninguna parte linealmente dependientes.
Aplicando el proceso de Gram-Schmidta s' 1 b),..., s'(b) obtenemos una base ortonormal para

F(E). Ya que las funciones resultantes: s [0 By SON claramente continuas, se completa la
prueba,

DEFINICION 4.2.3:

Sea (E,X,p) un fibrado sobre X y Y C X un subespacio, entonces (p_](Y), Y,p) esun
fibrado sobre Y se tlama la restriccién de Ea 'Y, v se suefe denotar por E/Y.

DEFINICION 4.2.4:

Sea (E,X,p) un fibrado sobre X, y f: Y ——= X unaaplicacion continua. Entonces f
induce un fibrado sobre Y, que lo denotaremos por (f*E, Y, p); donde
PE={(ex)eEx X [ ple)=f(x)}.

f induce ademds una aplicacién f*: f*E——E, tal que el siguiente diagrama conmuta

pE— L _E

> X

Ademds * restringida a cada fibra es lineal.

4.3 QOPERACIONES SOBRE FIBRADOS VECTORIALES

Las operaciones naturales sobre espacios vectoriales, tales como la suma directa y el
producto tensorial, pueden extenderse a fibrados vectoriales. La tinica cuestién molesta es cémo
topologizar los espacios resultantes. Se dard un método general para extender operaciones de
espacios vectortales a fibrados vectoriales, el cual permitird manejar estos problemas

Sea T un functor que transforma espacios vectoriales de dimensién finita en espacios
vectoriales de dimensién finita. Para simplificar, asumiremos que T es un functor covariante de
una variable. Por lo tanto, a cada espacio vectorial V, le asociamos un espacio vectorial T(V),
Diremos que T es un functor continuo, si para todo V y W, el mapeo

T:Hom(V,W)——Hom(T(V),T(W)),

es continuo.

Si &=(E,B %) es un fibrado vectorial, definimos e} conjunto T( E), como la unién:
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UT(EK) , ysi @E——>n, definimos T(@):T(E)——>T(m ), por los mapeos
1EX

T(p, 1 T(E,)—>T(M, ); siendomn =(F,B'x').

Debemos mostrar que T( &) tiene una topologfa natural, y, que en esta topologfa, T(®) es
continua.

Nota: A partir de aqui y para facilitar la notaci6n, se hard referencia al espacio topolégico del
fibrado en lugar del fibrado.

Se comenzard definiendo T(E) para el caso en que E es un fibrado producto. Si E=XxV,
se define T(E) como XxT(V) en la topologfa producto. Supongamos que F=XxW, y que:
@:E~>F, es un homomorfismo, Sea ®:X——Hom(V,W) e! mapeo correspondiente.

Ya que, por hipétesis, T:Hom{V,W)——Hom(T(V),T(W)), es continuo,
T@:X——=Hom(T(V),T(W)) es continuo, por lo tanto T(gp): XxT(V)——> XxT(W), también es

continuo. Si ¢ es un isomorfismo, entonces Tep serd un isomorfismo, ya que es continuo y un
isomorfismo en cada fibra. Ahora supongamos que E es trivial, pero no tiene estructura de

producto preferida. Escogemos un isomorfismo o:E——>XxV, y topologizamos T(E),
requiriendo:

T(a): T(E)———XxT(V) sea homeomorfismo.

Si f: E——XxW es cualquier otro isomorfismo, haciendo ¢ =ﬁa_‘ vemos que T(w) y
T(P) inducen la misma topologfa sobre T(E), ya que T( ¢ )nT(B)'I‘(oz_l ) es un homeomorfismo.
Por lo tanto, la topologfa sobre E no depende de la escogencia de . Ademds, si YCX, es claro
que la topologfa sobre T(E)/Y es la misma que sobre T(E/Y). Finalmente, si uE——>F es un

homeomotfismo de fibrados triviales, vemos que T(¢):T(E)———T(F) es continuo y, por lo tanto,
un homeomorfismo.,

Ahora supongamos que E es cualquier fibrado vectorial, entonces si U C X es tal que E/U
es trivial, topologizamos T(E/U) como antes. Topologizamos T(E) tomando para los conjuntos

abiertos estos subconjuntos V C T(E) tales que VN (T(E)/U) es abierto en T(E/U) para todo
abierto U C X, para el cual E/U es trivial. Se puede verificar facilmente que si YCX, la topologfa
sobre T(E/Y) es la misma que sobre T(E)/Y, y que, si ¢:E———F es cualquier homomorfismo,

T(@):T(E)——>T(F) es también un homomorfismo. Sif: Y ——X es un mapeo continuo y E es

un fibrado vectorial sobre X, entonces para cualquier functor continuo T, tenemos un isomorfismo
natural: f*¥T(E) =T*(E).

En el caso cuando T tiene varias variables, ambas covariantes y contravariantes, se procede
en forma similar. Por lo tanto, se pueden definir para fibrados vectoriales E y F, fibrados
correspondientes :

1) E ®F, su suma directa o suma de Whitney

2) E®F, su producto tensorial




3) Hom(E,F)

4) E* el fibrado dual de E

5) 2! (E), donde A es la t-ésima potencla externa.
También se obtienen isomorfismos naturales:

1) E®F~F ®E

2) E®F «F®E

3) E®(F'@F") ~ (EQF" )®(E®F")

4) Hom(EF) ~ E*®@F

5 AESR~®N(E)®N(F)

i+j=k

4.4 SUBFIBRADOS Y FIBRADOS COCIENTE

DEFINICION 4.4.1:

Sea E un fibrado vectorial. Un subfibrado de E es un subconjunto de E que es un fibrado
en la estructura inducida

Un homomorfismo g:F——E es un monomorfismo (respectivamente, epimorfismo) si
cada '

¢, :F,——FE, esunmonomorfismo (respectivamente, epimorfismo).

@F——FE es monomorfismo sy sélo si g*:E¥——F* es un epimorfismo. Si Fes
un subfibrado de E, y si q:F——E es el mapeo inclusién, entonces @ es un monomorfismo.

LEMA 4.4.1:

Si gF——=E esun monomorfismo , entonces ¢(F) es un subfibrado de E, y
¢p:F—>q(F)
es un isomorfismo.

PRUEBA:

@:.F——@(F) es una biyecciodn, asi que ¢(F) es un subfibrado, ¢ es un isomorfismo.
Solamente necesitamos mostrar que @(F) es un subfibrado. El problema es local, asf que es
suficiente considerar el caso cuando E y F son fibrados producto. SeaE=X x V,y seax € X;

elegimos W, CV el subespacio complementario a @(F,). G= X x W, esunsubfibrado de E.
Definimos
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8: FOG——>E por 8(a®b)= q(a) + i(b); donde i: G——>E es la inclusidn. Por construccidn,
8 , esunisomorfismo. Porlo tanto, existe una vecindad abierta U de x tal que 8/U es un

isomorfismo. F es un subfibrado de F®G, asi que 8(F) =(F) es un subfibrado de 8(F®G) = E
sobre U.

Nétese que en nuestro argumento, hemos mostrado mis de lo que hemos establecido.

hemos mostrado, que si :F—E, entonces el conjunto de puntos para los cuales ¢, esun

monomorfismo, forman un conjunto abjerto. También hemos mostrado que localmente un
subfibrado es un sumando directo.

DEFINICION 4.4.2;

Si F es un subfibrado de E, el fibrado cociente F/F es la unién de todos los espacios

vectoriales E,/F,, dada la topologia cociente. Ya que F es focalmente un sumando directo de E, se

ve que E/F es localmente trivial y por lo tanto, fibrado. Esto justifica la terminologia.

4.5 LA VARIEDAD GRASSMANNIANA Y LOS FIBRADOS UNIVERSALES

g . - . . 1 k+1
En geometria diferencial cldsica, uno encuentra la imagen esférica de unacurvaM C R,

Esto es la imagen de M! bajo el mapeo, t: M! —s sk que lleva cada punto de M' asu vector
tangente unitario. En forma similar, Gauss define la imagen esférica de una hipersuperficie

MKC gk como laimagen de MK bajo el mapeo; t:ME—n 5 que lleva cada punto de M a su
vector normal unitario.

. . . 1 k
Para especificar el signo del vector tangente o normal es necesario que M' o M" tenga
orientacion preferida. Sin embargo, fuera de esta orientacién, uno puede, no obstante, definir un

mapeo de [a variedad al espacio proyectivo complejo IP"

— ' t(x)
M .

. . . . .. . n
Mas generalmente, sea M una variedad lisa de dimension k, en el espacio coordenado IR .

Entonces a cada x € M uno puede asignarle el espacio tangente DM, C R ". Pensaremos de DM,
como determinando un punto en un nuevo espacio topolégico G(k,n).

Un fibrado vectorial canénico Yk( C ") sobre G(k,n) se construye como sigue.
Sea E:E(Yk( C"Yel conjunto de todos los pares: (k-subespacios de € ", vectoren el
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k-subespacio).
Este es topologizado como un subconjunto de G(k,n)x € . La proyeccién
mE-——>G(k,n) se define por: m(A,x)=Ay la estructura de espacio vectorial en la fibra sobre A

se define:

t!(A,x!) + t(A, Xo)=(ALt Xy +t5Xa)

LEMA 4.5.1:

El fibrado vectorial Yk( C ") construide de esta forma satisface la condicién de trivialidad
local.

PRUEBA:

Sea U la vecindad de un X, construido como en el lema 4.4.1, definimos el
homeomorfismo coordenado:
i Uxxy—> m(U)

Sea h(Y,x)=(Y,y) donde y denota el tinico vector en Y que es aplicado en x por la proyeccidn
ortogonal

pC n—-m-éxo, tdentificamos B(Y, )= (Y x+T(Y)x) y h“’(Y,y)=(Y.'p'y). mostrando que h y
™! son continuas.
Esto completa la prueba.

Dada unak-variedad lisa MC € ", el mapeo generalizado de Gauss
g M——=G(k,n)
puede definirse como Ia funcién que lleva cada x & M asu espacio tangente DM, € G(k,n).

Esta es cubierta por un homomorfismo de fibrados
gE)—EYNC "))
donde g{(x,v)=(DM,,v). Usaremos Ia notacién abreviada g: rM————*Y'k( C™). Esclaroque g y

g son continuas. No solamente fos fibrados tangentes, sino que ademads otros fibrado

k-dimensionales pueden ser mapeados en el fibrado Yk( C ") con tal de que n sea suficientemente
grande. Por esta razén Yk( € ™) esllamado fibrado universal .

TEOREMA 4.5.1:

Para cualquier fibrado k-dimensional & sobre un espacio base compacto B, existe un
homomorfismo de fibrados,
rE——yXC ")
con tal de n sea suficientemente grande.
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. k ) .
Para construir un homomorfismo de fibrados f:E——YYNC " ), es suficiente construir un
mapeo ‘

A m
fEE)—C

“que es Jineal e inyectivo (tiene Kernel cero) sobre cada fibra de £

La funcién requerida f, puede entonces ser definida por : f(e)=( ? (fibra sobre e), ? (e)). La
continuidad de f se verifica haciendo uso del hecho de que E es localmente trivial.

PRUEBA:

Escogemos conjuntos abiertos Uy,...,U, cubriendo B, asi que cada E/U; estrivial. Ya
que B es normal, existen conjuntos abiertos V...,V cubriendo B, con V i & U, (aqui \% ;

denotala cerradura de Vi)' En forma similar, construimos W[,...,WE_ con VVi CV;. Sea
A;: B—— €, denota una funcién continua que toma el valor | sobre W, y el valor 0 fuera de
Vi. Yaque E/U, estrivial, existe un mapeo
h;: J‘E—IUi——> ol
que mapea cada fibra de &/U; linealmente sobre € " . Definimos
h';: BE)—>¢ "
por: h'.(e)=0 para n(e) ¢ Vi h'i(e)z?&i(x(e))h-i(e) para m(e) € U; .

Evidentemente, h', es continua y es lineal en cada fibra. Ahora definimos

tEE)—C"®. . ®C" "~ ™

A A
por f (e)=( h'](e),...,h’r(e)). Entonces { escontinua y mapea cada fibra inyectivamente. Esto
completa la prueba.

4.6 VARIEDAD GRASSMANNIANA INFINITA

Un argumento similar se aplica si el espacio base B es paracompacto y finito dimensional.
Sin embargo, para interpretar con cuidado fibrados sobre espacios base mds exdticos, es necesario

. . .. n . . . . . .
asignar la dimensién de C " tendiendo al infinito, conduciendo a una variedad Grassmanniana
infinita: G(k, ).

Sea C el espacio vectorial consistente de todas estas sucesiones infinitas, x=(x X5, X3,.0.)
de nimeros complejos de los cuales todos excepto un ndmero finito de los x; son cero. Parak
fijo, el subespacio consistente de todos los X=(X,. 0 0Xg,0,0,...) serd identificado con el espacio

coordenado C ¥, Por consiguiente, C 'c ¢? c c?c .. con unién C~,
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DEFINICION 4.6.1:

La variedad Grassmansiana infinita  Ok=0(k,C " )=G(k,) es el conjunto de todos
los subespacios lineales k-dimensionales de € ", topologizado como el fmite directo de ia sucesidn

Gk(C Me Gk € ™Y cok( ¢ "He..,

Ein otras palabras, un subcm(lij unto de Gk es abierto (cerrado) 1 y sdlo sf es la interseccidn
con G{k,n), que es abierto (o cerrado) como un subeonjunto de G(k,n). Bsto tiene sentido, ya
que Glk,o0) es igual a ln unidn de loa subeonjuntos Gek,n).

" 1 ) H ) ) E i & m Lo L) .. 1]
Como un caso especial, el espacio proyectivo infinito P~ = G{C™), esigual al lmite
directo de la sucesidn

En forma similar, €™ puede ser topologizado como el fmite directo de la sucesién

c'c ¢rc cic..,

DEFINICION 4.6.2;

Un librado candnico Y* sobre Gn(V) se construye justamente, como en el caso finito-

dimensional, como sigue: sea E(Y" ) C Gn(Vix €%, el conjunto de lodos los pares

n L] L]
(n-planosen € 7, vector en ¢l n-plano) topoelogizado como un subconjunto del producto
cartesiano.

Se define, m: B(Y" )———> Gn(V), por a(A,x)=A, yla estructura de espacio vectorial en
las fibras, como antes.

LEMA 4.6.]:

El fibrado vectorial Y" satisface la condicién de trivialidad local.

La prueba es esenciaimente la misma, como en el lema 4.5.1,
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Nota:
para algunos propdsitos, como en la K-teoria, se pttede definir la Grassmanniana, Gn(V),
como el conjunto de todos los subespacios de V, de codimensién n; esto es particularmente
titil cuando V es un espacio de dimensién infinita.

DEFINICION 4.6.3:

Sea V un espacio vectorial, y sea FC G(k,n)xV, el subfibrado consistente de todos los

puntos (A,v) tal que v e A. Entonces, si E=(G(k,n)xV)/F, es el fibrado cociente, E, se llama el
fibrado de clasificaciéon sobre G(k,n). Este fibrado posee la propiedad siguiente:

Dado un fibrado n-dimensional E sobre X, compacto, existe un espacio vectorial V y un
epimorfismo de fibrados

¢ Xx V—-—>E,
tal que , si ¢, es la restriccidn de la fibra de x, entonces

¢, —>Ker @,

define un aplicacién continua,
f: X ——Gn(V),

llamada la aplicacién inducida por el epimorfismo ¢, Entonces, si E(F) es el fibrado de

clasificacién sobre la Grassmanniana Gn(V), E es isomorfo a f*(E(F)); de acuerdo con el siguiente
diagrama:

En K- teorfa se definen, para un espacio topolégico compacto, Vect(X) el conjunto de
todas las clases de isomorffa de los fibrados vectoriales sobre X y Vect (X)), al subconjunto de

Vect(X) de los fibrados de dimensién n. Entonces, la suma de Whitney en el conjunto de los

fibrado, induce una operacién binaria @ sobre Vect(X) que lo dota de una estructura de semigrupo
abeliano . En Vect (X) existe un elemento distinguido que es Ia clase del fibrado trivial de
dimensién n.

PROPIEDADES DE VECT(X)

1) Toda aplicacién continua f:X ——Y induce una aplicacién {*:Vect(Y)—= Vect(X) .
2) Sila aplicacién es una homotopfa equivalencia, entonces f* es biyectiva,
3) Si X es contractible, todo fibrado sobre X es trivial y Vect(X) es isomorfo al semigrupo de

los enteros no negativos.
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4) 5i Y es un subespacio cerrado y contractible de X, entonces Ia aplicacién f:X—s X/Y,
induce una biyeccidn {™:Vect(X/Y)——s Veet(X).

Paralainterpretacién de Vect (X), se procede de la si guiente forma: sea V un espacio
vectorial cualquiera y consideremos la Grassmanniana Gn(V), consistente en el conjunto de todos

los subespacios de V de codimension n. Si sobre V estd definida una métrica hermitiana, cada
subespacio de V induce un operador de proyeccién. Este define una aplicacidn:

Gn(V) =2 End(V),
y dotamos a Gn(V) de la topologfa inicial inducida por ésta.

Se puede mostrar que esta topologfa no depende de la métrica escogida para V.

Consideremos anora la proyeccién

C m C -1
definida por

(zl,...,zm)H (2 oZyy )

Esta induce aplicaciones continuas

ip_y: G(C ™ )——>Gn(C ™)
Si E(m) denota el fibrado de clasificacién sobre Gn(C ™), entonces
i* _(E(m)) ~ E(m-1).
Lafamilia {Ga(C ™). iyt ME Z"; forma un sistema inductivo el cual induce uno de los

conjuntos de homotopia [X . Gn(C ™)]. Entonces se puede formar el limite inductivo o directo

I

m . m
n - 1X-Gn(T) Yy se puede mostrar que se tiene un isomorfismo

Him

i [X-Gn(C" ) —mm-a-Vec[n(X),

inducido por la aplicaci6n, definida por:
f-—1*(E(m)),

donde f:X——=Gn(C ™).

El limite inductivo conmuta con ef functor [ X}, cuando X es compacto. Ahora, dado X
compacto, le podemos asociar el semigrupo abeliano ( Vect(X), ®@). entonces podemos definir

KX):=K(Veet(X)) el grupo de Grothendieck asociado al semi grupo Vect (X).
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Si consideramos al semigrupo dotado, ademds de la operacién @, inducida por el producto

tensorial de fibrados, entonces ( Vect(X), ®,®) es un semianillo, y K(X) posee la estructura de
anillo, y se llama el anillo de Grothendieck asociado a X.

En esta forma hemos presentado una de las més importantes aplicaciones del fibrado
universal,




1y

2)

3)

4)

5)
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CONCLUSIONES

La Grassmanniana G(k,n) es una variedad topolégica de dimensién compleja
k(n-k), compacta y conexa.

La Grassmanniana G(k,n) es una subvariedad proyectiva del espacio proyectivo

complejo de dimensién N:(E) - 1.

La Grassmanniana G(k,n) es una variedad diferenciable.

Bajo la inmersion de Pliicker, las Grassmanniana G(k,n) queda completamente
determinada por un sistema de ecuaciones cuadréticas.

La Grassmanniana G(k,n) es el espacio base de un fibrado vectorial unjversal.

s
AR '—:“33:_"5-3“‘%._ _..J
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