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RESUMEN

Se presenta un estudio de la dispersion neutrino-electréon para el caso en que el neutrino
incidente tiene una energia muy baja, del orden de la energia de ligadura entre el electron
y el niicleo atomico. En particular tratamos el caso mas simple de un electrén en un atomo
de Hidrégeno y presentamos una forma general de describir una interacciéon en que el
electron en el estado base salta a un estado libre, debido a su interacciéon con el neutrino.
En este problema, el electrén libre se representa como una superposiciéon de estados ligados.
Como resultado final presentamos las reglas de seleccion, en la aproximacion dipolar, es

decir, los términos que daran la mayor contribuciéon en esta dispersion.

Si bien este es un problema académico, existen diversas propuestas experimentales que
se estan planteando el estudio de esta dispersiéon a muy bajas energias. Por lo tanto este

problema podria ser de interés en investigacion de frontera en el futuro.

IX






OBJETIVOS

» General

Realizar un estudio a muy bajas energias de la dispersion del neutrino con un electréon

ligado a un atomo de hidroégeno, considerando una fuente artificial de neutrinos.

= Especificos

1.
2.

Describir la interaccién entre el neutrino y el electron.
Analizar y describir el Modelo Estandar de interaccion electrodébil.

Estudiar las reglas de seleccion de la dispersiéon de un fotén con un electron
ligado a un atomo de hidrégeno bajo consideraciones relativista y no relativista,

tomando en cuenta la aproximacion dipolar.

Encontrar las reglas de seleccion de la dispersion de un neutrino con un electréon

ligado a un atomo de hidrogeno a muy bajas energias.
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INTRODUCCION

El Modelo Estandar se establecit a finales de los sesentas y desde entonces ha tenido
gran éxito en la prediccion de observables experimentales, tal vez la tinica excepcién sea
la masa de los neutrinos, la cual se postulé como cero. La fuerte evidencia experimental
de una masa del neutrino distinta de cero de los datos obtenidos de experimentos con
neutrinos solares [1], de la atmosfera [2], de reactores [3] y de aceleradores [4] fue, quiz4,
el mayor logro reciente en astroparticulas, altas energias y fisica nuclear. Esto establece

fuertes indicios de que el Modelo Estandar de las interacciones electro-débiles es incompleto.

Actualmente existen diversas propuestas experimentales para conocer la matriz de
masas de los neutrinos y para probar distintas propiedades de los neutrinos tales como su
momento magnético. Muchas de la propuestas plantean el estudio de las interacciones de
neutrinos de muy altas energias como es el caso de los experimentos con aceleradores o con
rayos cosmicos ultra-energéticos. Por otro lado, existen también propuestas experimentales
con neutrinos de muy bajas energias (decenas o centenas de KeV) provinientes de reactores
o de fuentes radiactivas artificiales; tal es el caso de NOSTOS (Neutrino OScillation
Tritium Outgoing Source) [5], y MAMONT (Electron Antineuntrino Magnetic Moment
with Tritium Source) [6]. Para este tipo de experimentos que se realizaran en un futuro, la
energia de ligadura de los electrones serd de gran importancia |7,8], especialmente para
atomos como el germanio en donde las capas internas tienen una energia de ligadura
similar a la del neutrino incidente. El estudio de este tipo de dispersion ineléstica se ha
abordado de manera incipiente en algunos articulos y dada la importancia que tendra para

los experimentos futuros esta completamente justificado el estudio de este problema.

Como una primera etapa se plantea en este trabajo de graduacion un caso més sencillo,
el estudio a muy bajas energias de la dispersiéon del neutrino con un electrén ligado a
un atomo de hidrégeno, en lugar de un gas noble o un semiconductor como el gemanio.
Este caso tiene la ventaja de que la funcién de onda tiene una solucién analitica conocida.

Esto nos permitira centrarnos en estudiar con detalle la fisica de la dispersion ineléastica,
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intentando encontrar reglas de seleccion sencillas para el salto del electron a los distintos
niveles de energia tal como sucede en el ejemplo clasico de las transiciones al nivel base
desde niveles de energia excitados. El problema se puede resolver tanto analitica como
numéricamente, permitiendo asi tener el problema bajo control antes de pasar a estudiar

un caso cuya soluciéon solo se puede dar de manera numeérica.

En la descripcion de este tipo de dispersion, el electron se puede representar como
una combinacion lineal de las funciones de onda del atomo de Hidrogeno. Para este
caso concreto encontraremos las reglas de seleccion en la aproximacion dipolar. Si bien
este es un problema académico, servird como un ejemplo muy interesante de trabajo de
investigacion original. Ademas, la experiencia adquirida en el estudio de este problema
deja como perspectiva el abordar el problema mas actual de la descripcion de la dis-
persion en el caso de una transiciéon al continuo, e incluso abre también la posibilidad

de estudiar el caso de un electron ligado a &tomos més complejos como el Helio o Germanio.

A fin de llevar a cabo este trabajo hemos tenido que hacer primero una revision de
distintos temas que se pueden hallar en la literatura, pero que hemos decidido incluir en el
presente trabajo de graduacion, a fin de mostrar un escrito que sea autocontenido y que
pueda ser ttil al lector como referencia. Para este proposito hemos incluido en el capitulo 1
una breve descripcion del Modelo Estandar de particulas elementales. Después de esta
discusion, serd necesario revisar también, antes de discutir el caso ligado, la dispersion
neutrino-electrén para el caso tipico de un electrén libre, la cual se dara en el capitulo 2,
a lo cual seguira la discusion del capitulo 3 sobre las reglas de seleccion para el atomo
de Hidrégeno en el caso caso clasico de una interaccion electromagnética. Con todos
estos elementos ya discutidos podremos pasar finalmente al caso que nos interesa de la
dispersion inelastica del neutrino con un electréon en un estado ligado de un atomo de
Hidrégeno, cuyos resultados se presentan en el capitulo 4. Por ultimo, al final de esta tesis

se presentaran las conclusiones y perspectivas.
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1. MODELO ESTANDAR DE INTERACCION
ELECTRODEBIL

El Modelo Estandar ha sido enormemente exitoso al describir y predecir los datos
experimentales. Este modelo contempla una invariancia de norma local con simetria

SU(3) @ SU(2)r, ® U(1)y la cual contiene tres generaciones de leptones y quarks.

Tabla I. Contenido fermionico del Model Estandar

1% Familia 2 Familia 3 Familia
U c t
d S b
Ve v, Uy
e 1 T

El grupo SU(3), describe la interaccion fuerte la cual tiene ocho bosones de norma lla-
mados gluones con diferentes ntimeros cuanticos de color, la teoria que surge de este
sector se conoce como cromodindmica cudntica y los tinicos fermiones que son sensibles
a esta interaccion son los quarks. El sector SU(2);, ® U(1)y describe las interacciones
eléctromagnéticas y débiles, llamadas de manera colectiva interacciones electrodébiles, las
cuales tienen cuatro bosones de norma (W=, Z° y v). Las interacciones eléctromagnéticas
y débiles se unifican a altas energias obteniendo, entre otros resultados, la mezcla del
boson de norma neutro de SU(2),, y el bosén de norma de hipercarga U(1)y. A bajas

energias, esta simetria estd rota, si bien permanece vigente una simetria U(1)q.

A continuacion describiremos algunos de los ingredientes fundamentales del Modelo

Estandar, el cual sera un ingrediente basico de el presente trabajo de graduacion.



1.1. Lagrangianos y ecuaciones de onda

En la mecénica clasica las ecuaciones de movimiento de una particula se pueden obtener

de las ecuaciones de Lagrange

d /0L oL
el _ =0. 1.1
de (8%> 0q; 0 (1.1)

Haciendo referencia a [4], podemos extender el formalismo de un sistema discreto a un

sistema continuo ¢(z,t), con lo cual el lagrangiano se transforma a

L(gi, Gist) — L <¢7 ik ) : (1.2)

-, mu
0z,

donde el campo ¢ en si mismo es una funcién de paramentros continuos z,, y la ecuaciéon

0 oL oL
Oz, <8(6¢/8xu)> T 0, (1.3)

que es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange, y a L se le llama la densidad lagran-

(1.1) se convierte en

giana.

Si elegimos el lagrangiano y éste es un escalar de Lorentz, la ecuacion de movimiento

(1.3) sera covariante. Observemos que si sustituimos el lagrangiano

1 1
£ = 5(0,8)(0"9) — Sn*e? (14)
en la ecuacion (1.3) tenemos la ecuacion de Klein-Gordon

9,0"¢ +m?p = (O* + m?)p =0 (1.5)

De manera similar ocurre para la ecuaciéon de Dirac

(178, — m) = 0 (L6)
que puede ser obtenida del lagrangiano
L= i@%a“?ﬂ - m@w (L.7)
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Para cada lagrangiano corresponde un conjunto de reglas de Feynman: se asocian
con los términos de lagrangiano un conjunto de propagadores y factores de vértice, los
propagadores son determinados por los términos cuadraticos en los campos, los otros
términos del lagrangiano son asociados con vértices de interaccion, el factor de vértice de
Feynman esta dado por el coeficiente correspondiente al término en ¢£ conteniendo los
campos interactuantes. Por ejemplo, la corriente del electron esta dada por j* = —eipyta)

y entonces el término de interacciéon iL es
iL =+ —iey"hA,

donde reconocemos el coeficiente (iey*) de los campos interactuantes EQXJAH como el factor

de vértice de la electrodindmica cuantica.

El lagrangiano clasico ahora es cuantizado. Campos tales como ¢ y A, se consideran
ahora como operadores que describen la creaciéon y aniquilaciéon de particulas. Las interac-
ciones son calculadas por la evaluacion de una serie perturbativa en iL;,;, los términos de
interaccion L. El resultado final puede ser traducido al conjunto de reglas de Feynman

las cuales describen el formalismo perturbativo.

1.2. Simetrias y leyes de conservacion

Una de las ideas més profundas de la fisica tedrica es que las interacciones estan regidas
por principios de simetria. Este principio se usa en el Modelo Estdndar y ademés, una
gran parte de las teorias méas alla del Modelo Estandar toman como hipotesis que todas
las interacciones de las particulas pueden ser descritas por simetrias de norma locales,
es decir, con la idea de que las cantidades fisicas se conservan en regiones locales del

espacio y no solo globalmente. En esta secciéon daremos una breve discusion sobre estas ideas.

Haciento referencia a [4], se establece que la invariancia bajo traslaciones, desplaza-
mientos temporales, rotaciones conducen a la conservaciéon del momento, la energia y el
momento angular. Mas que el estudio de estas leyes de conservacion queremos describir
aqui transformaciones de simetria internas que no mezclen campos con propiedades espacio-

temporales (transformaciones que conmuten con las componentes del espacio-tiempo de
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la funcion de onda). Por ejemplo, un electron es descrito por un campo complejo y la

inspeccion del lagrangiano (1.7) muestra que es invariante bajo la transformacion de fase

P(x) — e(x), (1.8)
donde « es una constante real que ademaés participa en las transformaciones
0 el x
W = 0 (@) (1.9)
Y — e Y.

La familia de transformaciones de fase U(z) = €' donde un parametro o puede correr
continuamente sobre todos los ntimeros reales, forman un grupo unitario Abeliano conocido

como grupo U(1).

La invariancia U(1) de £ no es de manera alguna trivial pues, a través del teorema de
Noether, implica la existencia de una corriente conservada. Para observar esto, basta con

estudiar la invariancia de £ bajo una transformacion U(1) infinitesimal

¢ — (1+ia)y (1.10)

La invariancia requiere que el lagrangiano permanezca sin cambios, esto es,

oL oL —oL — oL
=0L=—0+ ——0 0p— +0 -
L. L
= %(zaw) + (%G—M(ZQ@HW +-- (1.11)

=5 o ()l - (o) -

El término en paréntesis cuadrado es idéntico a cero debido a la ecuacion de Euler-
Lagrange (1.3) para 1, y de manera similar para 1. Asi, la ecuacion (1.11) se reduce a

una ecuaciéon de corriente conservada
.
Dt = (1.12)

donde, utilizando la ecuacion (1.7),




El factor de proporcionalidad se elige tal que j* concuerde con la densidad de la
corriente electromagnética de un electron de carga —e. De la ecuacion (1.12) se sigue que

la carga
Q= /d3:z:j0 (1.14)

debe ser una cantidad conservada debido a la invariancia de fase U(1).

La ecuacion (1.8) implica que la fase o no es medible, no tiene significado fisico, y
puede elegirse arbitrariamente. « es una constante, de manera que una vez fijada es igual
para todo el espacio-tiempo. Estariamos, por tanto, hablando de una invariancia de norma
global. Esta es la invariancia mas general aunque seria mas satisfactorio si o pudiera ser

diferenciada punto a punto en el espacio tiempo, esto es, @ = a(x).

La generalizacion de la ecuacion (1.8) a la expresion

() — (), (1.15)

puede realizarse. Aqui a(x) depende del espacio-tiempo de una manera completamente
arbitraria. Esto es conocido como invariancia de norma local. Sin embargo, notemos que el
lagrangiano de la ecuacion (1.7) no es invariante bajo tales transformaciones locales de

fase. De (1.15) podemos obtener
W — ey, (1.16)

de manera que el ultimo término de £ es invariante; sin embargo, la derivada de ¥ no

cumple con (1.15), sino que mas bien toma la forma
O, — @b (x) + i @pd,a (1.17)

y el término J,a rompe la invariancia de L.

Si se intenta imponer una invariancia al lagrangiano bajo transformaciones de norma
locales, se debe buscar una derivada modificada D,, que se transforme covariantemente
bajo transformaciones de fase. Se debe introducir un campo vectorial A, con propiedades

de transformacion tales que compensen el término no deseado en (1.17), esto puede ser
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realizado usando la siguiente definiciéon
D, =0, —ieA, (1.18)

donde A, se transforma como

1
Ay = Ayt 0,0 (1.19)

Por lo tanto, la invariancia del lagrangiano (1.7) es obtenida reemplazando d,, por D,
L = iy, D" — miy

_ _ (1.20)
= p(i7,0" —m)Y + ey P Ay

De ahi que por demandar una invariancia de fase local, nos hemos visto forzados a
introducir un campo vectorial A,, llamado campo de norma, el cual se acopla a una
particula de Dirac de carga —e en exactamente la misma forma como el campo de un
foton. Ademas, el nuevo término de interaccion en (1.20) puede ser escrito como —j,A,,

donde j* es la densidad de corriente.

Puesto que estamos considerando a este nuevo campo como un foton fisico, entonces
debemos agregar al lagrangiano un término correspondiente a la energia cinética, analogo
a 3(9,0)? en (1.4). Como el término cinético debe ser invariante bajo (1.19), éste puede

solamente contener un tensor de campo invariante de norma

F, = 0,4, — 0,A,. (1.21)

Todo esto nos lleva al lagrangiano de Electrodinamica Cuantica

_ — 1
L =1Y(iy"0, — m)p + ey A — ZLF”VFW' (1.22)

Una vez obtenido este lagrangiano de interaccion para la electrodinamica que esté
basado en una simetria de norma U(1)g, podemos revisar, en la siguiente seccion, el caso
electrodébil, el cual como veremos, esta descrito por una simetria de norma SU(2),®U(1)y.
Esta ultima simetria esta espéntaneamente rota por medio del mecanismo de Higgs, el
cual da masa a los bosones intermediarios de las interacciones débiles W+ y Z°.

En esta tesis no discutiremos el mecanismo de Higgs, pero si haremos una revision del
lagrangiano de interaccion electrodébil, que es un ingrediente basico para calcular la

dispersion neutrino-electron.



1.3. Interacciones electrodébiles

Cuando las interacciones débiles fueron por primeras vez descritas tedricamente por
Fermi, hacia 1933, se postularon para tener una estructura similar a las interacciones en
electrodinamica cuantica. Sin embargo, a raiz de los experimentos realizados por la doctora
Chien Shung Wu en 1956, se encontré que las interacciones débiles violan paridad por lo
que existe una diferencia estructural entre los factores de los vértices electromagnéticos y
los débiles. Para describir esta violacion de paridad se tiene que modificar la descripcion
del acoplamiento del bosén intermediario. Asi, en el caso del acoplamiento W+ se tiene
una estructura y#(1 — 7°) en lugar de la estructura v* de la interaccién electromagnética

mediada por el foton.

Tomando las referencias [2| y [4], se bosquejara la teroria de interaccion electrodébil.
Podemos absorber la matriz (1 —~°) dentro del espinor de la particula. Especificamente,

definimos ) ;
up = %u(p) (1.23)

el subindice (L) significa "parte izquierda”. Si bien u, en general no es un eigenestado de
la helicidad

Pulp) = ( ZON >u<p>, (1.24)

Yulp) = (B~ X)u(p) (1.25)
donde (p - X) es la helicidad, con eigenvalores 1, de modo que
1 0, helicidad 4+ 1
(1 = ~ulp) = ’ 1.26
2( 7 )ulp) { u(p) helicidad — 1 } (1.26)

De forma mas general, %(1 — 7%) funciona como el operador proyeccién, dando la

componente de helicidad —1 de u(p).

Para el caso de la antiparticula se tiene

Yv(p) = —(p- X)v(p). (1.27)



Por esta razon definimos

I+
vr(p) = —5 20 (p) (1.28)
y la correspondiente parte derecha
14+ 1—7
ur(p) = — “u(p) vr(p) = 5 20 (p). (1.29)

Considerando para empezar, la primera familia de leptones, introducimos el doblete

izquierdo

1-— Ve _ _ 1+
XL = 275 ( ) ) XL = (Veve) 275 (130)
e

Tambien hay una componente derecha de los leptones. La parte derecha del neutrino

no existe en el modelo estandar, por lo tanto los leptones derechos son representados por

Xk = <1 ;75> e. (1.31)

A partir de esta discusion, y sabiendo que la estructura de la corriente débil es, como

singletes

ya mencionamos, de la forma v*(1 — +®), podemos definir la corriente cargada como
i = ey (1= 9") + ey (1 = °)e = 2X 7" Texr (1.32)

donde las matrices 71 son una combinacién lineal de las dos primeras matrices de Pauli,

Ty = 5(n £ im).

Si bien la corriente (1.32) describe las corrientes débiles cargadas, hay que tomar en
cuenta que en 1973 la colaboraciéon Gargamelle observo por primera vez las corrientes
neutras, predichas por el Modelo Estandar de Glashow, Weinberg y Salam.

Podemos incluir de manera natural estas corrientes, si tenemos una tercera corriente que

: . .1 (10
incluya a la matriz de Pauli 573 = 3 0 1 :

) _ 1 1
J:l; = —XY'maxL = —=vY'vL — zepyfer (1-33)

2 2
Agrupando las corrientes, contruimos la corriente débil de isoespin

. 1_
= §XL7“TXL (1.34)



mientras que la corriente electromagnética estara dada por

Jb = evte

em

" 00 1 o Ak
= XLY 01 xr + barxry*xr + XrY'Xr (1.35)

1 _
= xw’*(i — 73)XL + XrY XR

Podemos definir ademaés la corriente débil de hypercarga, la cual estd dada por

: , R _
Jy = Jbm = J5 = 5X7"X0 + Xr7" X (1.36)
Otra forma de obtener estas corrientes sera a través de la simetria SU(2), ® U(1)y en

donde los leptones tienen los ntimeros cuanticos expresados en el cuadro II.

Tabla II. Familia de leptones con los niimeros cuanticos de carga @), isospin 7', hipercarga Y

y tercera componente de isospin T3, (Q =15 + %)

Leptones Q (T, T3) Y
Ve,V Vr 0 (1/2,4+1/2) -1
er, b, 7, -1 (1/2-1/2) -1
€Rr, bR, TR -1 0 -2

En este caso describimos la corriente de isoespin débil, como un acoplamiento de
magnitud ¢ a un isotriplete débil mediado por el boson W, generador del grupo SU(2),
mientras que la corriente débil de hipercarga se acopla con una magnitud ¢'/2 a un

isosinglete mediante el boson B (que es un generador del grupo U(1)y)
—ilgj-W +9—,'YB (1.37)
1 |9j wt 50n Bal - :
En esta estructura estan contenidas las interacciones electrodinamicas y débiles. El
producto punto puede ser escrito en términos de las corrientes cargadas jff = ji + iji
definidas en la ecuacion (1.32)

_ 1 | [P
o WH = Ej:W: + i W, + oW (1.38)



donde .
Wy = %(le TFiW?) (1.39)

son las funciones que representan las particulas W=.

Una vez obtenida la parte cargada, podemos también obtener de (1.37) la corriente de
hypercarga (1.36) asi como la corriente electromagnética. Para obtener este resultado, los
dos estados neutros, W3 y B, se mezclan produciendo una combinacién lineal de un bosén
sin masa A, (el foton), y su combinacion ortogonal con masa (Z}):

A, = B, cos Oy + Wj’ sin Oy

(1.40)
Z2 = —B,sinty + Wj’ cos By .

Podemos comparar el resultado de sustituir esta rotacion en (1.37) con las corrientes
electromagnética y débil mostradas més arriba. Notaremos que la forma de las corrientes

es la misma si fijamos los acoplamientos ¢ y ¢’ en términos de e y 6y, como

e = gsin Oy = ¢ cos Oy . (1.41)

La constante de acoplamiento para Z° es entonces

€ g
sin Oy cos By cosf’

gz (1.42)

Utilizando la relacion (1.40), la densidad lagrangiana de interaccion se puede expresar

ahora como
L= % [e7"(1 = 7°)7 + 7y (1 — 77)é]
" Cosg g L1 T (Tg — Q7 sin® 6’w) + fry" fr (—Q7 sin” Ow) ] Z, (1.43)
+eQ! (fy" Ay

donde hemos definido como f al fermién y como T; y @/ su tercera componente de

isoespin y su carga, respectivamente.
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2. INTERACCION NEUTRINO-ELECTRON

Una vez revisado el Modelo Estandar de particulas elementales pasaremos en esta
seccion a revisar la dispersion del neutrino con un electrén libre, para después pasar al

caso de mayor interés para esta tesis, que es el caso de un electréon ligado.

2.1. Dispersion

Antes de estudiar la seccion eficaz de la dispersion neutrino-electrén veremos algunas
generalidades acerca de como calcular las secciones eficaces, empezando con la cinemaética

del céalculo.

2.1.1. Cinemaética

Empecemos por recordar que la energia E y el vector p de una particula de masa m for-

man el cuadrivector de momento p = (E, j), que cumple con la ecuacion p? = E*—|p?| = m?.

La velocidad de la particula esta dada por G = %.

La energia y el momento (E*, p*) vistos desde un sistema en movimiento con velocidad

)0 ) 2
P =By vy |

y Py = pr , donde vy = (1 — ﬁ?)% y pr(p)) son las componenetes de p’ perpendiculares

B¢ estan dados por

(paralelas) a [3;.

El producto escalar de dos cuadrimomentos p; - po = E1 Ey — p1po es invariante.
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Considerando ahora la colision de dos particulas de masas my y mso, podemos notar
que la energia total del centro de masas puede ser expresada en términos de los invariantes

de Lorentz 1
Ecm = [(El + E2)2 - (ﬁl +ﬁ?)2]§ (2 2)
Ecm = [mf + m% + 2E1E2(1 — 61ﬁ26089)]% '
donde € es el dngulo entre las particulas. En un marco de referencia en el que la particula

dos esté en reposo (sistema de laboratorio)

_ __Pirap _ Eipaptmo 2.3
/ch Eipapt+ma’ ,ycm Eem ’ ( ’ )

El momento en el centro de masas de la particula 1 y 2 es de magnitud

Pem = PLab g:t (2.4)
Es til notar también que
EendEey = madEiLan = maf1dpLay (2.5)
2.1.2. Seccion diferencial eficaz
La definicion de la seccién eficaz esta dada por
o Wi X namero de estados finales (2.6)

B flujo inicial
donde Wy; es la tasa de transicion por unidad de volumen

_ Tl

Wy ==

y T¥; es la probabilidad de transicion. Estas cantidades estan relacionadas con la amplitud

invariante de la siguiente forma:

(27T)454(P3 + P4 — P1 — P2)|M|2
V4

Tfi - —iN3N4N1N2 (27)

en el caso de la dispersion 1 + 2 — 3 4+ 4. Las cantidades Ny, ..., N4 son los factores de

normalizacion de la funciéon de onda y V es el volumen.

12



Es importante mencionar que en (2.7), las funciones delta vienen de la integracion

sobre el espacio cuando escribimos explicitamente la funcién de onda de una particula libre

¥(z) = Nu(p)e "

el significado fisico de estas funciones delta es la conservacion de la energia y el momento

en una dispersion eléstica.

Para el caso de una particula libre es comun fijar la normalizacién de la funciéon de

una particula libre ¢ = Ne®® como 2F particulas en un volumen V'

/V pdV =2E (2.8)

donde p = 2E|N|? es la densidad de probabilidad y entonces Ny, ..., Ng = 1//V

La teoria cuantica restringe el nimero de estados de un volumen V' con momento
d3p para que sea Vd®p/(2m)% y como tenemos 2F particulas en un volumen V', entonces
para las particulas 3 y 4 dispersadas en elementos de momento d®ps, d} tendremos que el
numero de estados finales estaréd dado por

Vd3p3 Vd3p4
(27T)32E3 (27T)32E4

Por otro lado, el flujo inicial estara dado por

2F, 2F,
Urel 75—

vV VvV

donde v, es la velocidad relativa.

Finalmente podemos escribir la seccion diferencial eficaz

_ M

d
7T F

d@ (2.9)

donde dQ es el factor de fase del invariante de Lorentz

& a8

dQ = (2m)"6 (ps + pa — 1 — p2) (2m)32E;5 (2m)32E,

(2.10)
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y el flujo incidente F = v,,2F;2F5 donde la velocidad relativa v, estd dada por la

expresion

ElEZ/UTel = \/(pl : p2)2 - m%m% (211>

En el sistema de laboratorio, con msy en reposo,

\/(pl ~p2)2 - m%m% = M2P1Lab

mientras que en el sistema de centro de masas

\/(171 'P2)2 - m?mé = plcm\/g'

Los invariantes de Lorentz estan definidos por

s = (p1+p2)* = (ps+ pa)?

o (2.12)

s =mi +m3+ 2E1Ey — 2y - P

t=(p1—ps)* = (p2 — pa)? (2.13)

t=m?+ms—2E,E3 — 2p) - P3 |

2 2
= — - +

u (p; p43 (p2 + p3) o (2.14)

u=mi+mj—2E,Fys+ 2p; - py
y satisfacen

s+t +u=mi+mj+mj+mj (2.15)
y la seccion diferencial eficaz estd dada por

2) 454 _ — d3 d3
Qo — 2010 (ps +pa—pr—ps)  dps DL TR (2.16)

4E1 Egvrel 2E3(27T)3 2E4(27T)3

de la delta del Cuadrimomento, 54 (pg +ps—p1 —pg) = (ﬁg +ﬁ4 —[71 —ﬁg)é(E?, +E4 — E1 — EQ),

la integral sobre d®ps se resuelve con la funcién delta de momento, de modo que

—

s =Py + Do — Pa, Bz = /(DL + Do — Pa)? + m?

Utilizando el marco de referencia del centro de masas, |p)| = |ps|, y haciendo d®p, =
pidp,dQ

d
4 642 Fy oy Es 40y

| M2 (2.17)
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Haciendo ahora la sustitucion FydE; = |py|dps y tomando la velocidad relativa en el

E1+FEy

marco de referencia del centro de masa, v, = T P

1 §(Es+\/E} —m2 +m3 — By — Ey)|pa|dE,dQ

do =
77 Gan? NCTAA

(2.18)

y si utilizamos la relacion

] S tate o = Lgm%}ﬁ

ox - 8E4 N E3 a E3
vemos que la seccion eficaz diferencial respecto a un diferencial de angulo solido, para la

dispersion 1 4+ 2 — 3 + 4 es

con

d_U L ]p4!
dQ — 6472s |py|

|M|? (2.19)

también es muy 1util la representacion de la seccion eficaz diferencial respecto a un diferencial
de energia dFy
do 1 dpy

= dQ|M|? 2.2
dE4 6471'28“71‘ dE4 | ’ ( 0)

Expresando la seccion eficaz en términos de energia, e integrando sobre el dngulo solido

se tiene
do 1 E4

= M| 2.21
I8, Toms BB =D 220

2.2. Seccion diferencial eficaz para la dispersion neutrino electréon

Vamos a determinar la amplitud de Feyman, M. Primero vamos a considerar la

dispersion neutrino-electrén, donde el propagador es el boson Z°
_ Gr 5 — 5
Mzo = 7[“37 (1 = "))y (Gv — Gay”)us] (2.22)

donde
1 1
Gy = T¢ — 2Q°sin® by = —5—25m29W Ga=T5 = -5 (2.23)
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El término que sera necesario para la seccion eficaz es el cuadrado de la amplitud, | M |?,
el cual esta dado por
2

G
RS o YRR A [ B 5
| M z0] 5 [asy" (1 — ) ur [ty (Gy — Gay”)us] (2.24)

x [usy” (1 = ") ur]* sy (Gv — Gavy’)ual*

Utilizando el truco de Casimir

> [ala)Lyu(d)][a(a)Lau(d)]” = Tr(L1(py + mu)Ta(pa +ma)]

espines

Haciendo una suma de espines finales y un promedio de espines iniciales, y considerando
que p1, ps son el momento inicial y final del neutrino, m; = m3 = 0, y ps, ps, momento
incial y final del electréon, my = my = m.

2 Gr 5 v 5
[Mzo|” = —=Tr{y"(1 = 2")pa7" (1 = )}
X Tr{7u(Gv — Gar”) (o + M) (Gy — Gay) (o + m)}

(2.25)

Utilizando las propiedades: la traza de un producto impar de matrices gamma es cero,
y la traza de un producto de una matriz gamma con un nimero impar de matrices gamma
€s cero.

La primera traza se simplifica a
Tr{y"(1 = ")phy" (1 = ")y}
=Tr{""p"ps} + Tr{757“p/17yﬂ3} + Tr{757“p(17ylf3} (2.26)
+ Tr{" Py s}

separando p en py*, tenemos
Tr{y*(1 = 7")p1y" (1 = ~°)ps}
= (P)a(P3)s Tr {7 77"} + (01)o (Pa)A Tr {77777} (2.27)
+ (21 (P3)o Te{y* 7177} + (p1)¢(p)y Tr{n" 7" 7"}
utilizando los siguientes teoremas de trazas:
Tryy 'y = A(g" g™ — g"g" + g"7g")
TI'/YS’YN/YV'Y)\'YU — 4Z'€;W)\o'
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simplificando las trazas
Tr{y"(1 - 75)])17V(1 - ’75)293}
= 8(p1)a(ps)s(9"g”" — g" g*" + g"g™) + 8i(p1)+ (p3)re"”
= 8[ph'ps — g" (1 - p3) + 5D + (p1) o (p3)aie"™?].

Siguiendo el mismo procedimiento para la segunda traza

Tr{1.(Gv — Gay’) (o + m) 7 (Gv — Gay®) (o + m)}
= Gy Te{vuperus} — GvGaTr{vuporps} + GEm*Tr{y, 7}
— GAGyTr{n, 7 povups} — GAm* Tr{y, 7} + GA {7 s}

utilizando ademaés el teorema de la traza:
Tr(y#9") = 4g""
simplificamos la traza,

Tr{u(Gv — Gar®) (o +m) 1 (Gv — Gay’) (s +m)}
= (G} + G2) (P2)a(p) s Tr{vuvan 8} + m*(GY — GA)Tr{y,m}
+2GvGa(p2)a(pa) o Tr{ 7 1 Y0
= A(GY + G%)(P2)a(P1)5(9pavs — Guvas + Gusger)
+4m*(GY — G2) g — 8Gv G a(p2)A(Pa) vi€ o
= 4[(GY + G2 (p2ubav — G (P2 - Pa) + Pawpon) + m* (G — GA) g
— 2G AGv (p2)2(P4) sl€uro]

Sustituyendo los términos de las trazas en la ecuacion (2.2)

|Myo|? = 8G3{pi'DY — g (p1 - p3) + PEDY + (p1)o(p3) i} x
{(G%/ + Gi)(pzup@ — Guv(P2 - P1) + p4up2u)
— 2G AGv (p2)a(p1)oi€pre + m*(Gy — G2) g}

realizando la multiplicacién de las trazas,

|Mzo]* = 16Gr{(GY + G%)[(p1 - p2)(p3 - pa) + (1 - pa) (P2 - p3)]
+2GyGa(pr - p2)(p3 - pa) — 2GyvGa(pr - pa)(p2 - P3)
—m?(GY, — G%)(ps - p1)}
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reagrupando términos

|Mzol> = 16Gp{(Gy + Ga)*(p1 - p2) (p3 - pa)

(2.33)
+(Gv = Ga)*(pr - pa)(p2 - p3)] — m*(GY — G2 (ps - 1)}
Ahora, tomando en cuenta que el propagador es el boson W
CGr s ;
My = ——=[uw" (1 — 7)) [wsy, (1 — v7)ug] (2.34)
V2
con la ayuda de la identidad de Fierz
(@Y™ (1 = 5 u) (Usya (1 — 5)ua) = (@Y™ (1 — v5)ua) (Usya(l — 75)u2),
podemos expresar My, como
. GF — 5 — W 5
My = ———=[us7,(1 — v”)us|[uay" (1 — 7 )us) (2.35)

V2
la matriz de elementos, M, para la dispersiéon neutrino electronico - electrén es la suma de
Mzo 'y Mw

G
M = Myo + My = _7;[%7#(1 — V] [Ty (Gy — Gary®)us)

G (2.36)
Fo _
- E[UW”U — )] [@ayu (1 — ) uio]
realizando la suma,
o GF — I 5 — ! ! 5
M = ——=[usy*(1 = 7" )ua] sy (Gy — Gy’ )us] (2.37)
V2
donde
G/V:Gv-i-l %ZGA'i—l
Haciendo M?,
[M|* = 16Gr{(Gy + G'4)*(p1 - p2) (3 - pa) (238)
+ (G — G2 (p1 - pa)(p2 - ps3)] — M (G — GX)(ps - p1)}
por simplicidad en la notacion, redefinimos Gy = Gy, y G4 = Gy,
|M?> = 16Gp{(Gv + Ga)*(p1 - p2)(p3 - pa) (2.39)

+ (Gy = Ga)*(p1 - pa)(p2 - p3)] — M*(GY — G%)(ps - p1) }
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Considerando las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14), y tomando en cuenta que (p; -
p2), (P3 - pa) > mi, m3 y (p1 - pa), (p2 - ps > mi, m3), entonces s = —2py - pp = —2p3 " pa, ¥
u = —2p1 - ps = —2py - p3, podemos expresar la matriz de Feyman en térnos de invariantes

de Lorentz,

M? = 4G3(Gy + s + Gy — Gl +2(G — GR)mt (2.40)

tomando en cuenta las consideraciones anteriores, y haciendo Fy = E, y E;, =T, la
ecuacion (2.21) queda como
do 1 2

R M 2.41
dT 167rEV3| ( )

sustituyendo la ecuacion (2.40) en (2.41)

do  G%
dT  4nsE,

{*(Gy + GA)* +u*(Gy — Ga)* +2tm*(G} — G3)} (2.42)

Si consideramos el sistema de laboratorio, donde E, = FE, esta en reposo, poodemos

escribir s =2FE, FE, =2E,m,y t = —2E,/ T = —2m,T,

do  Gim 2 m1 5

T~ or {(Gy + Ga)* + ;(Gv —Ga)? — = (G} — G)} (2.43)

Los invariantes de Lorentz u, t pueden expresarse como

u= —g(l +cosf) t= —%(1 — cosf)

entonces podemos escribir

U t T
B T
s s E,
por lo tanto
do  G%im T\? mT
T = 2F7r {(GV +Ga)? + (Gy — Ga)? (1 - E_u> + (G~ G%/)E_f} (2.44)

Podemos encontrar la expresion de la seccion eficaz diferencial respecto a un diferencial
de angulo solido, esta vez situandonos en el sistema del centro de masas, en donde

considerando de nuevo que el producto de los momentos es mucho mayor que la masa,
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(pl 'p2)(P3 ']94) = ’p1|4 = Eil = Eﬁ; (p1 'p4)(p2 ']73) = Eff cos? 6 y (p1 ']73) = EE cos 0,

entonces

do  GLE? m?
0= —4;2 {(Gv — G4)*+ (Gy + G4)* cos® § — FE(G%/ - G%) 0059} (2.45)

donde 6 es el angulo de dispersion.
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3. EL ATOMO DE HIDROGENO Y SUS REGLAS DE
SELECCION

Dado que en la presente tesis estudiamos las reglas de seleccién para la dispersion
del neutrino con un electréon ligado a un atomo de Hidrogeno, seré necesario estudiar las
funciones de onda del electron sometido al potencial del atomo de Hidrogeno. En este
capitulo presentamos estas funciones de onda y mostramos ademas las reglas de seleccion

en el caso cléasico en que el electrén es excitado por un fotéon

3.1. Atomo de hidrégeno no relativista

Empezaremos por discutir el caso no relativista en esta seccidon para después pasar
al caso relativista, que serd de gran interés para nosotros dado que la dispersion que
consideraremos en el capitulo siguiente se da en el limite relativista.

Iniciaremos esta seccion con la solucion a la ecuacion de Schrodinger correspondiente, para

luego pasar a las reglas de seleccion para este caso.

3.1.1. Solucién de la ecuaciéon de Schrodinger para el &tomo de hidré6-

geno

Partimos de la ecuacién de Schrodinger

[% n vm] () = Eb(r) (3.)

donde p es la masa reducida.

Para el atomo de hidrogeno, el potencial estd dado por

Vr)= —ZT€2 (3.2)
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Se propone una solucion de 1, mediante separacion de variables ¢ (r, 8, ¢) = R(r)©(0)® (),
y se introduce en (3.1)

R R ©" cosh O 1 9
B R . Ly 22 E2 _ < il J— = U. .
{ (TRJH"R) pZer + ”} (@+sin9®+sin29q)) B

Observamos que la parte radial debe ser una constante y proponemos que sea —[(I + 1);

al multiplicarla por sin? # obtenemos que

{sin2 0% + cos f sen 9% + (I + 1) sin® 9] + % = 0. (3.4)

Ahora bien, la segunda parte de la ecuacién tambien debe ser una constante, que se

2
propone como —m?,

v !

= —m2 (o) = imé 3.5
5= (@) = = 35)
introduciendo, (3.4) en (3.5) se tiene
cos 0 m?
" !/ 1 _ — .
" + _sin0@ + {l(l +1) SinZQ] 0 =0, (3.6)

cuya solucion es un polinomio de Legendre

o0) = (-1)m\/ 252; ! 8 - :;;le(cosﬁ). (3.7)

Tomando el producto ©(0)®P(¢), tenemos que la solucion es un armonico esférico Y,,.

Regresando a la ecuacion (3.3), tomando en cuanta las constantes definidas, obtenemos

la ecuacion radial de Schrodinger

2 2d Ze*  1(l+1)
— +—— | R+2u |FE — R=0 3.8
(dr2 + rdr) +en [ + r 2412 (3.8)

Nos concentraremos en las soluciones de los estados ligados, & < 0. Haciendo un

conveniente cambio de variables

N

p= (SulE|)r (3.9)

la ecuacién queda ahora como

2R 2dR I(I+1) A1
— = R+(Z—-)R=0 3.10
dp? " pdp p? " ( ) (3.10)
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donde introducimos el parametro

i 1/2 ’ 1/2
=7 | L= = Zo | —— . 11
A= Ze <2|E\) ‘“(2\E|> (3.11)

Notamos primero, que para un valor de R muy grande, las soluciéon debe tender a cero,
de modo que
d’R 1
— —-R=0. 3.12
71 (3.12)
La soluciéon de esta ecuacion es de la forma R ~ e ?/2, por lo que proponemos la
solucion

R(p) = e "/*G(p) (3.13)
con lo que ahora la ecuacion (3.10) es

a2 2\ dG [A—1 I(I+1)
- 1—— — + _ 5
p/ dp p p

3 } G =0, (3.14)

y si ahora escribimos G(p) como una expansion de series de potencia

G(p) =) anp" (3.15)

y definiendo H(p) = >, 7, anp”, tendremos

d’H 204+ 2 dH MN—1-1
2+( * —1)— AR ; g (3.16)
dp p dp p
y sustituyendo H(p), tenemos que
> 20+ 2
g [n(n — Danp" 2 4+ na,p™ ! (; - 1) +AN=1=Dap" ' =0 (3.17)
p
n=0

> {(n+ Dnane + 21+ 2)ana] + (A= 1 =1 —=n)a, }p" ™" =0

n=0

como la ecuacién se anula término por término, obtenemos la relaciéon recursiva

an+1 n -+ l + 1 — )\
= ) 3.18
an (n+1)(n+20+2) (3.18)
Para n muy grande se tiene
An+1 1
~ —, 3.19
o (3.19)
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Necesitamos que para valores grandes de n, la serie termine, esto significa que para un

[ dado, y para n = n,., debemos tener

A=n, +1+1 (3.20)
introducimos el ntiimero cuantico principal, definido por

n=n,+1+1 (3.21)

ahora, considerando el hecho que n, > 0, entonces n > [ + 1, n es un entero, la relacion

A = n implica que

(3.22)

3.1.2. Reglas de seleccion

Consideremos ahora el Hamiltoniano que describe la interaccion de un electrén en un
potencial estatico con un campo electromagnético descrito por A(r,t)

[p + eA(r,t))?
2m

H = + V(r) (3.23)

recordando la seccion anterior, si escribimos

2

encontramos que
e
MNH, = —A(r.t)-p. 3.25
1 m (I‘, ) P ( )

Si consideramos a e como un parametro mucho méas pequefio que A, entonces A? es un
término de segundo orden. A? es un término que contribuye en la dispersion de luz con
un atomo y la transiciéon con emision de dos fotones, pero no contribuye a la transicion

acompanada por la emision (o absorcion) de un solo fotén.

Para la absorcion de un cuanto de luz por una particula cargada en un estado inicial

que tienen N fotones de frecuencia angular w

9 N 1/2 A
A(r,t):(;—v) eeillr—wt) (3.26)
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Para la emision de un fotén por una particula cargada en un estado final que tiene

N + 1 cuantos, esto es, para un estado inicial con N cuantos de frecuencia w,

o2r(N + 1) .
Alr,f) = [“w—;)] eeilleT—) (3.27)

Ahora bien, para la emisién de un solo foton de frecuencia w de un estado que no tiene

fotones, tenemos que, de acuerdo a (3.25)

e (2m\"? -
\NH, = — (W) e - pe”iler—wh) (3.28)

La probabilidad de transicién por unidad de tiempo, esta dada por

Fk—>m = 2W|<¢W|Hl|¢k>|25(E?n - El(c) - w)

(3.29)
— 271 (| H] | 61) | (EY, — B + w)

Ahora consideremos la probabilidad de transicién por unidad de tiempo y asumamos
que EY > EY  entonces la transicion corresponde a la emision de un fotén de energia w.
La razon de transicion es

472

o (Gnle e DlOWIPS(EY - B, - w) (3:30)

Fk—>m -

El siguiente paso es entonces calcular

(Gmle™™ e plow) (3.31)

Necesitamos estimar el valor del exponente k - r. Pero tenemos que kr ~ %Z a 'y conside-

rando que Za < 1, simplificamos el término usando la expansion e~ ** = "> ;f,’ “(k-r)".

A orden Za simplificamos de modo que

y notamos que podemos escribir esto como
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Si el estado inicial ¢y es un estado caracterizado por los nimero cuanticos iniciales

n;, li y my;, y el estado ¢, es el estado final con niimero cuanticos ny,ly y my¢, entonces
(Onle-tlon) = [ rdr [AQR: 0075, (0.0)c 1R ()i (0.0
= /0 r?drRy, (1)1 Ry, (r) (3.34)
< [ 4, (0.6)64Yi,(6.0)

Nos concentraremos ahora en la integral angular. Tenemos

€T =¢€,sin0cos¢ + €,sinfsing + €, cos (3.35)
haciendo uso de
3 3 e
—Y10(0,6) = cosf —Y) 41(0, ¢) = Fsinbe (3.36)
dr 8t

y después de un poco de algebra llegamos a

47 —€, + 1€ €, + 1€
et=y/— |&Yig+ ——2Y) + = yy_> 3.37
3 ( 1,0 \/§ 1,1 \/§ 1,—1 ( )

por lo que la integral angular involucra un término

[ A9, (0.6)Y310(6.0)¥im, 0.6) (3.38)

Primero consideraremos la integral azimutal, que nos da

2m
/0 d¢efimf¢eim¢eimi¢ — Qﬂémszfmi (339)

Asi obtenemos la primera reglase seleccion

my—m; =m=1,0,-1 (3.40)

Especificamente, si definimos el eje z para que este en la direcciéon de k, entonces
€. =0, y entonces m = +1, como un caso especial, si el estado final es el estado base, con
ly = my = 0, entonces m = —m,. Por ejemplo, si m; = 1, entonces m = —1 y el vector de

polarizacién para la radiacion es (e, + ie,)/v/2. La implicaciéon es que si el atomo en el
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estado inicial es polarizado a lo largo del eje z con m; = 1, entonces en un decaimiento a
un estado con momento angular cero, la conservaciéon de la componente z del momento
angular demanda que el foton tampoco tenga componente z. El foton debe entonces tener
su espin alineado a lo largo del eje z positivo, debe de tener helicidad positiva, o de forma

equivalente, tener polaridad circular derecha, que es lo que el término (e, + ie,)/+/2 indica.
La integracion sobre 6 nos da otra regla de seleccion.

Consideraremos primero el caso en que [y = 0. Considerando que Yy = 1/V/4m, la

integral (3.38) involucra el término

\/%_W / QY31 (0, 8) Vi, . (0, 6) = \/4_5, s (3.41)

que implica que el estado inicial debe de tener [; =1

De forma mas general, utilizando el teorema de adiciéon para armonicos esféricos, que es

li+12
Yilml (87 ¢)Yl2m2 Z Cﬁg&t%YL mi+ma (9 ¢) (342)
L= |l1 l2|
y sustituyendo esta ecuacion en (3.38)
li+1
/ AV, (6,6) > Cm ™Yy im, (0,0) =0 (3.43)
L=|l;—1|
a menos que

=1+ 1,0 |l — 1 (3.44)

Esta es la forma general de la regla de seleccion de la radiacion del dipolo eléctrico,

con la observacion que no hay transiciéon de zero a zero.

Esta es una restriccion que resulta de la conservacion de la paridad. Dado que r es
impar bajo reflexiones, hay una regla de selecciéon adicional para la transicion de dipolo

eléctrico: El estado atémico debe cambiar paridad. Dado que la paridad esta dada por
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(—1)!, esto implica que los valores de | deben cambiar, por lo tanto:

Al = +1. (3.45)

La perturbacién Hy, no tiene dependencia con el espin, de ahi que el espin no altere la

transicion. Esto nos da otra regla de seleccion

AS = 0. (3.46)

De las ecuaciones (3.45) y (3.46) obtenemos la regla de seleccion para j,

Aj=1,0,—1 (3.47)

Una vez calculadas estas reglas de seleccion podriamos pasar en principio al caso
relativista. Sin embargo, antes de pasar a dicha discusion llegaremos a estas mismas reglas
por medio de una aproximacion distinta, para lo cual seguiremos de cerca la Ref. [11].
La motivacion principal para seguir esta aproximacion radica en que en el calculo de la
dispersion neutrino-electréon sera mas ttil seguir esta aproximacion al problema que la

descrita més arriba.

Anteriormente calculamos la aproximacion de la expansion de series de potencias para
e’®T ahora consideraremos la matriz de elementos exacta. Introducimos el estado |1) que
consiste en un producto directo del estado del fotéon en el vacio y el estado atémico con
niameros cuanticos y funcion de onda con subindice 1. Y el estado |2) con el producto del
estado del foton con energia F, namero de onda k, y helicidad A y estado atémico cuyo

nimero cuantico y funcién de onda tiene subindice 2.

Consideraremos que ¢’®* puede expandirse como

—4%223 (kr)Y i, (k) Yim(r) (3.48)

donde j;(kr) es la funcion esférica de Bessel de orden j.Los ntimeros cuanticos del momento

angular del foton son 7, m
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La funcién de onda para estados atomicos se denota por ¢;(x) = Ri(r)Ym, (0, ¢),

donde R; es la funcién de onda radial que depende de n;, j;.

Tomando § = 51 — jo y W = j1 + Jjo, entonces, para j + j; + jo par tenemos

(1|H1|2) — e2q (%)527‘(_1)7711)\ ((2j+ 1)(251 +1)(2j2+1))2 ( ; i i ) (] i s )

mj(j+ 1) —my My 0 0 0

X7+ 1)+ (W +1)] /Ooojj(k;'r’)Rik(r) (%R2(T)> rdr

gt 04007 + 0] [t (5AE0) ) Ratrirar]
(3.49)

y para j + 71 + jo impar, tenemos

(11H,|2) = €*a (%) 2 A (1) ((27 + 1)53].]'(1‘7111))(%2 + 1)) 3

X (W =)W+ +2)(+A+1)(j — 5+ 1) (3.50)

R N e
N A JHL R / 5y (kr) R (1) Ro(r)rdr
m —mi; Ma 0 0 0 0

donde a es el radio de Bohr y a la constante de estructura fina.

Las reglas de seleccion se obtienes de las propiedades de los simbolos 37, para que sean

distintos de cero, deben cumplirse las siguientes condiciones:

Ji > Img| <0 ; A(j17273) (3.51)

En este caso general podemos obtener reglas de seleccion exactas a partir de la
conservacion del momento angular al considerar que solo podran ser emitidos fotones para

los cuales m =my —mo, y j =15],|0] +1,...., W —1,W.

Podemos dar un paso mas en las reglas de seleccion si notamos que los valores absolutos
de los elementos de matriz son mayores para j = 1. En este caso, las integrales que

contienen j;(kr) dan la mayor contribucién y por lo tanto, de una manera aproximada
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podemos decir que las transiciones 'permitidas’ son aquellas en las que j = 1, y notamos

ademés que |6| = 1 o, de manera equivalente, j; = j; 1 [11].

Para el segundo simbolo 35 de la ecuacion (3.49), j = 0, entonces Aj = £1. Y para
(3.50), j + 1 =4, entonces Aj = £2.

Pero el simbolo el primer simbolo 35 de ambas ecuaciones establece que —1 < Aj < 1.
Por lo tanto Aj = +1.
Tomando en cuenta la conservacion del espin, concluimos que con esta aproximacion al

problema llegamos a las reglas de seleccion
Aj =41 Am; =0,=£1
(3.52)
Al ==+1 Amy; =0,+1

3.2. Atomo de hidrégeno relativista

3.2.1. Solucién de la ecuaciéon de Dirac para el atomo de hidrégeno

El Hamiltoniano de Dirac con un potencial central, esta dado por
Hp=a-p+m+V(r) (3.53)

donde V (r) = eAg(r). Debido a la simetria esférica del campo, el operador de momentum
angular J y el operador de paridad P = e?3(x — —x) = ¢**/° P, con respecto al origen

del sistema de coordenadas, conmutan con el Hamiltoniano.

Ocurren estados con energia y momentum angular definidos. La correspondiente funciéon

de onda esta denotada por

wjm _ ( ijlm(Xa t) ) (3_54)

le’m (X7 t)
donde ¢y (x,t) ¥ Xjrm(X,t) son espinores. Como v, debe de cumplir con la conservacion

de la paridad, tenemos que
Pthj(2") = Mjm () (3.55)
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P = Mpj = A < Psim (%, ) > (3.56)
le’,m(xa t)

donde |A] = 1. La ecuacion (3.55) demanda que se cumpla la paridad de la funciéon de
onda, la funcién de onda es una eigenfuncion del operador de paridad. La ecuacion (3.56)
muestra que la paridad del espinor ¢j;,,, debe ser igual a la paridad negativa de x;ym,, de

alli que el namero cuéntico [ sea distinto para ambos espinores.

También podemos obtener esto de forma que, empezando con la ecuacién estacionaria

0
de Dirac Hytp = EY, y a = <

g
, tenemos que
v 0

(E—mo—V)p=(c-p)x,

(3.57)
(E+mo—V)x=(0c-p)o
Vamos a denotar los espinores esféricos como €2j;,,,, que estan definidos como

m/ ms

el espinor y 1y, SON eigenfunciones del espin S? = ¢0%/4 y S5 = /2.

La paridad de Qj,, esta determinada por Vi, PoQjim = (—1)'Qj1,. Ahora definimos

los espinores como
. r . r
i (). e ()

con
20+ —1=1+1 para j=1+3

I'=2j—-1= (3.60)
2([—%)—[2[—1 para j=1—3

Sij=1+ % el momentum angular orbital I de Xy, es I’ + 1. Esta es la tnica forma
que y tenga paridad opuesta a ¢. El valor [ = — 1 debe ser excluido porque el momento

angular total j =1 + % no puede ser construido por I’ =1—1y S = %
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Con respecto a (3.58), decimos que los espinores esféricos son eigenfunciones de L?,
J?, S? con eigenvalores I'(I' + 1), j(j +1) y % respectivamente. Ahora, damos la forma

explicita de j;,,,, para el caso de j =1+ % yi=1— % (j > %)

Mym_; — jierlYm_;
Ql—i—%,l,m - ]ijm o ) Ql—i—%,l,m = jjiﬁ e (3.61)
5 Yim+l 242 Yim+l
Ahora hacemos uso de la siguiente relacién entre los espinores
r
<0 - —) Qi = —jim (3.62)
r
de la ecuacion (3.62), tenemos que
r
~ (0 P)m = (@P) (72 ) L (3.63)
utilizando la relacion
(0-A)(c-B)=A -B+io- (A xB) (3.64)
para escribir (3.63) como
ro r
— (0PI = (P~ +io- (px > )) L (3.65)
con p=—iV y L =r X p, la ecuacién anterior se transforma en
. 1 (2 1
(p-r+ir-(px r));le/m =—i (; + ;L : O') Q- (3.66)

De
1 2
J? = (L + —a> (3.67)

1 2
L'O'le/m: <J2—L2— (§O'> ) le’m
(3.68)

= {j(j +1)=U'(l"+1) - %} Qjirm.-

tenemos que

Definimos un niimero cuantico k por,

o1 —(+1) para j=1+3
2 [ para j=1l-3
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Utilizando la definicién de k, podemos escribir (3.66) como
(2 + L- U)le’m = (1 + H)le/m (370)

y para i, obtenemos (2 + L - 0)Qjim = (1 — ) Q.

Ahora, podemos escribir la funciéon de onda como
ig(r)Qjum (%
Vjm = < . ((3> > (3.71)

Considerando (3.59) tenemos que

dg(r)
dr

r .
0 - PPjim = <0 : ;) Qjim +i9(r)o - PQjim, (3.72)

utilizando las ecuaciones (3.66) y (3.70) llegamos a una nueva ecuacion para (3.65)

l
— (0 -P)Qjim = —;(1 + £)Qjirm (3.73)

Utilizando las ecuaciones (3.62) y (3.73), (3.72) toma la forma

dg  w+1
0 PPjim = —Qjim (5 + " g(T)) (3.74)
de forma analoga
. d k—1
o PXjrrm = —18im <d—°f - f(r)) (3.75)

Ahora, sustituimos (3.74) y (3.75) en (3.57) obtenemos la ecuacion radial para las

funciones f y ¢

di—(:)%—(l%—ﬁ)@—[E+m0—V(r)]f(r):O 3.76)
dﬁf) +(1- @fgf”) —[E +mo—V(1)]g(r) =0

Haciendo la sustitucion G = rg y F' = r f, finalmente tenemos

%@ SG(r) = [E+mo = V()F(r) =0
dF(r) & (3:77)
P ;F(r) —[E—=mo—V(r)|G(r) =0
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Esta es la ecuacion diferencial para la funciéon de onda radial F' y G de la ecuacion de

Dirac, en el caso de un potencial V (r) con simetria esférica.

La energia de interaccion de Coulomb, de un punto en el ntcleo y una particula de

carga —e es V(r) = —Ze?/r, entonces la ecuacion radial segin (3.77) es
dG Z
# = —ZG(r) + [E + mo + 22 F(r)
" r " (3.78)
dF(r) k Za

ar = ;F(T) — [E — mg + T]G(T)

donde « es la constante de estructura fina.
Primero, examinaremos el caso en el que r es muy pequeno,(r ~ 0). En este caso, los

términos E 4+ mg pueden ser omitidos, entonces

dd A

G 2%y =0

$Fon Za (3.79)
— ——F+—G(r)=0

dr T T

ahora, hacemos G = ar” y F' = br", de modo que

ayr?t + kar't = Zabr’t =0

(3.80)
byr' ™t — kb7 4+ Zaar?t =0
o bien
a(y+ k) —bZa =0, aZa+b(y—k)=0 (3.81)
El determinante de los coeficientes debe desaparecer en
v =k = (Za),
(3.82)

= AT = [l + 1 - (Zap

Como la funcién de onda no esta normalizada, debemo escoger el signo positivo para
7, la solucién negativa nos dice que F? + G? ~ r~2|y| cerca de r = 0 que puede provocar

una integral divergente para la norma.

Definimos las siguientes variables

0=2\r con A= (mj— Ez)% (3.83)



haciendo la sustitucion en (3.78)

e [ B ra
dié@) _ {E ;Amo " @} G(o) + SF(Q)

usando estas ecuaciones podemos obtener la solucion de F'(p) y G(p) para 9 — o0,

dG(o) FE+my
do 2\
dF(o) E —mq

o~ G(o)

F(o)

combinandola con (3.83), se convierte en

d*G(o) B E? —mi
d> (20 Gle)=

que nos da dos posibles soluciones con G(p) ~ e

1
4

~G(o)
+0/2

puede ser usado porque es el tinico normalizable.

Un resultado similar viene para F(p), entonces proponemos

sustituyendo (3.85) en (3.84) y simplificando, obtenemos

(QH—Qz) + dd;% + %
= __(Ql +Q2) + [E ;}\mo @} Mo _ (Ql Q2)
dQl d@»
(Ql_Q2> + _Q + d_g
= E(Ql —Q2) + [E ;}\mo + %} Mo+ E(Ql + Q2)

sumando y restando las ecuaciones (3.86) obtenemos

d;Ql: (1 ZaE) 0, - (Ij Zam0> 0
Q )

do A A
(Z;QQ _ (_f+ Zamo) 0+ <ZaE> 0.
0 0
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, pero solo el exponencial decreciente

(3.85)

(3.86)

(3.87)



Para encontrar la solucion de @)1 y )2 proponemos una soluciéon de expansion de series

de potencias, separando el factor ¢” que describe el limite de la solucién cuando ¢ — 0
Q=0 amg", Q2=0"0" (3.88)
m=0

sustituyendo (3.88) en (3.87) y comparando los coeficientes concluimos que

YA ) 7
am(m + 7) = Q-1 — %am - (Kv + O;\m(]) 67717

3.89
Zamy ZaFE ( )
Bnm+v)=|—-k+ ozm+Tﬁm.
definiendo la variable n’ = 292 — » y utilizando la ecuacion (3.89)
VA Z2 2,112
- me %) (0 —m) + 2 — %} = ot (0 —m) (3.90)
con v = k? — (Za)?, llegamos a
1 '/ 2 ;). .. o/
ay = 32— m) - (m =) (3.91)
m!(2y+1)---(2y+m)
de forma analoga decimos que
ann=1)--- (' =m+1
B = (-1 D s (3.92)

ml(2y+1)---(2y+m)

esta serie de potencias puede convertirse en una funcién hipergeométrica, entonces encon-

tramos que
Q1= a0 F(1 —n',27+1; ),
Q2 = Boo " F(—n',2v + 1; 0)
(3.93)
-7 A
_ (ﬂ) 04097F(—n/, 2’Y + 1; Q)

nl

Para que la funcién de onda sea renormalizable, requerimos que las series ()1 y Q2
terminen; la funciéon hipergeométrica tendra que ser un polinomio simple, esto puede ser
Unicamente si n es un nimero entero no negativo.

Entonces definimos el nimero cuéntico principal

1
n:n'+|/€]:n’+j+§ ., n=123,.. (3.94)
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con esto podemos calcular los eigenestados de la energia

N|=

(Zay )
=i = 5+ + 37— (ZayPPP

E =mg {1 + (3.95)

Finalmente queremos encontrar la expresion completa para la funcién de onda radial.

Vamos a normalizar la funcién de onda de acuerdo a | PiypdV =1

/ (f* +g%)r*dr =1 (3.96)
0
esto nos da la expresion final de la funcion de onda radial normalizada
g(r) | £(@2N):? y (mo £ E)YT(2y +n/ + 1)
f(T> F(Z‘Y + 1) 4m0 (n,"';)mO ((n’—i—g)mo — /{) n'
!/
X (2Ar) 7 te M { (% — m> F(=n',2v+1;2M\r) Fn'F(1 —n', 2y + 1; 2)\r)} :
(3.97)
3.2.2. Reglas de seleccion
La interaccion con el campo del foton es
Hy=ea-A (3.98)

donde « estd dada en término de las matrices de Pauli.

En la mecanica cuantica relativista una particula se caracteriza por la representacion
irreducible de las variables dindmicas: el Hamiltoniano H, componentes del momento
lineal P;, las componentes del momento angular Ji, las componentes espacio tiempo del
tensor del momento angular relativista K;. La representacion con la que trabajemos sera
de masa cero, energia positiva y representacion finita del espin. Cada representacion es
caracterizada por un nimero A, la helicidad, mientras que |A| es la representacion del

espin.

Denifimos el sistema dinamico correspondiente a un fotén siendo la suma de la repre-

sentacion para la cual A = 1. El producto interno se define por

(f,9)=> /f*(p, Ng(p, A)%p (3.99)

A==+1
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La cantidad [, [|g(p,A)|?/p|dp nos da la probabilidad relativa que un fotén en un
estado dado por g(p, A), tengo su momento en un volumen V' del espacio de momento y

tenga helicidad A. La norma de la funciéon de onda esta definida por

N(g) = [(g.9)]2 (3.100)
Primero definimos el vector Q,(p) para A = 0, +1 por
Qo(p) = —(p/p);
Qi1 = —A(2)"/? (M _q P iApy) M) (3.101)
B p(p + ps) " plp+ps) —

Ahora tomando en cuenta el siguiente teorema:
Teorema: La forma mas general del potencial vectorial y escalar para el caso de corrientes

y fuentes que no estan presentes es

> [ @l e P 30 Qi(p)g*(p.A)e“P*m)d_p)

A==1 p

(3.102)

donde la funcion g(p, A) es la amplitud de Poincare, F'(x,t) es cualquier funciéon real de

estos argumentos, y K es cualquier nimero real.

Este teorema es muy importante porque resuelve completamente la ambigiiedad es-
cogiendo los potenciales correspondientes para el campo de radiacion. La funcion F(x,t)
establece completamente la norma. Si F'(x,t) satisface la ecuacion de Laplace, la norma es

la norma de radiacion.

Las amplitudes de Poincaré G(FE,j,m,\) en la base energia-momento angular esté

definida como

oD N = 37 30 V000G m. ), (3.103)

j=1 m=—j
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y la amplitud G(E, j,m, \) en términos de g(p.\)
G(E,jym,\) =E / do / dfsin 0Y;" (0, ¢)g(p, \) (3.104)
0 0
y F(E,j,m,)\) de obtiene de f(p.\) a través de (3.103).

La funcién de onda del foton en la representacion de energia-momento angular, y el

producto interno es

(f,9) Z Z Z /F* (E,j,m,\G(E,j,m, )\)dEE (3.105)

A==x1 j=1 m=—j

En términos de la representacion de momento angular, el potencial vectorial toma la

siguiente forma cuando f(x,t) =0

A(x,t) = Aj(x.t) + Aj(x,1), (3.106)
donde
0o k
Ai(x,t) = —(2)? Z Z Yo (0, 0) Apmr i (z)
A=%1 k=1 m=—
— A [ A } Yik—1.m (0, &) Agma k+1(2) (3.107)
. +1
+ A [ :| Ykk 1m )AkmA,k—l(S)}
Finalmente .
A (7) = / G(E, k,m,\)j.Ere "*'dE, (3.108)
0

Utilizando esta definicion de el vector potencial, puedo decir que para j + l; + lo impar

(1|H{]2) = (—1)™+3¢+ kq ((2j1 +1)(252 +1)(27 + 1)) 2 (ko 4 1) ( 7;,71 ) J2 )

27-(](17 + 1) —my —Mo

Ji J2 gl /°° 9.

3. (kr)gyr fo(r)dr
l’2 l1}<000)0 .]]( )glfz()
(TR e nnan,
I, 000/ 7

(3.109)

x [[21 + 1)(2l, + 1)]2 {

l\.’)b—‘

J
1
2
+ (207 + 1) (2l + 1)] {

NI—= .
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y para j + l; + [y par

<1|H1|2>=<—1>m1—;¢a‘m(<2j1+1><2f2+1><2j+1>)2(j i j2>

2mj(j +1) mo—my —ms

x[[2l’1—|—1)(2l§—|—1)]§{‘i ‘Zl ?2}<g 101 lg)
x / TR0 4 1) — (k1 — )] — (i — o) (k) gar fo(r)dr
Ji Jo Jg bl
lh [ 0 0 0
< / i ()G 1) — (51— )]+ (m — o)k (k) ga(r) £ ()]

(3.110)

N|=

— (2l + 1)(2ly 4+ 1)]

[ [T

De la misma forma que para el atomo de hidrégeno no relativista, las reglas de seleccion
se obtienen de las propiedades de los simbolos 37, para los cuales deben de cumplirse las

condiciones dadas en (3.51)

Definiendo de nuevo las transiciones 'permitidas’ como aquellas en las que 7 = 1
(aproximacion dipolar) llegamos a las siguientes conclusiones: Para el segundo y tercer
simbolo 3j de la ecuacion (3.109), j = |3 — 5], ]l] — l2], entonces Al = 0,£2. Y para
(3.110), j = |} = l5], |l1 — 2|, entonces Al = £1.Pero el simbolo el primer simbolo 35 de
ambas ecuaciones establece que —1 < Aj < 1. Por lo tanto Aj = 0, +1.

Tomando en cuenta la conservacion del espin, concluimos que las reglas de seleccion

SOo1

Aj=0,41  Am;=0,+1

(3.111)
Al=0,41  Am;=0,+1
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4. DISPERSION INELASTICA NEUTRINO
ELECTRON PARA EL ATOMO DE HIDROGENO

Después de haber discutido en los capitulos anteriores la teoria necesaria para calcular
las secciones eficaces en el caso de particulas libres y de discutir el caso de transiciones del
electron ligado al potencial de un atomo de Hidrégeno relativista y sus reglas de seleccion,
sera facil ahora describir la dispersion de un neutrino con dicho electréon y encontrar las
reglas de seleccion para este caso, que resultan ser la mismas que las mostradas en el

capitulo anterior.

Vale la pena remarcar que el hecho de encontrar las mismas reglas de selecciéon no
quiere decir que las secciones eficaces sean las mismas en los dos casos, pues es necesario

todavia evaluar las integrales, que seran obviamente diferentes.

Hemos discutido ya el caso de la seccion eficaz para la dispersion v.e — v.e en el caso
de particulas libres. Las diferencias principales entre una funcién de onda libre y un estado
ligado son dos:

La normalizacion de la funciéon de onda de un estado ligado es

/]de =1 (4.1)

y no 2E como en el caso libre (2.8).

La funcién delta es el resultado de la integracion sobre el espacio, pero en este caso la
delta serd solo sobre la energia porque la expresion e~ 9" no se conserva en el resto de la

expresion y no puede ser integrada.

Como hemos mencionado ya considerando que la particula 1, el neutrino (1), esté libre
y la particula 2, el electron (ep), esté ligada, la funcion de onda de la particula libre esta

normalizada de modo que f pdV = 2E. y en el caso de una particula ligada |¢|*dV = 1,
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entonces ahora en flujo incidente esta dado por
|V1 |2E1 . ’szl |2E1/1
vz V2

considerando el sistema de laboratorio.

(4.2)

Tomando en cuenta también que la delta del cuadrimomento ahora es una delta de

energia, la seccion diferencial eficaz esta dada por

dspezdpv25(EV2 + Eez — EVI — Eel)

= 4.
do 21(27)2E,, E,, E, (43)
Ahora bien, sabemos que
dp = EdE
v (4.4)
d3p = pdpdQ

con la ayuda de (4.4) y tomando en cuenta que E., = m, + T, dE,, = dT, reescribimos

(4.3)

Pey Ee,dT,d0c,py, E,,dE,,d0,,0(E,, + E., — E,, — E.,)
24(27)2E, E,, E.,

en el caso del neutrino, F,, = p,,. Integrando sobre dFE,, utilizando la funciéon delta,

do =

M (4.5)

p@szQ dTezdoez dOV2 | M|2

do =
7 24(27)°p,,

(4.6)
Ahora tomando un promedio de la proyecciéon del momento angular inicial, que contri-
buye con un factor <ﬁ), y la suma de espines sobre los estados finales del neutrino y

el electron que contribuye con un factor 1 al hacer la suma sobre las helicidades se tiene

d(f pl/epez 2
aT. ~ 2 o (2 T 1) ZZZ/ (cosO.,) d¢e2/ (cosB,,)do,,| M| (4.7)

62 )\VQ

donde hemos considerado que d§2 = d(cosf)d¢.

Del lagrangiano (1.43), utilizando teoria de perturbacion de segundo orden, se obtiene

la matriz de elementos para la dispersion ineléstica v e:

- ,
M = _7;%»27"‘(1 +7")upa,, / d*rijpn, (r)

X u(9v + 947 ) ¥njim,, (r)e ™

(4.8)
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donde Q'u = [(Ey2 - El/1)7 Py, — pl/1]'

El electron inicial (e1) se supone como un estado ligado con ntmeros cuanticos 74
y nimero cuantico angular j;/;m;. En este marco de referencia, el modelo de potencial

esférico simétrico describe el estado como el biespinor

o 1 fn1j1l1 (T)lellml (I‘/T)
Unjim,, (r) = r ( it g ’

/0 d’f’( ni1j1ly +gn1j1l’) =1

il (0) 24,0 my (x /)

El electron dispersado (e3) se considera que esta en el continuo con helicidad Ay y

momentum p-. su funciéon de onda se representa por una expansion en el biespinor esférico,

2m vy 1
Upry (1) = D (Pt (Pap ) )2
Jelama

(4.9)
% ( fE2j212 (T)thmz(r/r) )

1 l2gE2]2l/< )szl/gmz (I‘/I‘)

con la normalizacién definida por la forma asintética

1 l
JEj1(T)r—00 = 2(E + m,)? sin (pr _ % + 5ﬂ)

entonces la seccion diferencial eficaz se expresa como

2872p,, (21 + 1)

do PusPe
i — (T, By, njle,) = 27c ZZ/d032|M|2 (4.10)
mi

Antes de presentar la forma explicita de la seccién eficaz, haremos una pequena
descripcion de su derivacion. En la matriz de elementos (4.8) la funcién exponencial de
la integral se expande en multipolos esféricos, después, utilizando la expresion (4.9) la
funcion con dependencia angular puede separarse e integrarse. Esto se realiza utilizando el

teorema de Wigner-Eckart:
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*
/ dOZlezMQYJMEjlllml

- 2 J 0 . .

= (—1)f2m2 || 7511
(=1 ( e My ) (Jala|| Tl 71 l1)
/dOZ;QZQWLQYLJMZjlllmI

| N |
=¢<—1)J2-m2( P2 N )wznunﬁzn
—T1o M mi

El teorema de Wigner-Eckart muestra una relacion directa entre una matriz reducible

y una irreducible. Ahora, de la referencia [12], obtenemos las de matrices reducibles,

T e

(4.11)
AT Jj JoLl
M —u % I 1 0 00

: Yy = (=R : 20+ 1)(20 +1)(25 + 1)(2 + 1)\ ?
(elo - Yormlwsl) = (=17 +f~c+f<+1>( (] +1)

Lo i)
M —u U 0 00

<

(4.12)

AmJ

g (7

X(M—u M’>{%l’ l}(OOO)
(4.13)

en una transicion de un estado inicial con nameros cudaticos k, pu(donde p es el nime-

(o= Y gy il ) = —(=1)P (T = = ) (@l DA DE 1 1>> g

<

ro cuantico m), a un estado final con nimeros cuaticos «/, ¢/, donde [ = j + 1/2S, y
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[ =3j—1/28,.

Ahora hacemos uso de la expresion que se encuentra en la referencia [13] y escribimos

la seccién diferencial eficaz como

da Gy (W) ( ; -
:/ dzzzzw s+ pag Vol l2i2) (4.14)

donde z = cosf,,, v 6,, es el angulo de dispersion del neutrino.

La expresion explicita de Q) depende de la paridad (—1)2+5+ y esta dividida en
dos tipos:
: c(_1\et+L+h (o) _ 0 _ 1) _ 53) _
Tipo E: (—1) =1,con Jy,2) =0, J,  =J,’ =J, =0, en donde

=1l

2 2 2
(1 —2%)p,, Py,

2J +1
4 T 0 p— Pl )b )l A
+ 577 P+ P2+ PP (1= 2) (P = p)”

—42%1 1) (1 — 222 2,13
+ (2, + 12 + PP (1= 2)) (Do — P95 TS (4.15)
BT DR (2 42 b (1 = 200 — )

= (1= 240}, 03, g Iy T

+[2 (;ﬁi) ’ q(Por + Pra) Py — D)’
(1-2)

(P — Doy )?

X gy ga J3)J(2)}
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Tipo M: (_1)l2+L+11 _ _1’ con J‘(/O) — ‘(/1) — J‘(/3) _ 0’ J,(42) _ O,

2)2
Q™ = [(p2, + P2, + Pupon(1 = 2))(1 = 2)]g2 Y
+ (2, = 2P Do + 92 (1 + 2)|A TV

gy P~ 2 (14 2)
+ 2{]‘:_11 (pil +P,2,2 + Py Do (1 — 2))(1 — Z)]gijf(lm
" [2J+ 1(p31 + 1), + PP (1 — 2)) (1 — 2)
- 2{]111 (Por — Do) (1 + 2)] 55"
1

+[2 ( {]—:_1 )2 q(pu, + puy) (1 — Z)]ngAJ\(E)JS) (4.16)
e ( ST ) AP, + )1~ Dgvga P

J +

1
(5 1) U — o)1+ 2RIV T

2J+1
(J(J +1))2
2J +1

J+1
e ( ) Aor — p)(L+ 2)ATOIY

+[2

1) +(3
((3 + 22)pll1pu2 - 23(]?12,1 +pz2))]gAJ( )‘]A)
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1/2

Donde ¢ = (p? + p3 — 2p1p22)'/2. La corrientes Jy y J4 estan dadas por

J = et / " o) gu (1) 2qr @17 - 11)
Lttt / " drgy () fu(r)jsagr@) T — 1]1)

J et / " dr o (r)gw ()jaar @I T I)
Lt / " drgo (1) fu(r)jogr @ 11111

3 =i [ e ()i (2177 +1110)
Lt / " Argn () i (P @17 + 1]11)

JO _ e / " dr (g (r)sgr @111
| " drgo (1) u(r)agr @ 11)

JS) = — /000 dr fo(r

- /L'llg_12+l1_l/1

(4.17)

~—

fi(r)js—aqr2||JJ = 1||]1)

drg (r)gu(r)jr-1qr2'|JJ — 1||1)

S—

Jo / Ar fo(r) Fo (P 2] |11

_ el drgy (r)gir(r)jsqr(2'||JJ]|1)

S—

g9 = / dr fo(r) 1 (F)jysngr 20177 + 1]11)

o
— gl / drgy (r)gu (r)jragr|JJ + 1|1
0

Donde las representaciones de las corrientes dependen de matrices irreducibles de la
forma (2||JJ — 1{|1"), (2'||JJ — 1||1 para el caso de J‘(/l) y de matrices similares para las
demas corrientes Jy y J4, dichas matrices representan transiciones de estados 1’, con

ndimeros cuanticos ji, l, my, y 2’ con nimeros cuanticos ji, 5, mo.

Para determinar las reglas de seleccion debemos encontrar las transiciones para las
cuales Q™). Utilizando el teorema de Wigner-Eckart y las ecuaciones (4.11), (4.12), (4.13)
podemos analizar Q(), para obtener una dependencia directa de los coeficientes de Clebsch-

Gordan quienes son los que determinaran cuales son las transiciones validas. De la misma
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forma como se trabajo en el capitulo anterior.

Luego de analizar las condiciones que deben de cumplirse para que los coeficientes de
Clebsch-Gordan no desaparezcan, notamos que la solo hay una condicién que determina

las reglas de seleccion para este caso, y es la desigualdad triangular.

Evaluando las condiciones se obtienen las siguientes desigualdades triangulares para
Alimpar: [js —ji| < JJ <js+ iyl =Ll < J < +holja—fl<J <ty
=l <J<bL+1oljs—jil <J<js+jiolj2—jil <J < j2+j1; y para Al par:
o=l ST < jotiiylla—b]| < J <htlolj—gi| <J <jotgyll—l[ < J <3+l o
Js—al < <gatiy|lo—h| < J <l+holja—ji| < J < jptjiy |-l <J <L+l

Realizando la aproximaciéon dipolar y simplificando las desigualdades, obtenemos

entonces las reglas de seleccion para la dispersiéon neutrino electrén con un electron ligado
a un atomo de hidrogeno,

Al=0,£1  Amy=0,=£1

(4.18)
Aj=0,£1  Am;=0,+1
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CONCLUSIONES

1. En este trabajo de graduaciéon hemos descrito la dispersion inelastica del neutrino
con un electréon. Para ello hemos estudiado el electron del atomo de Hidrégeno en
un caso poco comun, que es el caso en que un neutrino tiene tan baja energia que la
dispersion con el electron puede considerarse como inelastica. La descripcion de este
problema puede hacerse considerando al electréon dispersado como una combinacion
lineal de funciones de onda del atomo original, por lo que en este problema es ttil
saber cuales de estos términos contribuirdn de manera significativa y cuales pueden

despreciarse.

2. Con esta motivaciéon encontramos las reglas de seleccion en la aproximacion dipolar
para esta dispersion. Estas reglas de seleccién pueden extenderse a otros potenciales
centrales, es decir, a &tomos hidrogenoides mas pesados. Ademas, estas reglas pueden
constituir una guia ttil para resolver éste y otros problemas numeéricos relacionados

con la dispersion inelastica neutrino-electron.
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RECOMENDACIONES

1. Como una perspectiva a largo plazo de este trabajo de graduacion queda el estudio
numérico completo de la dispersion inelastica neutrino-electréon considerando distintos

detectores como blanco, como puede ser el caso de Helio o Germanio.
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