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GLOSARIO

Fermiones Partículas que obedecen la estadística de Fermi-Dirac,
tienen espín semientero.

Lepton Fermiones ligeros que no tienen interacción fuerte, inclu-
yen seis partículas agrupadas en seis familias electrón y
neutrino del electrón (1a familia), muon y neutrino del
muon (2a familia), tau y neutrino del tau.

Boson Partículas que obedecen la estadística de Bose-Einstein,
tienen espín entero.

Interacción débil Interacción entre leptones y quarks mediante bosones W
y Z.

Sección eficaz En física nuclear este concepto es usado para expresar la
probabilidad de interacción entre partículas. Está usual-
mente expresada en unidades de área.

Sección diferencial eficaz Es definida como la probabilidad de observar una partí-
cula dispersada en un estado cuántico dado por unidad
de ángulo sólido, si es que el objetivo es irradiado por
un flujo de una partícula por unidad de area.
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Matriz S Es la matriz unitaria que relaciona los estados finales en
un futuro infinito y el estado inicial en un pasado infinito.
Esta matriz S está intimamente ligada a la amplitud de la
probabilidad de transición entre los estados finales e iniciales
que involucra y por lo tanto es muy útil para calcular la
sección eficaz.

Matriz de elementos En Mecánica cuántica, la matriz de elementos es la represen-
tación de un operador en cierta base. Para espacios finitos
un operador es por lo tanto una matriz. Viene de una per-
turbación de n-esimo orden de la matriz S. Tambien se le
llama Amplitud de Feynman.

Paridad Transformación que invierte el sistema de coordenadas es-
pacial.

Helicidad Es la proyecci’on del momento angular sobre la direcci’on
de movimiento: h = ~J · p̂ con p̂ = ~p/|~p|. Puesto que el
momento angular en un eje tiene valores discretos, la he-
licidad tambi’en. Para el caso de particulas de espín 1/2,
la helicidad puede ser positiva y a la part’icula se le dice
"derecha.o helicidad negativa, part’icula "izquierda"

Invarianza de Lorentz Invariante ante las transformaciones de Lorentz, de acuerdo
con la teoría especial de la relatividad en sistemas inerciales.
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RESUMEN

Se presenta un estudio de la dispersión neutrino-electrón para el caso en que el neutrino
incidente tiene una energía muy baja, del orden de la energía de ligadura entre el electrón
y el núcleo atómico. En particular tratamos el caso más simple de un electrón en un átomo
de Hidrógeno y presentamos una forma general de describir una interacción en que el
electrón en el estado base salta a un estado libre, debido a su interacción con el neutrino.
En este problema, el electrón libre se representa como una superposición de estados ligados.
Como resultado final presentamos las reglas de selección, en la aproximación dipolar, es
decir, los términos que darán la mayor contribución en esta dispersión.

Si bien este es un problema académico, existen diversas propuestas experimentales que
se están planteando el estudio de esta dispersión a muy bajas energías. Por lo tanto este
problema podria ser de interés en investigación de frontera en el futuro.
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OBJETIVOS

General

Realizar un estudio a muy bajas energías de la dispersión del neutrino con un electrón
ligado a un átomo de hidrógeno, considerando una fuente artificial de neutrinos.

Específicos

1. Describir la interacción entre el neutrino y el electrón.

2. Analizar y describir el Modelo Estandar de interacción electrodébil.

3. Estudiar las reglas de selección de la dispersión de un fotón con un electrón
ligado a un átomo de hidrógeno bajo consideraciones relativista y no relativista,
tomando en cuenta la aproximación dipolar.

4. Encontrar las reglas de selección de la dispersión de un neutrino con un electrón
ligado a un átomo de hidrógeno a muy bajas energías.
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INTRODUCCIÓN

El Modelo Estándar se estableció a finales de los sesentas y desde entonces ha tenido
gran éxito en la predicción de observables experimentales, tal vez la única excepción sea
la masa de los neutrinos, la cual se postuló como cero. La fuerte evidencia experimental
de una masa del neutrino distinta de cero de los datos obtenidos de experimentos con
neutrinos solares [1], de la atmósfera [2], de reactores [3] y de aceleradores [4] fue, quizá,
el mayor logro reciente en astropartículas, altas energías y física nuclear. Esto establece
fuertes indicios de que el Modelo Estándar de las interacciones electro-débiles es incompleto.

Actualmente existen diversas propuestas experimentales para conocer la matriz de
masas de los neutrinos y para probar distintas propiedades de los neutrinos tales como su
momento magnético. Muchas de la propuestas plantean el estudio de las interacciones de
neutrinos de muy altas energías como es el caso de los experimentos con aceleradores o con
rayos cósmicos ultra-energéticos. Por otro lado, existen también propuestas experimentales
con neutrinos de muy bajas energías (decenas o centenas de KeV) provinientes de reactores
o de fuentes radiactivas artificiales; tal es el caso de NOSTOS (Neutrino OScillation
Tritium Outgoing Source) [5], y MAMONT (Electron Antineuntrino Magnetic Moment
with Tritium Source) [6]. Para este tipo de experimentos que se realizarán en un futuro, la
energía de ligadura de los electrones será de gran importancia [7,8], especialmente para
átomos como el germanio en donde las capas internas tienen una energía de ligadura
similar a la del neutrino incidente. El estudio de este tipo de dispersión inelástica se ha
abordado de manera incipiente en algunos artículos y dada la importancia que tendrá para
los experimentos futuros está completamente justificado el estudio de este problema.

Como una primera etapa se plantea en este trabajo de graduación un caso más sencillo,
el estudio a muy bajas energías de la dispersión del neutrino con un electrón ligado a
un átomo de hidrógeno, en lugar de un gas noble o un semiconductor como el gemanio.
Este caso tiene la ventaja de que la función de onda tiene una solución analítica conocida.
Esto nos permitirá centrarnos en estudiar con detalle la física de la dispersión inelástica,

xiii



intentando encontrar reglas de selección sencillas para el salto del electrón a los distintos
niveles de energía tal como sucede en el ejemplo clásico de las transiciones al nivel base
desde niveles de energía excitados. El problema se puede resolver tanto analítica como
numéricamente, permitiendo así tener el problema bajo control antes de pasar a estudiar
un caso cuya solución sólo se puede dar de manera numérica.

En la descripción de este tipo de dispersión, el electrón se puede representar como
una combinación lineal de las funciones de onda del átomo de Hidrógeno. Para este
caso concreto encontraremos las reglas de selección en la aproximación dipolar. Si bien
este es un problema académico, servirá como un ejemplo muy interesante de trabajo de
investigación original. Además, la experiencia adquirida en el estudio de este problema
deja como perspectiva el abordar el problema más actual de la descripción de la dis-
persión en el caso de una transición al continuo, e incluso abre también la posibilidad
de estudiar el caso de un electrón ligado a átomos más complejos como el Helio o Germanio.

A fin de llevar a cabo este trabajo hemos tenido que hacer primero una revisión de
distintos temas que se pueden hallar en la literatura, pero que hemos decidido incluir en el
presente trabajo de graduación, a fin de mostrar un escrito que sea autocontenido y que
pueda ser útil al lector como referencia. Para este propósito hemos incluido en el capítulo 1
una breve descripción del Modelo Estándar de partículas elementales. Después de esta
discusión, será necesario revisar también, antes de discutir el caso ligado, la dispersión
neutrino-electrón para el caso típico de un electrón libre, la cual se dará en el capítulo 2,
a lo cual seguirá la discusión del capítulo 3 sobre las reglas de selección para el átomo
de Hidrógeno en el caso caso clásico de una interacción electromagnética. Con todos
estos elementos ya discutidos podremos pasar finalmente al caso que nos interesa de la
dispersión inelastica del neutrino con un electrón en un estado ligado de un átomo de
Hidrógeno, cuyos resultados se presentan en el capítulo 4. Por último, al final de esta tesis
se presentarán las conclusiones y perspectivas.
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1. MODELO ESTÁNDAR DE INTERACCIÓN

ELECTRODÉBIL

El Modelo Estándar ha sido enormemente exitoso al describir y predecir los datos
experimentales. Este modelo contempla una invariancia de norma local con simetría
SU(3)⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y la cual contiene tres generaciones de leptones y quarks.

Tabla I. Contenido fermiónico del Model Estándar

1a Familia 2a Familia 3a Familia

u c t

d s b

νe νµ ντ

e µ τ

El grupo SU(3), describe la interacción fuerte la cual tiene ocho bosones de norma lla-
mados gluones con diferentes números cuánticos de color, la teoría que surge de este
sector se conoce como cromodinámica cuántica y los únicos fermiones que son sensibles
a esta interacción son los quarks. El sector SU(2)L ⊗ U(1)Y describe las interacciones
eléctromagnéticas y débiles, llamadas de manera colectiva interacciones electrodébiles, las
cuales tienen cuatro bosones de norma (W±, Z0 y γ). Las interacciones eléctromagnéticas
y débiles se unifican a altas energías obteniendo, entre otros resultados, la mezcla del
bosón de norma neutro de SU(2)L y el bosón de norma de hipercarga U(1)Y . A bajas
energías, esta simetría está rota, si bien permanece vigente una simetría U(1)Q.

A continuación describiremos algunos de los ingredientes fundamentales del Modelo
Estándar, el cual será un ingrediente básico de el presente trabajo de graduación.
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1.1. Lagrangianos y ecuaciones de onda

En la mecánica clásica las ecuaciones de movimiento de una partícula se pueden obtener
de las ecuaciones de Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0. (1.1)

Haciendo referencia a [4], podemos extender el formalismo de un sistema discreto a un
sistema contínuo φ(x, t), con lo cual el lagrangiano se transforma a

L(qi, q̇i, t) → L
(
φ,

∂φ

∂xµ

, xµ

)
, (1.2)

donde el campo φ en sí mismo es una función de paramentros contínuos xµ, y la ecuación
(1.1) se convierte en

∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂φ/∂xµ)

)
− ∂L
∂φ

= 0, (1.3)

que es conocida como la ecuación de Euler-Lagrange, y a L se le llama la densidad lagran-
giana.

Si elegimos el lagrangiano y éste es un escalar de Lorentz, la ecuación de movimiento
(1.3) será covariante. Observemos que si sustituimos el lagrangiano

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ)− 1

2
m2φ2 (1.4)

en la ecuación (1.3) tenemos la ecuación de Klein-Gordon

∂µ∂
µφ+m2φ ≡ (�2 +m2)φ = 0 (1.5)

De manera similar ocurre para la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (1.6)

que puede ser obtenida del lagrangiano

L = iψγµ∂
µψ −mψψ. (1.7)

2



Para cada lagrangiano corresponde un conjunto de reglas de Feynman: se asocian
con los términos de lagrangiano un conjunto de propagadores y factores de vértice, los
propagadores son determinados por los términos cuadráticos en los campos, los otros
términos del lagrangiano son asociados con vértices de interacción, el factor de vértice de
Feynman está dado por el coeficiente correspondiente al término en iL conteniendo los
campos interactuantes. Por ejemplo, la corriente del electrón está dada por jµ = −eψγµψ

y entonces el término de interacción iL es

iL = · · ·+−ieψγµψAµ

donde reconocemos el coeficiente (ieγµ) de los campos interactuantes ψψAµ como el factor
de vértice de la electrodinámica cuántica.

El lagrangiano clásico ahora es cuantizado. Campos tales como ψ y Aµ se consideran
ahora como operadores que describen la creación y aniquilación de partículas. Las interac-
ciones son calculadas por la evaluación de una serie perturbativa en iLint, los términos de
interacción iL. El resultado final puede ser traducido al conjunto de reglas de Feynman
las cuales describen el formalismo perturbativo.

1.2. Simetrías y leyes de conservación

Una de las ideas más profundas de la física teórica es que las interacciones están regidas
por principios de simetría. Este principio se usa en el Modelo Estándar y además, una
gran parte de las teorías más allá del Modelo Estándar toman como hipótesis que todas
las interacciones de las partículas pueden ser descritas por simetrías de norma locales,
es decir, con la idea de que las cantidades físicas se conservan en regiones locales del
espacio y no solo globalmente. En esta sección daremos una breve discusión sobre estas ideas.

Haciento referencia a [4], se establece que la invariancia bajo traslaciones, desplaza-
mientos temporales, rotaciones conducen a la conservación del momento, la energía y el
momento angular. Más que el estudio de estas leyes de conservación queremos describir
aquí transformaciones de simetría internas que no mezclen campos con propiedades espacio-
temporales (transformaciones que conmuten con las componentes del espacio-tiempo de

3



la función de onda). Por ejemplo, un electrón es descrito por un campo complejo y la
inspección del lagrangiano (1.7) muestra que es invariante bajo la transformación de fase

ψ(x) → eiαψ(x), (1.8)

donde α es una constante real que además participa en las transformaciones

∂µψ → eiα∂µψ(x)

ψ → e−iαψ.
(1.9)

La familia de transformaciones de fase U(x) ≡ eiα donde un parámetro α puede correr
continuamente sobre todos los números reales, forman un grupo unitario Abeliano conocido
como grupo U(1).

La invariancia U(1) de L no es de manera alguna trivial pues, a través del teorema de
Noether, implica la existencia de una corriente conservada. Para observar esto, basta con
estudiar la invariancia de L bajo una transformación U(1) infinitesimal

ψ → (1 + iα)ψ (1.10)

La invariancia requiere que el lagrangiano permanezca sin cambios, esto es,

0 = δL =
∂L
∂ψ

δψ +
∂L

∂(∂µψ)
δ(∂µψ) + δψ

∂L
∂ψ

+ δ(∂µψ)
∂L

∂(∂µψ)

=
L
∂ψ

(iαψ) +
L

∂(∂µψ)
(iα∂µψ) + · · ·

= iα

[
∂L
∂ψ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)]
ψ + iα∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)
ψ

)
+ · · ·

(1.11)

El término en paréntesis cuadrado es idéntico a cero debido a la ecuación de Euler-
Lagrange (1.3) para ψ, y de manera similar para ψ. Así, la ecuación (1.11) se reduce a
una ecuación de corriente conservada

∂µj
µ = 0 (1.12)

donde, utilizando la ecuación (1.7),

jµ =
ie

2

(
∂L

∂(∂µψ)
ψ − ψ

∂L
∂(∂µψ)

)
= −eψγµψ (1.13)
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El factor de proporcionalidad se elige tal que jµ concuerde con la densidad de la
corriente electromagnética de un electrón de carga −e. De la ecuación (1.12) se sigue que
la carga

Q =

∫
d3xj0 (1.14)

debe ser una cantidad conservada debido a la invariancia de fase U(1).

La ecuación (1.8) implica que la fase α no es medible, no tiene significado físico, y
puede elegirse arbitrariamente. α es una constante, de manera que una vez fijada es igual
para todo el espacio-tiempo. Estaríamos, por tanto, hablando de una invariancia de norma
global. Esta es la invariancia más general aunque sería más satisfactorio si α pudiera ser
diferenciada punto a punto en el espacio tiempo, esto es, α = α(x).

La generalización de la ecuación (1.8) a la expresión

ψ(x) → eiα(x)ψ(x), (1.15)

puede realizarse. Aquí α(x) depende del espacio-tiempo de una manera completamente
arbitraria. Esto es conocido como invariancia de norma local. Sin embargo, notemos que el
lagrangiano de la ecuación (1.7) no es invariante bajo tales transformaciones locales de
fase. De (1.15) podemos obtener

ψ → e−iαxψ, (1.16)

de manera que el último término de L es invariante; sin embargo, la derivada de ψ no
cumple con (1.15), sino que más bien toma la forma

∂µψ → eiα(x)∂µψ(x) + ieiα(x)ψ∂µα (1.17)

y el término ∂µα rompe la invariancia de L.

Si se intenta imponer una invariancia al lagrangiano bajo transformaciones de norma
locales, se debe buscar una derivada modificada Dµ que se transforme covariantemente
bajo transformaciones de fase. Se debe introducir un campo vectorial Aµ con propiedades
de transformación tales que compensen el término no deseado en (1.17), esto puede ser

5



realizado usando la siguiente definición

Dµ ≡ ∂µ − ieAµ (1.18)

donde Aµ se transforma como

Aµ → Aµ +
1

e
∂µα. (1.19)

Por lo tanto, la invariancia del lagrangiano (1.7) es obtenida reemplazando ∂µ por Dµ

L = iψγµD
µψ −mψψ

= ψ(iγµ∂
µ −m)ψ + eψγµψAµ.

(1.20)

De ahí que por demandar una invariancia de fase local, nos hemos visto forzados a
introducir un campo vectorial Aµ, llamado campo de norma, el cual se acopla a una
partícula de Dirac de carga −e en exactamente la misma forma como el campo de un
fotón. Además, el nuevo término de interacción en (1.20) puede ser escrito como −jµAµ,
donde jµ es la densidad de corriente.

Puesto que estamos considerando a este nuevo campo como un fotón físico, entonces
debemos agregar al lagrangiano un término correspondiente a la energía cinética, análogo
a 1

2
(∂µφ)2 en (1.4). Como el término cinético debe ser invariante bajo (1.19), éste puede

solamente contener un tensor de campo invariante de norma

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.21)

Todo esto nos lleva al lagrangiano de Electrodinámica Cuántica

L = ψ(iγµ∂µ −m)ψ + eψγµAµψ −
1

4
FµνF

µν . (1.22)

Una vez obtenido este lagrangiano de interacción para la electrodinámica que está
basado en una simetría de norma U(1)Q, podemos revisar, en la siguiente sección, el caso
electrodébil, el cual como veremos, esta descrito por una simetría de norma SU(2)L⊗U(1)Y .
Esta última simetría esta espóntaneamente rota por medio del mecanismo de Higgs, el
cual da masa a los bosones intermediarios de las interacciones débiles W± y Z0.
En esta tesis no discutiremos el mecanismo de Higgs, pero si haremos una revisión del
lagrangiano de interacción electrodébil, que es un ingrediente básico para calcular la
dispersión neutrino-electrón.
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1.3. Interacciones electrodébiles

Cuando las interacciones débiles fueron por primeras vez descritas teóricamente por
Fermi, hacia 1933, se postularon para tener una estructura similar a las interacciones en
electrodinámica cuántica. Sin embargo, a raíz de los experimentos realizados por la doctora
Chien Shung Wu en 1956, se encontró que las interacciones débiles violan paridad por lo
que existe una diferencia estructural entre los factores de los vértices electromagnéticos y
los débiles. Para describir esta violación de paridad se tiene que modificar la descripción
del acoplamiento del bosón intermediario. Así, en el caso del acoplamiento W± se tiene
una estructura γµ(1− γ5) en lugar de la estructura γµ de la interacción electromagnética
mediada por el fotón.

Tomando las referencias [2] y [4], se bosquejará la teroria de interacción electrodébil.
Podemos absorber la matriz (1− γ5) dentro del espinor de la partícula. Especificamente,
definimos

uL ≡
(1− γ5)

2
u(p) (1.23)

el subíndice (L) significa ”parte izquierda”. Si bien uL en general no es un eigenestado de
la helicidad

γ5u(p) =

(
~p·σ

E+m
0

0 ~p·σ
E−m

)
u(p), (1.24)

si la partícula no tiene masa, entonces

γ5u(p) = (p̂ · Σ)u(p) (1.25)

donde (p̂ · Σ) es la helicidad, con eigenvalores ±1, de modo que

1

2
(1− γ5)u(p) =

{
0, helicidad + 1

u(p) helicidad− 1

}
(1.26)

De forma más general, 1
2
(1 − γ5) funciona como el operador proyección, dando la

componente de helicidad −1 de u(p).

Para el caso de la antipartícula se tiene

γ5v(p) = −(p̂ · Σ)v(p). (1.27)
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Por esta razón definimos
vL(p) ≡ 1 + γ5

2
v(p) (1.28)

y la correspondiente parte derecha

uR(p) ≡ 1 + γ5

2
u(p) vR(p) ≡ 1− γ5

2
v(p). (1.29)

Considerando para empezar, la primera familia de leptones, introducimos el doblete
izquierdo

χL =
1− γ5

2

(
νe

e

)
, χ̄L = (ν̄e, ē)

1 + γ5

2
(1.30)

Tambien hay una componente derecha de los leptones. La parte derecha del neutrino
no existe en el modelo estándar, por lo tanto los leptones derechos son representados por
singletes

χR =

(
1 + γ5

2

)
e. (1.31)

A partir de esta discusión, y sabiendo que la estructura de la corriente débil es, como
ya mencionamos, de la forma γµ(1− γ5), podemos definir la corriente cargada como

jµ
± = ēγµ(1− γ5)ν̄e + ν̄eγ

µ(1− γ5)ē = 2χLγ
µτ±χL (1.32)

donde las matrices τ± son una combinación lineal de las dos primeras matrices de Pauli,
τ± = 1

2
(τ1 ± iτ2).

Si bien la corriente (1.32) describe las corrientes débiles cargadas, hay que tomar en
cuenta que en 1973 la colaboración Gargamelle observó por primera vez las corrientes
neutras, predichas por el Modelo Estándar de Glashow, Weinberg y Salam.
Podemos incluir de manera natural estas corrientes, si tenemos una tercera corriente que

incluya a la matriz de Pauli 1
2
τ3 = 1

2

(
1 0

0 −1

)
:

jµ
3 = −χ̄Lγ

µτ3χL = −1

2
νLγ

µνL −
1

2
eLγ

µeL (1.33)

Agrupando las corrientes, contruimos la corriente débil de isoespín

jµ =
1

2
χLγ

µτχL (1.34)
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mientras que la corriente electromagnética estará dada por

Jµ
em = ēγµe

= χLγ
µ

(
0 0

0 1

)
χL + barχRγ

µχL + χ̄Rγ
µχR

= χLγ
µ(

1

2
− τ3)χL + χ̄Rγ

µχR

(1.35)

Podemos definir además la corriente débil de hypercarga, la cual está dada por

jµ
Y = jµ

em − jµ
3 =

1

2
χ̄Lγ

µχL + χ̄Rγ
µχR. (1.36)

Otra forma de obtener estas corrientes será a través de la simetría SU(2)L ⊗ U(1)Y en
donde los leptones tienen los números cuanticos expresados en el cuadro II.

Tabla II. Familia de leptones con los números cuánticos de carga Q, isospín T , hipercarga Y

y tercera componente de isospín T3, (Q = T3 + Y
2 ).

Leptones Q (T, T3) Y

νe, νµ, ντ 0 (1/2,+1/2) -1
eL, µL, τL -1 (1/2,-1/2) -1
eR, µR, τR -1 0 -2

En este caso describimos la corriente de isoespín débil, como un acoplamiento de
magnitud g a un isotriplete débil mediado por el bosón W, generador del grupo SU(2)L

mientras que la corriente débil de hipercarga se acopla con una magnitud g′/2 a un
isosinglete mediante el bosón B (que es un generador del grupo U(1)Y )

− i

[
gj ·Wµ +

g′

2
jY
µ Bµ

]
. (1.37)

En esta estructura están contenidas las interacciones electrodinámicas y débiles. El
producto punto puede ser escrito en términos de las corrientes cargadas j±µ = j1

µ ± ij2
µ

definidas en la ecuación (1.32)

jµ ·Wµ =
1√
2
j+
µ W

+
µ +

1√
2
j−µ W

−
µ + j3

µW
3
µ (1.38)
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donde
W±

µ ≡ 1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ) (1.39)

son las funciones que representan las partículas W±.

Una vez obtenida la parte cargada, podemos también obtener de (1.37) la corriente de
hypercarga (1.36) así como la corriente electromagnética. Para obtener este resultado, los
dos estados neutros, W 3 y B, se mezclan produciendo una combinación lineal de un bosón
sin masa Aµ (el fotón), y su combinación ortogonal con masa (Z0

µ):

Aµ = Bµ cos θW +W 3
µ sin θW

Z0
µ = −Bµ sin θW +W 3

µ cos θW .
(1.40)

Podemos comparar el resultado de sustituir esta rotación en (1.37) con las corrientes
electromagnética y débil mostradas más arriba. Notaremos que la forma de las corrientes
es la misma si fijamos los acoplamientos g y g′ en términos de e y θW como

e = g sin θW = g′ cos θW . (1.41)

La constante de acoplamiento para Z0 es entonces

gZ =
e

sin θW cos θW

=
g

cos θ
. (1.42)

Utilizando la relación (1.40), la densidad lagrangiana de interacción se puede expresar
ahora como

L =
g√
2

[
ēγµ(1− γ5)ν̄e + ν̄eγ

µ(1− γ5)ē
]

+
g

cos θW

[
f̄Lγ

µfL

(
T f

3 −Qf sin2 θW

)
+ f̄Rγ

µfR

(
−Qf sin2 θW

) ]
Zµ

+ eQf (f̄γµf)Aµ

(1.43)

donde hemos definido como f al fermión y como T f
3 y Qf su tercera componente de

isoespín y su carga, respectivamente.
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2. INTERACCIÓN NEUTRINO-ELECTRÓN

Una vez revisado el Modelo Estándar de partículas elementales pasaremos en esta
sección a revisar la dispersión del neutrino con un electrón libre, para después pasar al
caso de mayor interés para esta tesis, que es el caso de un electrón ligado.

2.1. Dispersión

Antes de estudiar la sección eficaz de la dispersión neutrino-electrón veremos algunas
generalidades acerca de como calcular las secciones eficaces, empezando con la cinemática
del cálculo.

2.1.1. Cinemática

Empecemos por recordar que la energía E y el vector ~p de una partícula de masa m for-
man el cuadrivector de momento p = (E, ~p), que cumple con la ecuación p2 ≡ E2−|~p2| = m2.
La velocidad de la partícula está dada por β = ~p

E
.

La energía y el momento (E∗, ~p∗) vistos desde un sistema en movimiento con velocidad
βf están dados por (

E∗

p∗||

)
=

(
γf −γfβf

−γfβf γf

)(
E

p||

)
(2.1)

y p∗T = pT , donde γf = (1 − β2
f)

1
2 y pT (p||) son las componenetes de ~p perpendiculares

(paralelas) a βf .

El producto escalar de dos cuadrimomentos p1 · p2 = E1E2 − ~p1~p2 es invariante.
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Considerando ahora la colisión de dos partículas de masas m1 y m2, podemos notar
que la energía total del centro de masas puede ser expresada en términos de los invariantes
de Lorentz

Ecm = [(E1 + E2)
2 − (~p1 + ~p2)

2]
1
2

Ecm = [m2
1 +m2

2 + 2E1E2(1− β1β2cosθ)]
1
2

(2.2)

donde θ es el ángulo entre las partículas. En un marco de referencia en el que la partícula
dos está en reposo (sistema de laboratorio)

βcm = P1Lab
E1Lab+m2

, γcm = E1Lab+m2

Ecm
. (2.3)

El momento en el centro de masas de la partícula 1 y 2 es de magnitud

pcm = pLab
m2

Ecm

(2.4)

Es útil notar también que

EcmdEcm = m2dE1Lab = m2β1dpLab (2.5)

2.1.2. Sección diferencial eficaz

La definición de la sección eficaz está dada por

σ =
Wfi

flujo inicial
× número de estados finales (2.6)

donde Wfi es la tasa de transición por unidad de volumen

Wfi =
|Tfi|2

V

y Tfi es la probabilidad de transición. Estas cantidades están relacionadas con la amplitud
invariante de la siguiente forma:

Tfi = −iN3N4N1N2
(2π)4δ4(P3 + P4 − P1 − P2)|M |2

V 4
(2.7)

en el caso de la dispersión 1 + 2 → 3 + 4. Las cantidades N1, . . . , N4 son los factores de
normalización de la función de onda y V es el volumen.
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Es importante mencionar que en (2.7), las funciones delta vienen de la integración
sobre el espacio cuando escribimos explicitamente la función de onda de una partícula libre

ψ(x) = Nu(p)e−ip·x

el significado físico de estas funciones delta es la conservación de la energía y el momento
en una dispersión elástica.

Para el caso de una partícula libre es común fijar la normalización de la función de
una partícula libre φ = Neipx como 2E partículas en un volumen V∫

V

ρdV = 2E (2.8)

donde ρ = 2E|N |2 es la densidad de probabilidad y entonces NA, . . . , NB = 1/
√
V

La teoría cuántica restringe el número de estados de un volumen V con momento
d3p para que sea V d3p/(2π)3 y como tenemos 2E partículas en un volumen V , entonces
para las partículas 3 y 4 dispersadas en elementos de momento d3p3, dp

4 tendremos que el
número de estados finales estará dado por

V d3p3

(2π)32E3

V d3p4

(2π)32E4

Por otro lado, el flujo inicial estará dado por

vrel
2E1

V

2E2

V

donde vrel es la velocidad relativa.

Finalmente podemos escribir la sección diferencial eficaz

dσ =
|M |2

F
dQ (2.9)

donde dQ es el factor de fase del invariante de Lorentz

dQ = (2π)4δ4(p3 + p4 − p1 − p2)
dp

3

(2π)32E3

dp
4

(2π)32E4

(2.10)
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y el flujo incidente F = vrel2E12E2 donde la velocidad relativa vrel está dada por la
expresión

E1E2vrel =
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 (2.11)

En el sistema de laboratorio, con m2 en reposo,√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2 = m2p1Lab

mientras que en el sistema de centro de masas√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2 = p1cm

√
s.

Los invariantes de Lorentz están definidos por

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2

s = m2
1 +m2

2 + 2E1E2 − 2~p1 · ~p2

(2.12)

t = (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2

t = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 − 2~p1 · ~p3

(2.13)

u = (p1 − p4)
2 = (p2 + p3)

2

u = m2
1 +m2

4 − 2E1E4 + 2~p1 · ~p4

(2.14)

y satisfacen
s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4 (2.15)

y la sección diferencial eficaz está dada por

dσ =
(2π)4δ4(p3 + p4 − p1 − p2)

4E1E2vrel

d3p3

2E3(2π)3

d3p4

2E4(2π)3
|M |2 (2.16)

de la delta del cuadrimomento, δ4(p3+p4−p1−p2) = δ3(~p3+~p4−~p1−~p2)δ(E3+E4−E1−E2),
la integral sobre d3p3 se resuelve con la función delta de momento, de modo que

~p3 = ~p1 + ~p2 − ~p4, E3 =
√

(~p1 + ~p2 − ~p4)2 +m2
3

Utilizando el marco de referencia del centro de masas, |~p1| = |~p2|, y haciendo d3p4 =

p2
4dp4dΩ

dσ =
δ(E4 +

√
E2

4 −m2
4 +m2

3 − E1 − E2)p
2
4dp4dΩ

64π2E1E2E3E4vrel

|M |2. (2.17)
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Haciendo ahora la sustitución E4dE4 = |~p4|dp4 y tomando la velocidad relativa en el
marco de referencia del centro de masa, vrel = E1+E2

E1E2
|~p1|

dσ =
1

64π2

δ(E4 +
√
E2

4 −m2
4 +m2

3 − E1 − E2)|~p4|dE4dΩ√
sE3|~p1|

(2.18)

y si utilizamos la relación∫
f(x, y)δ[g(x, y)]dx =

[
f(x, y)

(∂g/∂x)y

]
g=0

con
∂g

∂x
=
∂(E4 +

√
E2

4 −m2
4 +m2

3 − E1 − E2)

∂E4

=
E3 + E4

E3

=

√
s

E3

vemos que la sección eficaz diferencial respecto a un diferencial de ángulo sólido, para la
dispersión 1 + 2 → 3 + 4 es

dσ

dΩ
=

1

64π2s

|~p4|
|~p1|

|M |2 (2.19)

también es muy útil la representación de la sección eficaz diferencial respecto a un diferencial
de energía dE4

dσ

dE4

=
1

64π2s|~p1|
dp4

dE4

dΩ|M |2 (2.20)

Expresando la sección eficaz en términos de energía, e integrando sobre el ángulo sólido
se tiene

dσ

dE4

=
1

16πs

E4√
(E2

1 −m2
1)(E

2
4 −m2

4)
|M |2 (2.21)

2.2. Sección diferencial eficaz para la dispersión neutrino electrón

Vamos a determinar la amplitud de Feyman, M . Primero vamos a considerar la
dispersión neutrino-electrón, donde el propagador es el bosón Z0

MZ0 =
GF√

2
[u3γ

µ(1− γ5)u1][u4γµ(GV −GAγ
5)u2] (2.22)

donde

GV = T e
3 − 2Qe sin2 θW = −1

2
− 2 sin2 θW GA = T e

3 = −1

2
(2.23)
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El término que será necesario para la sección eficaz es el cuadrado de la amplitud, |M |2,
el cual está dado por

|MZ0 |2 =
G2

F

2
[u3γ

µ(1− γ5)u1][u4γµ(GV −GAγ
5)u2]

× [u3γ
ν(1− γ5)u1]

∗[u4γν(GV −GAγ
5)u2]

∗
(2.24)

Utilizando el truco de Casimir∑
espines

[u(a)Γ1u(b)][u(a)Γ2u(b)]
∗ = Tr[Γ1(pb +mb)Γ2(pa +ma)]

Haciendo una suma de espines finales y un promedio de espines iniciales, y considerando
que p1, p3 son el momento inicial y final del neutrino, m1 = m3 = 0, y p2, p4, momento
incial y final del electrón, m2 = m4 = m.

|MZ0 |2 =
GF

4
Tr{γµ(1− γ5)6p1γ

ν(1− γ5)6p3}

× Tr{γµ(GV −GAγ
5)(6p2 +m)γν(GV −GAγ

5)(6p4 +m)}
(2.25)

Utilizando las propiedades: la traza de un producto impar de matrices gamma es cero,
y la traza de un producto de una matriz gamma con un número impar de matrices gamma
es cero.
La primera traza se simplifica a

Tr{γµ(1− γ5)6p1γ
ν(1− γ5)6p3}

= Tr{γµ 6p1γ
ν 6p3}+ Tr{γ5γµ 6p1γ

ν 6p3}+ Tr{γ5γµ 6p1γ
ν 6p3}

+ Tr{γµ 6p1γ
ν 6p3}

(2.26)

separando 6p en pγµ, tenemos

Tr{γµ(1− γ5)p1γ
ν(1− γ5)p3}

= (p1)α(p3)βTr{γµγαγνγβ}+ (p1)σ(p3)λTr{γ5γµγσγνγλ}

+ (p1)φ(p3)θTr{γ5γµγφγνγθ}+ (p1)ζ(p3)ηTr{γµγζγνγη}

(2.27)

utilizando los siguientes teoremas de trazas:

Trγµγνγλγσ = 4(gµνgλσ − gµλgνσ + gµσgνλ)

Trγ5γµγνγλγσ = 4iεµνλσ
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simplificando las trazas

Tr{γµ(1− γ5)p1γ
ν(1− γ5)p3}

= 8(p1)α(p3)β(gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν) + 8i(p1)σ(p3)λε
µσνλ

= 8[pµ
1p

ν
3 − gµν(p1 · p3) + pµ

3p
ν
1 + (p1)σ(p3)λiε

µσνλ].

(2.28)

Siguiendo el mismo procedimiento para la segunda traza

Tr{γµ(GV −GAγ
5)(6p2 +m)γν(GV −GAγ

5)(6p4 +m)}

= G2
V Tr{γµ 6p2γν 6p4} −GVGATr{γµ 6p2γνγ

5 6p4}+G2
Vm

2Tr{γµγν}

−GAGV Tr{γµγ
5 6p2γν 6p4} −G2

Am
2Tr{γµγν}+G2

ATr{γµ 6p2γν 6p4}

(2.29)

utilizando además el teorema de la traza:

Tr(γµγν) = 4gµν

simplificamos la traza,

Tr{γµ(GV −GAγ
5)(6p2 +m)γν(GV −GAγ

5)(6p4 +m)}

= (G2
V +G2

A)(p2)α(p4)βTr{γµγαγνγβ}+m2(G2
V −G2

A)Tr{γµγν}

+ 2GVGA(p2)λ(p4)σTr{γ5γµγλγνγσ}

= 4(G2
V +G2

A)(p2)α(p4)β(gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν)

+ 4m2(G2
V −G2

A)gµν − 8GVGA(p2)λ(p4)σiεµνλσ

= 4[(G2
V +G2

A)(p2µp4ν − gµν(p2 · p4) + p4µp2ν) +m2(G2
V −G2

A)gµν

− 2GAGV (p2)λ(p4)σiεµνλσ]

(2.30)

Sustituyendo los términos de las trazas en la ecuación (2.2)

|MZ0|2 = 8G2
F{p

µ
1p

ν
3 − gµν(p1 · p3) + pµ

3p
ν
1 + (p1)σ(p3)λiε

µσνλ}×

{(G2
V +G2

A)(p2µp4ν − gµν(p2 · p4) + p4µp2ν)

− 2GAGV (p2)λ(p4)σiεµνλσ +m2(G2
V −G2

A)gµν}

(2.31)

realizando la multiplicación de las trazas,

|MZ0|2 = 16GF{(G2
V +G2

A)[(p1 · p2)(p3 · p4) + (p1 · p4)(p2 · p3)]

+ 2GVGA(p1 · p2)(p3 · p4)− 2GVGA(p1 · p4)(p2 · p3)

−m2(G2
V −G2

A)(p3 · p1)}

(2.32)
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reagrupando términos

|MZ0 |2 = 16GF{(GV +GA)2(p1 · p2)(p3 · p4)

+ (GV −GA)2(p1 · p4)(p2 · p3)]−m2(G2
V −G2

A)(p3 · p1)}
(2.33)

Ahora, tomando en cuenta que el propagador es el bosón W

MW = −GF√
2
[u4γ

µ(1− γ5)u1][u3γµ(1− γ5)u2] (2.34)

con la ayuda de la identidad de Fierz

(u1γ
α(1− γ5)u2)(u3γα(1− γ5)u4) = (u1γ

α(1− γ5)u4)(u3γα(1− γ5)u2),

podemos expresar MW como

MW = −GF√
2
[u3γµ(1− γ5)u1][u4γ

µ(1− γ5)u2] (2.35)

la matriz de elementos, M , para la dispersión neutrino electronico - electrón es la suma de
MZ0 y MW

M = MZ0 +MW = −GF√
2
[u3γ

µ(1− γ5)u1][u4γµ(GV −GAγ
5)u2]

− GF√
2
[u3γ

µ(1− γ5)u1][u4γµ(1− γ5)u2]

(2.36)

realizando la suma,

M = −GF√
2
[u3γ

µ(1− γ5)u1][u4γµ(G′
V −G′

Aγ
5)u2] (2.37)

donde

G′
V = GV + 1 G′

A = GA + 1

Haciendo M2,

|M |2 = 16GF{(G′
V +G′

A)2(p1 · p2)(p3 · p4)

+ (G′
V −G′

A)2(p1 · p4)(p2 · p3)]−m2(G′2
V −G′2

A)(p3 · p1)}
(2.38)

por simplicidad en la notación, redefinimos GV = G′
V y GA = G′

A,

|M |2 = 16GF{(GV +GA)2(p1 · p2)(p3 · p4)

+ (GV −GA)2(p1 · p4)(p2 · p3)]−m2(G2
V −G2

A)(p3 · p1)}
(2.39)
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Considerando las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14), y tomando en cuenta que (p1 ·
p2), (p3 · p4) � m2

1,m
2
2 y (p1 · p4), (p2 · p3 � m2

1,m
2
2), entonces s = −2p1 · p2 = −2p3 · p4, y

u = −2p1 · p4 = −2p2 · p3, podemos expresar la matriz de Feyman en térnos de invariantes
de Lorentz,

|M |2 = 4G2
F (GV +GA)2s2 + (GV −GA)2u2 + 2(G2

V −G2
A)m2t (2.40)

tomando en cuenta las consideraciones anteriores, y haciendo E1 = Eν y E4 = T , la
ecuación (2.21) queda como

dσ

dT
=

1

16πEνs
|M |2 (2.41)

sustituyendo la ecuación (2.40) en (2.41)

dσ

dT
=

G2
F

4πsEν

{s2(GV +GA)2 + u2(GV −GA)2 + 2tm2(G2
V −G2

A)} (2.42)

Si consideramos el sistema de laboratorio, donde E2 = Ee está en reposo, poodemos
escribir s = 2EνEe = 2Eνme y t = −2EeT = −2meT ,

dσ

dT
=
G2

Fm

2π
{(GV +GA)2 +

u2

s2
(GV −GA)2 − mT

E2
ν

(G2
V −G2

A)} (2.43)

Los invariantes de Lorentz u, t pueden expresarse como

u = −s
2
(1 + cos θ) t = −s

2
(1− cos θ)

entonces podemos escribir
u

s
= −1− t

s
= 1− T

Eν

por lo tanto

dσ

dT
=
G2

Fm

2π

{
(GV +GA)2 + (GV −GA)2

(
1− T

Eν

)2

+ (G2
A −G2

V )
mT

E2
ν

}
(2.44)

Podemos encontrar la expresión de la sección eficaz diferencial respecto a un diferencial
de ángulo sólido, esta vez situandonos en el sistema del centro de masas, en donde
considerando de nuevo que el producto de los momentos es mucho mayor que la masa,
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(p1 · p2)(p3 · p4) = |p1|4 = E4
1 = E4

ν , (p1 · p4)(p2 · p3) = E4
ν cos2 θ y (p1 · p3) = E2

ν cos θ,
entonces

dσ

dΩ
=
G2

FE
2
ν

4π2

{
(GV −GA)2 + (GV +GA)2 cos2 θ − m2

E2
ν

(G2
V −G2

A) cos θ

}
(2.45)

donde θ es el ángulo de dispersión.
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3. EL ÁTOMO DE HIDRÓGENO Y SUS REGLAS DE

SELECCIÓN

Dado que en la presente tesis estudiamos las reglas de selección para la dispersión
del neutrino con un electrón ligado a un átomo de Hidrógeno, será necesario estudiar las
funciones de onda del electrón sometido al potencial del átomo de Hidrogeno. En este
capítulo presentamos estas funciones de onda y mostramos además las reglas de selección
en el caso clásico en que el electrón es excitado por un fotón

3.1. Átomo de hidrógeno no relativista

Empezaremos por discutir el caso no relativista en esta sección para después pasar
al caso relativista, que será de gran interés para nosotros dado que la dispersión que
consideraremos en el capítulo siguiente se da en el límite relativista.
Iniciaremos esta sección con la solución a la ecuación de Schrodinger correspondiente, para
luego pasar a las reglas de selección para este caso.

3.1.1. Solución de la ecuación de Schrodinger para el átomo de hidró-

geno

Partimos de la ecuación de Schrodinger[
p2

2µ
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (3.1)

donde µ es la masa reducida.

Para el átomo de hidrógeno, el potencial está dado por

V (r) = −Ze
2

r
(3.2)
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Se propone una solución de ψ, mediante separación de variables ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ),
y se introduce en (3.1)[

−
(
r2R

′′

R
+ 2r

R′

R

)
− 2µ(Ze2r + Er2)

]
−
(

Θ′′

Θ
+

cos θ

sin θ

Θ′

Θ
+

1

sin2 θ

Φ′′

Φ

)
= 0. (3.3)

Observamos que la parte radial debe ser una constante y proponemos que sea −l(l+ 1);
al multiplicarla por sin2 θ obtenemos que[

sin2 θ
Θ′′

Θ
+ cos θ sen θ

Θ′

Θ
+ l(l + 1) sin2 θ

]
+

Φ′′

Φ
= 0. (3.4)

Ahora bien, la segunda parte de la ecuación tambien debe ser una constante, que se
propone como −m2,

Φ′′

Φ
= −m2, Φ(φ) =

1√
2π
eimφ (3.5)

introduciendo, (3.4) en (3.5) se tiene

Θ′′ +
cos θ

sin θ
Θ′ +

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0, (3.6)

cuya solución es un polinomio de Legendre

Θ(θ) = (−1)m

√
2l + 1

2π

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ). (3.7)

Tomando el producto Θ(θ)Φ(φ), tenemos que la solución es un armónico esférico Ylm.

Regresando a la ecuación (3.3), tomando en cuanta las constantes definidas, obtenemos
la ecuación radial de Schrodinger(

d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
R + 2µ

[
E +

Ze2

r
− l(l + 1)

2µr2

]
R = 0 (3.8)

Nos concentraremos en las soluciones de los estados ligados, E < 0. Haciendo un
conveniente cambio de variables

ρ = (8µ|E|)
1
2 r (3.9)

la ecuación queda ahora como

d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
− l(l + 1)

ρ2
R +

(
λ

ρ
− 1

4

)
R = 0 (3.10)

22



donde introducimos el parámetro

λ = Ze2
(

µ

2|E|

)1/2

= Zα

(
µ

2|E|

)1/2

. (3.11)

Notamos primero, que para un valor de R muy grande, las solución debe tender a cero,
de modo que

d2R

dρ2
− 1

4
R = 0. (3.12)

La solución de esta ecuación es de la forma R ∼ e−ρ/2, por lo que proponemos la
solución

R(ρ) = e−ρ/2G(ρ) (3.13)

con lo que ahora la ecuación (3.10) es

d2G

dρ2
−
(

1− 2

ρ

)
dG

dρ
+

[
λ− 1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
G = 0, (3.14)

y si ahora escribimos G(ρ) como una expansion de series de potencia

G(ρ) = ρl

∞∑
n=0

anρ
n (3.15)

y definiendo H(ρ) =
∑∞

n=0 anρ
n, tendremos

d2H

dρ2
+

(
2l + 2

ρ
− 1

)
dH

dρ
+
λ− 1− l

ρ
H = 0 (3.16)

y sustituyendo H(ρ), tenemos que
∞∑

n=0

[
n(n− 1)anρ

n−2 + nanρ
n−1

(
2l + 2

ρ
− 1

)
+ (λ− 1− l)anρ

n−1

]
= 0 (3.17)

que es
∞∑

n=0

{(n+ 1)[nan+1 + (2l + 2)an+1] + (λ− 1− l − n)an}ρn−1 = 0

como la ecuación se anula término por término, obtenemos la relación recursiva

an+1

an

=
n+ l + 1− λ

(n+ 1)(n+ 2l + 2)
. (3.18)

Para n muy grande se tiene
an+1

an

' 1

n
. (3.19)
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Necesitamos que para valores grandes de n, la serie termine, esto significa que para un
l dado, y para n = nr, debemos tener

λ = nr + l + 1 (3.20)

introducimos el número cuántico principal, definido por

n = nr + l + 1 (3.21)

ahora, considerando el hecho que nr ≥ 0, entonces n ≥ l + 1, n es un entero, la relación
λ = n implica que

E = −1

2
µ

(Zα)2

n2
(3.22)

3.1.2. Reglas de selección

Consideremos ahora el Hamiltoniano que describe la interacción de un electrón en un
potencial estático con un campo electromagnético descrito por A(r, t)

H =
[p + eA(r, t)]2

2m
+ V (r) (3.23)

recordando la sección anterior, si escribimos

H0 =
p2

2m
+ V (r) (3.24)

encontramos que
λH1 =

e

m
A(r, t) · p. (3.25)

Si consideramos a e como un parametro mucho más pequeño que λ, entonces A2 es un
término de segundo orden. A2 es un término que contribuye en la dispersión de luz con
un átomo y la transición con emisión de dos fotones, pero no contribuye a la transición
acompañada por la emisión (o absorción) de un solo fotón.

Para la absorción de un cuanto de luz por una partícula cargada en un estado inicial
que tienen N fotones de frecuencia angular ω

A(r, t) =

(
2πN

ωV

)1/2

εei(k·r−ωt). (3.26)
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Para la emisión de un fotón por una partícula cargada en un estado final que tiene
N + 1 cuantos, esto es, para un estado inicial con N cuantos de frecuencia ω,

A(r, t) =

[
2π(N + 1)

ωV

]1/2

εei(k·r−ωt) (3.27)

Ahora bien, para la emisión de un solo fotón de frecuencia ω de un estado que no tiene
fotones, tenemos que, de acuerdo a (3.25)

λH1 =
e

m

(
2π

ωV

)1/2

ε · pe−i(k·r−wt). (3.28)

La probabilidad de transición por unidad de tiempo, está dada por

Γk→m = 2π|〈φm|H1|φk〉|2δ(E0
m − E0

k − ω)

− 2π|〈φm|H†
1|φk〉|2δ(E0

m − E0
k + ω)

(3.29)

Ahora consideremos la probabilidad de transición por unidad de tiempo y asumamos
que E0

k > E0
m, entonces la transición corresponde a la emisión de un fotón de energía ω.

La razón de transición es

Γk→m =
4π2

m2ωV
|〈φm|e−ik·rε · p|φk〉|2δ(E0

k − E0
m − ω) (3.30)

El siguiente paso es entonces calcular

〈φm|e−ik·rε · p|φk〉 (3.31)

Necesitamos estimar el valor del exponente k · r. Pero tenemos que kr ∼ 1
2
Zα y conside-

rando que Zα� 1, simplificamos el término usando la expansión e−ik·r =
∑∞

n=0
−in

n!
(k · r)n.

A orden Zα simplificamos de modo que

〈φm|e−ik·rε · p|φk〉 ' 〈φm|ε · p|φk〉 (3.32)

y notamos que podemos escribir esto como

ε · 〈φm|p|φk〉 = imωε · 〈φm|r|φk〉 (3.33)
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Si el estado inicial φk es un estado caracterizado por los número cuánticos iniciales
ni, li y mi, y el estado φm es el estado final con número cuánticos nf , lf y mf , entonces

〈φm|ε · r|φk〉 =

∫ ∞

0

r2dr

∫
dΩR∗

nf lf
(r)Y ∗

lf mf
(θ, φ)ε · rRnili(r)Ylimi

(θ, φ)

=

∫ ∞

0

r2drR∗
nf lf

(r)rRnili(r)

×
∫

dΩY ∗
lf mf

(θ, φ)ε·r̂Ylimi
(θ, φ).

(3.34)

Nos concentraremos ahora en la integral angular. Tenemos

ε · r̂ = εx sin θ cosφ+ εy sin θ sinφ+ εz cos θ (3.35)

haciendo uso de √
3

4π
Y1,0(θ, φ) = cos θ

√
3

8π
Y1,±1(θ, φ) = ∓ sin θe±iφ (3.36)

y después de un poco de algebra llegamos a

ε · r̂ =

√
4π

3

(
εzY1,0 +

−εx + iεy√
2

Y1,1 +
εx + iεy√

2
Y1,−1

)
(3.37)

por lo que la integral angular involucra un término∫
dΩY ∗

lf mf
(θ, φ)Y1,m(θ, φ)Ylimi

(θ, φ). (3.38)

Primero consideraremos la integral azimutal, que nos da∫ 2π

0

dφe−imf φeimφeimiφ = 2πδm=mf−mi
(3.39)

Asi obtenemos la primera reglase selección

mf −mi = m = 1, 0,−1 (3.40)

Específicamente, si definimos el eje z para que este en la dirección de k, entonces
εz = 0, y entonces m = ±1, como un caso especial, si el estado final es el estado base, con
lf = mf = 0, entonces m = −mi. Por ejemplo, si mi = 1, entonces m = −1 y el vector de
polarización para la radiación es (εx + iεy)/

√
2. La implicación es que si el átomo en el
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estado inicial es polarizado a lo largo del eje z con mi = 1, entonces en un decaimiento a
un estado con momento angular cero, la conservación de la componente z del momento
angular demanda que el fotón tampoco tenga componente z. El fotón debe entonces tener
su espín alineado a lo largo del eje z positivo, debe de tener helicidad positiva, o de forma
equivalente, tener polaridad circular derecha, que es lo que el término (εx + iεy)/

√
2 indica.

La integración sobre θ nos da otra regla de selección.

Consideraremos primero el caso en que lf = 0. Considerando que Y0,0 = 1/
√

4π, la
integral (3.38) involucra el término

1√
4π

∫
dΩY1,m(θ, φ)Yli,mi

(θ, φ) =
1√
4π
δli,1δmi,−m (3.41)

que implica que el estado inicial debe de tener li = 1

De forma más general, utilizando el teorema de adición para armonicos esféricos, que es

Yl1m1(θ, φ)Yl2m2(θ, φ) =

l1+l2∑
L=|l1−l2|

CLm1+m2
l1l2m1m2

YL,m1+m2(θ, φ) (3.42)

y sustituyendo esta ecuación en (3.38)∫
dΩY ∗

lf mf
(θ, φ)

li+1∑
L=|li−1|

CL,m+mi

1limmi
YL,m+mi

(θ, φ) = 0 (3.43)

a menos que

lf = li + 1, li, |li − 1| (3.44)

Esta es la forma general de la regla de selección de la radiación del dipolo eléctrico,
con la observación que no hay transición de zero a zero.

Esta es una restricción que resulta de la conservación de la paridad. Dado que r es
impar bajo reflexiones, hay una regla de selección adicional para la transición de dipolo
eléctrico: El estado atómico debe cambiar paridad. Dado que la paridad esta dada por
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(−1)l, esto implica que los valores de l deben cambiar, por lo tanto:

∆l = ±1. (3.45)

La perturbación H1, no tiene dependencia con el espín, de ahi que el espín no altere la
transición. Esto nos da otra regla de selección

∆S = 0. (3.46)

De las ecuaciones (3.45) y (3.46) obtenemos la regla de selección para j,

∆j = 1, 0,−1 (3.47)

Una vez calculadas estas reglas de selección podríamos pasar en principio al caso
relativista. Sin embargo, antes de pasar a dicha discusión llegaremos a estas mismas reglas
por medio de una aproximación distinta, para lo cual seguiremos de cerca la Ref. [11].
La motivación principal para seguir esta aproximación radica en que en el cálculo de la
dispersión neutrino-electrón será más útil seguir esta aproximación al problema que la
descrita más arriba.

Anteriormente calculamos la aproximación de la expansión de series de potencias para
eik·r, ahora consideraremos la matriz de elementos exacta. Introducimos el estado |1〉 que
consiste en un producto directo del estado del fotón en el vacío y el estado atómico con
números cuánticos y función de onda con subíndice 1. Y el estado |2〉 con el producto del
estado del fotón con energía E, número de onda k, y helicidad λ y estado atómico cuyo
número cuántico y función de onda tiene subíndice 2.

Consideraremos que eik·r puede expandirse como

eik·r = 4π
∑
jm

ijj j(kr)Y
∗
jm(k)Yjm(r) (3.48)

donde jj(kr) es la función esférica de Bessel de orden j.Los números cuánticos del momento
angular del fotón son j, m.
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La función de onda para estados atómicos se denota por ψi(x) = Ri(r)Yjimi
(θ, φ),

donde Ri es la función de onda radial que depende de ni, ji.

Tomando δ = j1 − j2 y W = j1 + j2, entonces, para j + j1 + j2 par tenemos

〈1|H1|2〉 = e2a
(α

8

) 1
2
ij(−1)m1λ

(
(2j + 1)(2j1 + 1)(2j2 + 1)

πj(j + 1)

) 1
2

(
j j1 j2

m −m1 m2

)(
j j1 j2

0 0 0

)

× [[j(j + 1) + δ(W + 1)]

∫ ∞

0

jj(kr)R
∗
1(r)

(
∂

∂r
R2(r)

)
rdr

+ [−j(j + 1) + δ(W + 1)]

∫ ∞

0

jj(kr)

(
∂

∂r
R∗

1(r)

)
R2(r)rdr]

(3.49)

y para j + j1 + j2 impar, tenemos

〈1|H1|2〉 = e2a
(α

8

) 1
2
ij+1(−1)m1k

(
(2j + 1)(2j1 + 1)(2j2 + 1)

πj(j + 1)

) 1
2

× [(W − 1)(W + j + 2)(j + ∆ + 1)(j − δ + 1)]
1
2

×

(
j j1 j2

m −m1 m2

)(
j + 1 j1 j2

0 0 0

)∫ ∞

0

jj(kr)R
∗
1(r)R2(r)rdr

(3.50)

donde a es el radio de Bohr y α la constante de estructura fina.

Las reglas de selección se obtienes de las propiedades de los simbolos 3j, para que sean
distintos de cero, deben cumplirse las siguientes condiciones:

ji ≥ |mi| ≤ 0 , ∆(j1j2j3) (3.51)

En este caso general podemos obtener reglas de selección exactas a partir de la
conservación del momento angular al considerar que solo podrán ser emitidos fotones para
los cuales m = m1 −m2, y j = |δ|, |δ|+ 1, ...,W − 1,W .

Podemos dar un paso más en las reglas de selección si notamos que los valores absolutos
de los elementos de matriz son mayores para j = 1. En este caso, las integrales que
contienen j1(kr) dan la mayor contribución y por lo tanto, de una manera aproximada
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podemos decir que las transiciones ’permitidas’ son aquellas en las que j = 1, y notamos
además que |δ| = 1 o, de manera equivalente, j1 = j1 ± 1 [11].

Para el segundo simbolo 3j de la ecuación (3.49), j = δ, entonces ∆j = ±1. Y para
(3.50), j + 1 = δ, entonces ∆j = ±2.

Pero el simbolo el primer simbolo 3j de ambas ecuaciones establece que −1 ≤ ∆j ≤ 1.
Por lo tanto ∆j = ±1.
Tomando en cuenta la conservación del espín, concluimos que con esta aproximación al
problema llegamos a las reglas de selección

∆j = ±1 ∆mj = 0,±1

∆l = ±1 ∆ml = 0,±1
(3.52)

3.2. Átomo de hidrógeno relativista

3.2.1. Solución de la ecuación de Dirac para el átomo de hidrógeno

El Hamiltoniano de Dirac con un potencial central, esta dado por

HD = α · p + βm+ V (r) (3.53)

donde V (r) = eA0(r). Debido a la simetría esférica del campo, el operador de momentum
angular J y el operador de paridad P = eiφβ(x → −x) = eiφγ0P0 con respecto al origen
del sistema de coordenadas, conmutan con el Hamiltoniano.

Ocurren estados con energía y momentum angular definidos. La correspondiente función
de onda está denotada por

ψjm =

(
φjlm(x, t)

χjl′m(x, t)

)
(3.54)

donde φjlm(x, t) y χjl′m(x, t) son espinores. Como ψjm debe de cumplir con la conservación
de la paridad, tenemos que

Pψjm(x′) = λψjm(x′) (3.55)
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Pψjm = λψjm = λ

(
φjlm(x, t)

χjl′,m(x, t)

)
(3.56)

donde |λ| = 1. La ecuación (3.55) demanda que se cumpla la paridad de la función de
onda, la función de onda es una eigenfunción del operador de paridad. La ecuación (3.56)
muestra que la paridad del espinor φjlm debe ser igual a la paridad negativa de χjl′m, de
alli que el número cuántico l sea distinto para ambos espinores.

También podemos obtener esto de forma que, empezando con la ecuación estacionaria

de Dirac H0ψ = Eψ, y α =

(
0 γ

γ 0

)
, tenemos que

(E −m0 − V )φ = (σ · p)χ,

(E +mo − V )χ = (σ · p)φ
(3.57)

Vamos a denotar los espinores esféricos como Ωjlm, que están definidos como

Ωjlm =
∑

m′,ms

C lm′
1
2
msjm

Ylm′χ 1
2
ms

(3.58)

el espinor χ 1
2
ms

son eigenfunciones del espín S2 = σ2/4 y S3 = σ/2.

La paridad de Ωjlm está determinada por Ylm, P0Ωjlm = (−1)lΩjlm. Ahora definimos
los espinores como

φjlm = ig(r)Ωjml

(r

r

)
, χjl′m = −if(r)Ωjl′m

(r

r

)
(3.59)

con

l′ = 2j − l =


2
(
l + 1

2

)
− l = l + 1 para j = l + 1

2

2
(
l − 1

2

)
− l = l − 1 para j = l − 1

2

 (3.60)

Si j = l + 1
2

el momentum angular orbital l′ de χjl′m es l′ + 1. Esta es la única forma
que χ tenga paridad opuesta a φ. El valor l = l − 1 debe ser excluido porque el momento
angular total j = l + 1

2
no puede ser construido por l′ = l − 1 y S = 1

2
.
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Con respecto a (3.58), decimos que los espinores esféricos son eigenfunciones de L2,
J2, S2 con eigenvalores l′(l′ + 1), j(j + 1) y 3

4
respectivamente. Ahora, damos la forma

explicita de Ωjlm, para el caso de j = l + 1
2

y j = l − 1
2

(j ≥ 2
2
):

Ωl+ 1
2
,l,m =

 √
j+m
2j
Yl,m− 1

2√
j−m
2j
Yl,m+ 1

2

 , Ωl+ 1
2
,l,m =

 −
√

j−m+1
2j+2

Yl,m− 1
2√

j+m+1
2j+2

Yl,m+ 1
2

 (3.61)

Ahora hacemos uso de la siguiente relación entre los espinores(
σ · r

r

)
Ωjlm = −Ωjl′m (3.62)

de la ecuación (3.62), tenemos que

− (σ · p)Ωjlm = (σ · p)
(
σ · r

r

)
Ωjl′m (3.63)

utilizando la relación
(σ ·A)(σ ·B) = A ·B + iσ · (A×B) (3.64)

para escribir (3.63) como

− (σ · p)Ωjlm =
(
p · r

r
+ iσ ·

(
p× r

r

))
Ωjl′m (3.65)

con p = −i∇ y L = r× p, la ecuación anterior se transforma en

(p · r + ir · (p× r))
1

r
Ωjl′m = −i

(
2

r
+

1

r
L · σ

)
Ωjl′m. (3.66)

De

J2 =

(
L +

1

2
σ

)2

(3.67)

tenemos que

L · σΩjl′m =

(
J2 − L2 −

(
1

2
σ

)2
)

Ωjl′m

=

{
j(j + 1)− l′(l′ + 1)− 3

4

}
Ωjl′m.

(3.68)

Definimos un número cuántico κ por,

κ = ∓(j +
1

2
) =

{
−(l + 1) para j = l + 1

2

l para j = l − 1
2

}
. (3.69)
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Utilizando la definición de κ, podemos escribir (3.66) como

(2 + L · σ)Ωjl′m = (1 + κ)Ωjl′m (3.70)

y para Ωjlm obtenemos (2 + L · σ)Ωjlm = (1− κ)Ωjlm.

Ahora, podemos escribir la función de onda como

ψjm =

(
ig(r)Ωjlm

(
r
r

)
−f(r)Ωjl′m

(
r
r

) ) (3.71)

Considerando (3.59) tenemos que

σ · pφjlm =
dg(r)

dr

(
σ · r

r

)
Ωjlm + ig(r)σ · pΩjlm (3.72)

utilizando las ecuaciones (3.66) y (3.70) llegamos a una nueva ecuación para (3.65)

− (σ · p)Ωjlm = − i
r
(1 + κ)Ωjl′m (3.73)

Utilizando las ecuaciones (3.62) y (3.73), (3.72) toma la forma

σ · pφjlm = −Ωjl′m

(
dg

dr
+
κ+ 1

r
g(r)

)
(3.74)

de forma análoga

σ · pχjl′m = −iΩjlm

(
df

dr
− κ− 1

r
f(r)

)
(3.75)

Ahora, sustituimos (3.74) y (3.75) en (3.57) obtenemos la ecuación radial para las
funciones f y g

dg(r)

dr
+ (1 + κ)

g(r)

r
− [E +m0 − V (r)]f(r) = 0

df(r)

dr
+ (1− κ)

f(r)

r
− [E +m0 − V (r)]g(r) = 0

(3.76)

Haciendo la sustitución G = rg y F = rf , finalmente tenemos

dG(r)

dr
+
κ

r
G(r)− [E +m0 − V (r)]F (r) = 0

dF (r)

dr
− κ

r
F (r)− [E −m0 − V (r)]G(r) = 0

(3.77)
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Esta es la ecuación diferencial para la función de onda radial F y G de la ecuación de
Dirac, en el caso de un potencial V (r) con simetria esférica.

La energía de interacción de Coulomb, de un punto en el núcleo y una partícula de
carga −e es V (r) = −Ze2/r, entonces la ecuación radial según (3.77) es

dG(r)

dr
= −κ

r
G(r) + [E +m0 +

Zα

r
]F (r)

dF (r)

dr
=
κ

r
F (r)− [E −m0 +

Zα

r
]G(r)

(3.78)

donde α es la constante de estructura fina.
Primero, examinaremos el caso en el que r es muy pequeño,(r ∼ 0). En este caso, los
términos E ±m0 pueden ser omitidos, entonces

dG

dr
+
κ

r
G− Zα

r
F (r) = 0

dF

dr
− κ

r
F +

Zα

r
G(r) = 0

(3.79)

ahora, hacemos G = arγ y F = brγ, de modo que

aγrγ−1 + κarγ−1 − Zαbrγ−1 = 0

bγrγ−1 − κbrγ−1 + Zαarγ−1 = 0
(3.80)

o bien
a(γ + κ)− bZα = 0, aZα+ b(γ − κ) = 0 (3.81)

El determinante de los coeficientes debe desaparecer en

γ2 = κ2 − (Zα)2,

γ = ±
√
κ2 − (Zα)2 = ±

√
(j +

1

2
)2 − (Zα)2

(3.82)

Como la función de onda no está normalizada, debemo escoger el signo positivo para
γ, la solución negativa nos dice que F 2 +G2 ∼ r−2|γ| cerca de r = 0 que puede provocar
una integral divergente para la norma.

Definimos las siguientes variables

% = 2λr con λ = (m2
0 − E2)

1
2 (3.83)
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haciendo la sustitución en (3.78)

dG(%)

d%
= −κ

%
G(%) +

[
E +m0

2λ
+
Zα

%

]
F (%),

dF (%)

d%
= −

[
E −m0

2λ
+
Zα

%

]
G(%) +

κ

%
F (%)

(3.84)

usando estas ecuaciones podemos obtener la solución de F (%) y G(%) para %→∞,

dG(%)

d%
=
E +m0

2λ
F (%)

dF (%)

d%
= −E −m0

2λ
G(%)

combinandola con (3.83), se convierte en

d2G(%)

d%2
= −E

2 −m2
0

(2λ)2
G(%) =

1

4
G(%)

que nos da dos posibles soluciones con G(%) ∼ e±%/2, pero solo el exponencial decreciente
puede ser usado porque es el único normalizable.
Un resultado similar viene para F (%), entonces proponemos

G(%) = (m0 + E)
1
2 e−

%
2 (Q1(%) +Q2(%))

F (%) = (m0 − E)
1
2 e−

%
2 (Q1(%)−Q2(%))

(3.85)

sustituyendo (3.85) en (3.84) y simplificando, obtenemos

−1

2
(Q1+Q2) +

dQ1

d%
+

dQ2

d%

= −κ
%
(Q1 +Q2) +

[
E −m0

2λ
+
Zα

%

]
m0 − E

λ
(Q1 −Q2)

−1

2
(Q1−Q2) +

dQ1

d%
+

dQ2

d%

=
κ

%
(Q1 −Q2) +

[
E −m0

2λ
+
Zα

%

]
m0 + E

λ
(Q1 +Q2)

(3.86)

sumando y restando las ecuaciones (3.86) obtenemos

dQ1

d%
=

(
1− ZαE

λ%

)
Q1 −

(
κ

%
+
Zαm0

λ%

)
Q2,

dQ2

d%
=

(
−κ
%

+
Zαm0

λρ

)
Q1 +

(
ZαE

λρ

)
Q2.

(3.87)
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Para encontrar la solución de Q1 y Q2 proponemos una solución de expansión de series
de potencias, separando el factor %γ que describe el límite de la solución cuando %→ 0

Q1 = %γ

∞∑
m=0

αm%
m, Q2 = %γ%m (3.88)

sustituyendo (3.88) en (3.87) y comparando los coeficientes concluimos que

αm(m+ γ) = αm−1 −
ZαE

λ
am −

(
κ+

Zαm0

λ

)
βm,

βm(m+ γ) =

(
−κ+

Zαm0

λ

)
αm +

ZαE

λ
βm.

(3.89)

definiendo la variable n′ = ZαE
λ
− γ y utilizando la ecuación (3.89)

αm

[(
m+ γ +

ZαE

λ

)
(n′ −m) + κ2 − Z2α2m2

0

λ2

]
= αm−1(n

′ −m) (3.90)

con γ2 = κ2 − (Zα)2, llegamos a

αm =
(1− n′)(2− n′) · · · (m− n′)

m!(2γ + 1) · · · (2γ +m)
α0 (3.91)

de forma análoga decimos que

βm = (−1)mn
′(n′ − 1) · · · (n′ −m+ 1)

m!(2γ + 1) · · · (2γ +m)
β0 (3.92)

esta serie de potencias puede convertirse en una función hipergeométrica, entonces encon-
tramos que

Q1 = α0%
γF (1− n′, 2γ + 1; %),

Q2 = β0%
γF (−n′, 2γ + 1; %)

−
(
κ− Zαm0/λ

n′

)
α0%

γF (−n′, 2γ + 1; %)

(3.93)

Para que la función de onda sea renormalizable, requerimos que las series Q1 y Q2

terminen; la función hipergeométrica tendrá que ser un polinomio simple, esto puede ser
únicamente si n es un número entero no negativo.
Entonces definimos el número cuántico principal

n = n′ + |κ| = n′ + j +
1

2
, n = 1, 2, 3, ... (3.94)
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con esto podemos calcular los eigenestados de la energía

E = m0

[
1 +

(Zα)2

[n− j − 1
2

+ [(j + 1
2
)2 − (Zα)2]1/2]2

]− 1
2

(3.95)

Finalmente queremos encontrar la expresión completa para la función de onda radial.
Vamos a normalizar la función de onda de acuerdo a

∫
ψ†ψdV = 1∫ ∞

0

(f 2 + g2)r2dr = 1 (3.96)

esto nos da la expresión final de la función de onda radial normalizada{
g(r)

f(r)

}
=

±(2λ)
3
2

Γ(2γ + 1)
×

√√√√ (m0 ± E)Γ(2γ + n′ + 1)

4m0
(n′+γ)m0

E

(
(n′+γ)m0

E
− κ
)
n′!

× (2λr)γ−1e−λr

{(
(n′ + γ)m0

E
− κ

)
F (−n′, 2γ + 1; 2λr)∓ n′F (1− n′, 2γ + 1; 2λr)

}
.

(3.97)

3.2.2. Reglas de selección

La interacción con el campo del fotón es

HI = eα ·A (3.98)

donde α está dada en término de las matrices de Pauli.

En la mecánica cuántica relativista una partícula se caracteriza por la representación
irreducible de las variables dinámicas: el Hamiltoniano H, componentes del momento
lineal Pi, las componentes del momento angular Ji, las componentes espacio tiempo del
tensor del momento angular relativista Ki. La representación con la que trabajemos será
de masa cero, energía positiva y representación finita del espín. Cada representación es
caracterizada por un número λ, la helicidad, mientras que |λ| es la representación del
espín.

Denifimos el sistema dinámico correspondiente a un fotón siendo la suma de la repre-
sentación para la cual λ = ±1. El producto interno se define por

(f, g) =
∑
λ=±1

∫
f ∗(p, λ)g(p, λ)

dp

p
(3.99)
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La cantidad
∫

V
[|g(p, λ)|2/p]dp nos da la probabilidad relativa que un fotón en un

estado dado por g(p, λ), tengo su momento en un volumen V del espacio de momento y
tenga helicidad λ. La norma de la función de onda está definida por

N(g) = [(g, g)]
1
2 (3.100)

Primero definimos el vector Qλ(p) para λ = 0,±1 por

Q0(p) = −(p/p),

Qλ=±1 = −λ(2)1/2

(
p1(p1 + iλp2)

p(p+ p3)
− 1,

p2(p1 + iλp2)

p(p+ p3)
− iλ,

p1 + iλp2

p

) (3.101)

Ahora tomando en cuenta el siguiente teorema:
Teorema: La forma más general del potencial vectorial y escalar para el caso de corrientes
y fuentes que no están presentes es

A(x.t) =
1

2π

(∑
λ=±1

λ

∫
Qλ(p)g(p, λ)ei(p·x−pt) dp

p
+
∑
λ=±1

λ

∫
Q∗

λ(p)g∗(p.λ)e−i(p·x−pt) dp

p

)
+∇F (x, t),

φ(x, t) = −∂F (x.t)

∂t
+K

(3.102)

donde la función g(p, λ) es la amplitud de Poincare, F (x, t) es cualquier función real de
estos argumentos, y K es cualquier número real.

Este teorema es muy importante porque resuelve completamente la ambigüedad es-
cogiendo los potenciales correspondientes para el campo de radiación. La función F (x, t)

establece completamente la norma. Si F (x, t) satisface la ecuación de Laplace, la norma es
la norma de radiación.

Las amplitudes de Poincaré G(E, j,m, λ) en la base energía-momento angular está
definida como

g(p, λ) =
1

p

∞∑
j=1

j∑
m=−j

Y m,λ
j (θ, φ)G(p, j,m, λ), (3.103)
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y la amplitud G(E, j,m, λ) en términos de g(p.λ)

G(E, j,m, λ) = E

∫ π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin θY m,λ∗
j (θ, φ)g(p, λ) (3.104)

y F (E, j,m, λ) de obtiene de f(p.λ) a través de (3.103).

La función de onda del fotón en la representación de energía-momento angular, y el
producto interno es

(f, g) =
∑
λ=±1

∞∑
j=1

j∑
m=−j

∫
F ∗(E, j,m, λ)G(E, j,m, λ)

dE

E
(3.105)

En términos de la representación de momento angular, el potencial vectorial toma la
siguiente forma cuando f(x, t) = 0

A(x, t) = A1(x.t) + A∗
1(x, t), (3.106)

donde

A1(x, t) = −(2)1/2
∑
λ=±1

∞∑
k=1

k∑
m=−k

(i)k{Yk,k,m(θ, φ)Akmλ,k(x)

− iλ

[
k

2k + 1

] 1
2

Yk,k−1,m(θ, φ)Akmλ,k+1(x)

+ iλ

[
k + 1

2k + 1

] 1
2

Yk,k−1,m(θ, φ)Akmλ,k−1(s)}

(3.107)

Finalmente
Akmλ,k′(x) =

∫ ∞

0

G(E, k,m, λ)jkEre
−iEtdE, (3.108)

Utilizando esta definición de el vector potencial, puedo decir que para j + l1 + l2 impar

〈1|HI |2〉 = (−1)m1+ 1
2 ij+1kα

(
(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j + 1)

2πj(j + 1)

) 1
2

(κ1 + κ2)

(
j j1 j2

m −m1 −m2

)

× [[2l1 + 1)(2l′2 + 1)]
1
2

{
j j1 j2
1
2

l′2 l1

}(
j l′1 l′2

0 0 0

)∫ ∞

0

r2jj(kr)g1rf2(r)dr

+ [(2l′1 + 1)(2l2 + 1)]
1
2

{
j j1 j2
1
2

l2 l′1

}(
j l′1 l2

0 0 0

)∫ ∞

0

r2jj(kr)g2(r)f1(r)dr]].

(3.109)
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y para j + l1 + l2 par

〈1|HI |2〉 = (−1)m1− 1
2 ijαλ

(
(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j + 1)

2πj(j + 1)

) 1
2

(
j j1 j2

m −m1 −m2

)

× [[2l′1 + 1)(2l′2 + 1)]
1
2

{
j j1 j2
1
2

l′2 l′1

}(
j l′1 l′2

0 0 0

)

×
∫ ∞

0

rjj(kr)[j(j + 1)− (κ1 − κ2)]− (κ1 − κ2)krj
′
j(kr)g1rf2(r)dr

− [(2l1 + 1)(2l2 + 1)]
1
2

{
j j1 j2
1
2

l2 l1

}(
j l1 l2

0 0 0

)

×
∫ ∞

0

rjj(kr)[j(j + 1)− (κ1 − κ2)] + (κ1 − κ2)krj
′
j(kr)g2(r)f1(r)dr].

(3.110)

De la misma forma que para el átomo de hidrógeno no relativista, las reglas de selección
se obtienen de las propiedades de los simbolos 3j, para los cuales deben de cumplirse las
condiciones dadas en (3.51)

Definiendo de nuevo las transiciones ’permitidas’ como aquellas en las que j = 1

(aproximación dipolar) llegamos a las siguientes conclusiones: Para el segundo y tercer
símbolo 3j de la ecuación (3.109), j = |l1 − l′2|, |l′1 − l2|, entonces ∆l = 0,±2. Y para
(3.110), j = |l′1 − l′2|, |l1 − l2|, entonces ∆l = ±1.Pero el simbolo el primer simbolo 3j de
ambas ecuaciones establece que −1 ≤ ∆j ≤ 1. Por lo tanto ∆j = 0,±1.

Tomando en cuenta la conservación del espín, concluimos que las reglas de selección
son

∆j = 0,±1 ∆mj = 0,±1

∆l = 0,±1 ∆ml = 0,±1
(3.111)
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4. DISPERSIÓN INELÁSTICA NEUTRINO

ELECTRÓN PARA EL ÁTOMO DE HIDRÓGENO

Después de haber discutido en los capítulos anteriores la teoría necesaria para calcular
las secciones eficaces en el caso de partículas libres y de discutir el caso de transiciones del
electrón ligado al potencial de un átomo de Hidrógeno relativista y sus reglas de selección,
será fácil ahora describir la dispersión de un neutrino con dicho electrón y encontrar las
reglas de selección para este caso, que resultan ser la mismas que las mostradas en el
capítulo anterior.

Vale la pena remarcar que el hecho de encontrar las mismas reglas de selección no
quiere decir que las secciones eficaces sean las mismas en los dos casos, pues es necesario
todavia evaluar las integrales, que serán obviamente diferentes.

Hemos discutido ya el caso de la sección eficaz para la dispersion νee→ νee en el caso
de partículas libres. Las diferencias principales entre una función de onda libre y un estado
ligado son dos:
La normalización de la función de onda de un estado ligado es∫

|ψ|2dV = 1 (4.1)

y no 2E como en el caso libre (2.8).

La función delta es el resultado de la integración sobre el espacio, pero en este caso la
delta será solo sobre la energía porque la expresión e−q·r no se conserva en el resto de la
expresión y no puede ser integrada.

Como hemos mencionado ya considerando que la partícula 1, el neutrino (ν1), está libre
y la partícula 2, el electrón (e1), está ligada, la función de onda de la partícula libre está
normalizada de modo que

∫
ρdV = 2E, y en el caso de una partícula ligada |ψ|2dV = 1,
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entonces ahora en flujo incidente está dado por

|v1|2E1

V 2
=
|vν1 |2Eν1

V 2
(4.2)

considerando el sistema de laboratorio.

Tomando en cuenta también que la delta del cuadrimomento ahora es una delta de
energía, la sección diferencial eficaz está dada por

dσ =
d3pe2dpν2δ(Eν2 + Ee2 − Eν1 − Ee1)

24(2π)2Eν1Eν2Ee2

. (4.3)

Ahora bien, sabemos que

pdp = EdE

d3p = p2dpdΩ
(4.4)

con la ayuda de (4.4) y tomando en cuenta que Ee2 = me + Te, dEe2 = dTe, reescribimos
(4.3)

dσ =
pe2Ee2dTe2doe2pν2Eν2dEν2doν2δ(Eν2 + Ee2 − Eν1 − Ee1)

24(2π)2Eν1Eν2Ee2

|M |2 (4.5)

en el caso del neutrino, Eν1 = pν1 . Integrando sobre dEν2 utilizando la función delta,

dσ =
pe2pν2dTe2doe2doν2

24(2π)2pν1

|M |2 (4.6)

Ahora tomando un promedio de la proyección del momento angular inicial, que contri-
buye con un factor

(
1

2j1+1

)
, y la suma de espines sobre los estados finales del neutrino y

el electrón que contribuye con un factor 1
4

al hacer la suma sobre las helicidades se tiene

dσ

dTe

=
pνepe2

28π2pν1(2j1 + 1)

∑
m1

∑
λe2

∑
λν2

∫
d(cos θe2)dφe2

∫
d(cos θν2)dφν2|M |2 (4.7)

donde hemos considerado que dΩ = d(cosθ)dφ.

Del lagrangiano (1.43), utilizando teoría de perturbación de segundo orden, se obtiene
la matriz de elementos para la dispersión inelástica ν e:

M = −GF√
2
ūpλν2

γµ(1 + γ5)upλν1

∫
d3rψ̄pλe2

(r)

× γµ(gV + gAγ
5)ψnjlme1

(r)e−iqr

(4.8)
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donde qµ = [(Eν2 − Eν1),pν2 − pν1 ].

El electrón inicial (e1) se supone como un estado ligado con números cuánticos n1

y número cuántico angular j1l1m1. En este marco de referencia, el modelo de potencial
esférico simétrico describe el estado como el biespinor

ψnjlme1
(r) =

1

r

(
fn1j1l1(r)Ωj1l1m1(r/r)

i1+l1+l′1gn1j1l′1
(r)Ωj1l′1m1(r/r)

)
,∫ ∞

0

dr(f 2
n1j1l1

+ g2
n1j1l′1

) = 1.

El electrón dispersado (e2) se considera que está en el continuo con helicidad λ2 y
momentum p2. su función de onda se representa por una expansión en el biespinor esférico,

ψpλe2
(r) =

∑
j2l2m2

2π

p2

il2(Ω
∗
j2l2m2

(p2p2)wλ2)e
−iδj2l2

1

r

×

(
fE2j2l2(r)Ωj2l2m2(r/r)

i1+l2−l′2gE2j2l′2
(r)Ωj2l′2m2

(r/r)

) (4.9)

con la normalización definida por la forma asintótica

fEjl(r)r→∞ = 2(E +me)
1
2 sin

(
pr − πl

2
+ δjl

)

entonces la sección diferencial eficaz se expresa como

dσ

dTe

(Te, Eν1 , njle1) =
pν2pe2

28π2pν1(2j1 + 1)

∑
m1

∑
λe2

∫
doe2|M |2 (4.10)

Antes de presentar la forma explicita de la sección eficaz, haremos una pequeña
descripción de su derivación. En la matriz de elementos (4.8) la función exponencial de
la integral se expande en multipolos esféricos, después, utilizando la expresión (4.9) la
función con dependencia angular puede separarse e integrarse. Esto se realiza utilizando el
teorema de Wigner-Eckart:
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∫
doΣ∗

j2l2m2
YJMΣj1l1m1

= (−1)j2−m2

(
j2 J j1

−m2 M m1

)
〈j2l2‖J‖j1l1〉∫

doΣ∗
j2l2m2

YLJMΣj1l1m1

= i(−1)j2−m2

(
j2 J j1

−m2 M m1

)
〈j2l2‖JL‖j1l1〉

El teorema de Wigner-Eckart muestra una relación directa entre una matriz reducible
y una irreducible. Ahora, de la referencia [12], obtenemos las de matrices reducibles,

〈κµ|σ ·YJJM |κ′µ′〉 = (κ′ − κ)(−1)µ+1/2

(
(2l + 1)(2l′ + 1)(2j + 1)(2J + 1)

4πJ(J + 1)

) 1
2

×

(
J j j′

M −µ µ′

){
J j j′

1
2

l′ l

}(
J l l′

0 0 0

) (4.11)

〈κµ|σ ·YJ,J+1,M |κ′µ′〉 = (−1)µ+1/2(J + κ+ κ′ + 1)

(
(2l̄ + 1)(2l′ + 1)(2j + 1)(2j′ + 1)

4π(J + 1)

) 1
2

×

(
J j j′

M −µ µ′

){
J j j′

1
2

l′ l̄

}(
J l̄ l′

0 0 0

)
(4.12)

〈κµ|σ ·YJ,J−1,M |κ′µ′〉 = −(−1)µ+1/2(J − κ− κ′)

(
(2l̄ + 1)(2l′ + 1)(2j + 1)(2j′ + 1)

4πJ

) 1
2

×

(
J j j′

M −µ µ′

){
J j j′

1
2

l′ l̄

}(
J l̄ l′

0 0 0

)
(4.13)

en una transición de un estado inicial con números cuáticos κ, µ(donde µ es el núme-
ro cuántico m), a un estado final con números cuáticos κ′, µ′, donde l = j + 1/2Sκ y

44



l̄ = j − 1/2Sκ.

Ahora hacemos uso de la expresión que se encuentra en la referencia [13] y escribimos
la sección diferencial eficaz como

dσ

dTe

=

∫ 1

−1

dz
∑
j2l2

∑
J

G2
Fp

2
ν2

2π(2je1 + 1)pe2q
2
Q(w)(j2l2, J, j2l2; z) (4.14)

donde z = cos θν2 , y θν2 es el ángulo de dispersión del neutrino.

La expresión explicita de Q(w) depende de la paridad (−1)l2+L+l1 y esta dividida en
dos tipos:
Tipo E: (−1)l2+L+l1 = 1, con J (

V 2) = 0, J (0)
A = J

(1)
A = J

(3)
A = 0, en donde

Q(w) = {[ 4J

2J + 1
(1− z2)p2

ν1
p2

ν2

+
J + 1

2J + 1
(p2

ν1
+ p2

ν2
+ pν1 − pν2(1− z))(pν1 − pν2)

2]g2
V J

(1)2
V

+ [
J

2J + 1
(p2

ν1
+ p2

ν2
+ pν1pν2(1− z))(pν1 − pν2)

2

+
4(J + 1)

2J + 1
(1− z2)p2

ν1
p2

ν2
]g2

V J
(3)2
V

+ [(p2
ν1

+ p2
ν2

+ pν1pν2(1− z))(pν1 − pν2)
2]g2

AJ
(2)2
A

+ [
2(J(J + 1))

1
2

2J + 1
((p2

ν1
+ p2

ν2
+ pν1pν2(1− z))(pν1 − pν2)

2

− (1− z2)4p2
ν1
p2

ν2
)]g2

V J
(1)
V J

(3)
V

+ [2

(
J + 1

2J + 1

) 1
2

q(pν1 + pν2)(pν1 − pν2)
2]

× gV gAJ
(3)
V J

(2)
A } (1− z)

(pν1 − pν2)
2

(4.15)
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Tipo M: (−1)l2+L+l1 = −1, con J (0)
V = J

(1)
V = J

(3)
V = 0, J

(2)
A = 0,

Q(w) = [(p2
ν1

+ p2
ν2

+ pν1pν2(1− z))(1− z)]g2
V J

(2)2
V

+ [(p2
ν1
− 2pν1pν2z + p2

ν2
)(1 + z)]g2

AJ
(0)2
A

+ [
J

2J + 1
(pν1 − pν2)

2(1 + z)

+
J + 1

2J + 1
(p2

ν1
+ p2

ν2
+ pν1pν2(1− z))(1− z)]g2

AJ
(1)2
A

+ [
J

2J + 1
(p2

ν1
+ p2

ν2
+ pν1pν2(1− z))(1− z)

+
J + 1

2J + 1
(pν1 − pν2)

2(1 + z)]g2
AJ

(3)2
A

+ [2

(
J + 1

2J + 1

) 1
2

q(pν1 + pν2)(1− z)]gV gAJ
(2)
V J

(1)
A

+ [2

(
J + 1

2J + 1

) 1
2

q(pν1 + pν2)(1− z)]gV gAJ
(2)
V J

(3)
A

− [2

(
J + 1

2J + 1

) 1
2

q(pν1 − pν2)(1 + z)]g2
AJ

(0)
A J

(1)
A

+ [2

(
J + 1

2J + 1

) 1
2

q(pν1 − pν2)(1 + z)]g2
AJ

(0)
A J

(3)
A

+ [2
(J(J + 1))

1
2

2J + 1
((3 + z2)pν1pν2 − 2z(p2

ν1
+ p2

ν2
))]g2

AJ
(1)
A J

(3)
A .

(4.16)
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Donde q = (p2
1 + p2

2 − 2p1p2z)
1/2. La corrientes JV y JA están dadas por

J
(1)
V = i1+l1−l′1

∫ ∞

0

drf2(r)g1′(r)jJ−1qr〈2‖JJ − 1‖1′〉

+ il
′
2−l2−1

∫ ∞

0

drg2′(r)f1(r)jJ−1qr〈2′‖JJ − 1‖1〉

J
(2)
V = i1+l1−l′1

∫ ∞

0

drf2(r)g1′(r)jJqr〈2‖JJ‖1′〉

+ il
′
2−l2−1

∫ ∞

0

drg2′(r)f1(r)jJqr〈2′‖JJ‖1〉

J
(3)
V = i1+l1−l′1

∫ ∞

0

drf2(r)g1′(r)jJ+1qr〈2‖JJ + 1‖1′〉

+ il
′
2−l2−1

∫ ∞

0

drg2′(r)f1(r)jJ+1qr〈2′‖JJ + 1‖1〉

J
(0)
A = −i1+l1−l′1

∫ ∞

0

drf2(r)g1′(r)jJqr〈2‖J‖1′〉

− il
′
2−l2−1

∫ ∞

0

drg2′(r)f1(r)jJqr〈2′‖J‖1〉

J
(1)
A = −

∫ ∞

0

drf2(r)f1(r)jJ−1qr〈2‖JJ − 1‖1′〉

− il
′
2−l2+l1−l′1

∫ ∞

0

drg2′(r)g1′(r)jJ−1qr〈2′‖JJ − 1‖1′〉

J
(2)
A = −

∫ ∞

0

drf2(r)f1(r)jJqr〈2‖JJ‖1〉

− il
′
2−l2+l1−l′1

∫ ∞

0

drg2′(r)g1′(r)jJqr〈2′‖JJ‖1′〉

J
(3)
A = −

∫ ∞

0

drf2(r)f1(r)jJ+1qr〈2‖JJ + 1‖1〉

− il
′
2−l2+l1−l′1

∫ ∞

0

drg2′(r)g1′(r)jJ+1qr〈2′‖JJ + 1‖1′〉

(4.17)

Donde las representaciones de las corrientes dependen de matrices irreducibles de la
forma 〈2‖JJ − 1‖1′〉, 〈2′‖JJ − 1‖1 para el caso de J (1)

V y de matrices similares para las
demas corrientes JV y JA, dichas matrices representan transiciones de estados 1′, con
números cuánticos j′1, l′1, m1, y 2′ con números cuánticos j′2, l′2, m2.

Para determinar las reglas de selección debemos encontrar las transiciones para las
cuales Q(w). Utilizando el teorema de Wigner-Eckart y las ecuaciones (4.11), (4.12), (4.13)
podemos analizar Q(w), para obtener una dependencia directa de los coeficientes de Clebsch-
Gordan quienes son los que determinarán cuales son las transiciones válidas. De la misma
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forma como se trabajó en el capítulo anterior.

Luego de analizar las condiciones que deben de cumplirse para que los coeficientes de
Clebsch-Gordan no desaparezcan, notamos que la solo hay una condición que determina
las reglas de selección para este caso, y es la desigualdad triangular.

Evaluando las condiciones se obtienen las siguientes desigualdades triangulares para
∆l impar: |j′2 − j1| ≤ J ≤ j′2 + j1 y |l′′2 − l1| ≤ J ≤ l′′2 + l1 o |j2 − j′1| ≤ J ≤ j2 + j′1 y
|l2 − l′′1 | ≤ J ≤ l2 + l′′1 o |j′2 − j′1| ≤ J ≤ j′2 + j′1 o |j2 − j1| ≤ J ≤ j2 + j1; y para ∆l par:
|j2−j1| ≤ J ≤ j2+j1 y |l′2−l1| ≤ J ≤ l′2+l1 o |j′2−j′1| ≤ J ≤ j′2+j

′
1 y |l′′2−l′1| ≤ J ≤ l′′2 +l′1 o

|j′2−j1| ≤ J ≤ j′2+j1 y |l′2−l1| ≤ J ≤ l′2+l1 o |j2−j′1| ≤ J ≤ j2+j′1 y |l2−l′1| ≤ J ≤ l2+l′1.

Realizando la aproximación dipolar y simplificando las desigualdades, obtenemos
entonces las reglas de selección para la dispersión neutrino electrón con un electrón ligado
a un átomo de hidrógeno,

∆l = 0,±1 ∆ml = 0,±1

∆j = 0,±1 ∆mj = 0,±1
(4.18)
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CONCLUSIONES

1. En este trabajo de graduación hemos descrito la dispersión inelástica del neutrino
con un electrón. Para ello hemos estudiado el electrón del átomo de Hidrógeno en
un caso poco común, que es el caso en que un neutrino tiene tan baja energía que la
dispersión con el electrón puede considerarse como inelástica. La descripción de este
problema puede hacerse considerando al electrón dispersado como una combinación
lineal de funciones de onda del átomo original, por lo que en este problema es útil
saber cuales de estos términos contribuirán de manera significativa y cuales pueden
despreciarse.

2. Con esta motivación encontramos las reglas de selección en la aproximación dipolar
para esta dispersión. Estas reglas de selección pueden extenderse a otros potenciales
centrales, es decir, a átomos hidrogenoides más pesados. Además, estas reglas pueden
constituir una guía útil para resolver éste y otros problemas numéricos relacionados
con la dispersión inelástica neutrino-electrón.
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RECOMENDACIONES

1. Como una perspectiva a largo plazo de este trabajo de graduación queda el estudio
numérico completo de la dispersión inelástica neutrino-electrón considerando distintos
detectores como blanco, como puede ser el caso de Helio o Germanio.
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