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GLOSARIO

Transformacion de Lorentz que relaciona a dos marcos de
referencia inerciales en movimiento relativo traslacional

uniforme.

Particulas caracterizadas por la estadistica Bose-

Einstein. Poseen un valor de espin entero: 0,1,2, ...
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RESUMEN

Se implementa el mecanismo de Higgs a un sistema constituido por campos
de Weyl y campos gauge no abelianos. Se analiza el mecanismo como generador de
grados de libertad de espin para los campos gauge. Con base en los resultados del
estudio, se repasa la aplicaciéon del mecanismo al Modelo Estandar y los resultados

experimentales recientes del Large Hadron Colider.
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OBJETIVOS

General

Aplicar el mecanismo de Higgs a un sistema constituido por fermiones, descritos

mediante campos de Weyl, y campos gauge no abelianos.

Especificos

1. Realizar una revision del formalismo lagrangiano, simetrias globales, sime-

trias gauge y el mecanismo de Higgs.

2. Analizar los grados de libertad de espin de las particulas del sistema luego

de aplicar el mecanismo.

3. Examinar los resultados del mecanismo de Higgs aplicado al Modelo Estan-
dar de particulas y los datos experimentales obtenidos por el Large Hadron
Colider, que indican los valores de masa y espin, de una particula compatible

con el boson de Higgs.
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INTRODUCCION

El origen de la masa de los constituyentes elementales de la materia sigue siendo
una de las preguntas abiertas en la fisica. E1 Modelo Estandar de particulas propone
un mecanismo de generacion de masa, el mecanismo de Higgs. Dicho mecanismo
predice la existencia de una nueva particula fundamental, el bosén de Higgs. En la
actualidad el Large Hadron Colider tiene como uno de sus objetivos encontrar dicho

bosén y en consecuencia validar el mecanismo.

El Modelo Estandar se fundamenta en la Cromodinamica Cudntica, la cual des-
cribe las interacciones fuertes y la teoria electrodébil, que describe las interacciones
electromagnéticas y débiles. Con base en el trabajo de Glashow, el mecanismo fue

aplicado por primera vez por Weinberg y Salam al sector electrodébil.

El proposito del trabajo de graduacion es repasar las bases de dicho sector.
Este se puede alcanzar aplicando el mecanismo de Higgs a fermiones elementales,

descritos mediante campos de Weyl, y a bosones vectoriales gauge no abelianos.

Para ello el trabajo se compone de cuatro capitulos, en el primero se repasan
brevemente los fundamentos de la teoria cuéntica de campo y el principio gauge.
En el segundo capitulo se repasa el mecanismo de Higgs, partiendo del teorema de
Goldstone y finalizando con la aplicacién a campos gauge no abelianos provenientes

del grupo SU(2).

XIII
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En el tercer capitulo se desarrolla la aplicacion a los campos de Weyl y se
analiza el mecanismo como generador de grados de libertad de espin. En el dltimo
capitulo se trata la teoria electrodébil en el contexto de la generacion de las masas

y los resultados experimentales recientes de la busqueda del boson de Higgs.

Por tltimo, en el primer apéndice se repasa brevemente la estructura de los gru-
pos de Lie y sus representaciones. En el segundo apéndice se examinan las transfor-

maciones espacio-temporales de los campos espinoriales, especificamente los campos

de Weyl.
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1. SIMETRIAS

Una simetria se define como una transformaciéon que deja invariante la accion
de un sistema fisico. La dindmica de un sistema que involucra un campo cuantico

®(x) se determina en términos de la accion, definida como

5= /Fd%z(q)(m),au@(x)) (1.1)

donde .Z es la densidad lagrangiana y I" una region del espacio-tiempo. Asi, cualquier

transformacion que cumpla con la condicién
S— S =8 (1.2)

se dice que es una transformacion de simetria. La relacion entre simetrias y leyes
de conservacion se encuentra descrita en el teorema de Noether (ver ref. 1, 3). Para
cada transformacion de simetria existe una densidad de corriente, llamada densidad
de corriente de Noether o simplemente corriente de Noether, la cual se conserva
si la simetria es exacta. Cada carga correspondiente, denotada por el operador @),
satisface la ecuacion

iQ
=0 (1.3)

para simetrias exactas, esto conlleva a leyes de conservaciéon para dicha carga. En
electrodinamica y cromodindmica cuantica, la simetria gauge local es responsable de

la conservacion de la carga eléctrica y carga de color.

Las transformaciones de simetria se describen en términos de grupos. A cada
simetria le corresponde un elemento, abstracto, de un grupo denominado grupo de
simetria ¢. Dicho grupo es representado por un grupo de operadores G, los cuales
actiian como operadores de cambio de base en el espacio de Hilbert de los campos

cuanticos.



Las particulas son paquetes de energia y momentum de los campos. El estado
de una particula libre con cuadrimomento p, masa m, que satisfacen p?> = m? > 0,
espin s, siendo o su proyeccion sobre el eje z respecto a un marco de referencia donde
se encuentre en reposo, es creado al aplicar el operador de creacién af (p) al estado

de vacio, normalizado, del sistema |0)

p, o) = al(p)|0) (1.4)

donde p° es la energia relativista de la particula, p° = ++/p? + m?2. Asi, los estados
de un sistema de particulas se construyen del vacio, creando un espacio de Hilbert,

llamado espacio de Fock. Para calcular el producto interno

(¢, 7lp, o) = (Ola,(q)al(p)|0) (1.5)

donde a,(q) es el operador de aniquilacion que satisface a,(q)|0) = 0, se necesitan
las relaciones de conmutacion de los operadores de creaciéon y aniquilacion. Para un

campo escalar real (s = 0), éstas se definen como

la(q),a(p)] = 0©
[a'(q),a'(p)] = 0
la(q),a(p)] = 2p°6®(q—p)s (1.6)

donde .# es el operador identidad. El producto interno resulta

(alp) = 2p°6%(q—p) (1.7)

Si consideramos un sistema de particulas representadas por ondas planas, es
decir, particulas libres; la funcion de onda de cada una de ellas posee la forma e*”*.

Asi, el campo escalar real libre se escribe en términos de una expansion de Fourier

o) = i [ S [ ale) + 7l o) (1)

2



Por lo tanto, las funciones de onda se determinan por medio de

GO0 = e
OO = e ™ (1.9

Las simetrias se pueden clasificar en simetrias espacio-temporales e internas.
Las simetrias espacio-temporales transforman las coordenadas de un punto en el
espacio-tiempo y al campo de una manera particular, dependiendo de su clase (es-
calar, vectorial, espinorial). Las simetrias internas solamente transforman al campo.
Ambas clasificaciones se pueden dividir en simetrias globales y locales. Asi, las sime-
trias espacio-temporales globales se encuentran asociadas con la relatividad especial
y las locales con la relatividad general; las simetrias internas globales con las sime-
trias aproximadas de sabor, isoespin, etc. y las locales con las simetrias gauge de

color y electrodébil.

La representacion de cada elemento g, que pertence al grupo de simetrias in-
ternas ¢, es un operador lineal % (g). Si la simetria interna depende del parametro

0, entonces las transformaciones globales y locales estan dadas por

o(@) 2wy = % (9(6(2))d(x) (1.10)

respectivamente.



1.1. Formalismo lagrangiano

La variacion de la accidn ante las transformaciones infinitesimales

" = o+ ozt (1.11)
P'(z') = @(x)+0P(x) (1.12)

resulta
§S = / [6(d*z) £ + d*x 6.2 (1.13)

donde la variacion del diferencial de hipervolumen esta dado por
§(d*z) = d*a’ — d*z = d*z 9, (62") (1.14)

y la variaciéon de la densidad lagrangiana por

0.7 0.%
62 = G500+ 5 5700u) (1.15)

con §(0,P) # 0,(6®) dado (1.11).

La variacion total del campo est4 compuesta por
6P(z) = P'(x) — ®(z) + (0,P)0z" (1.16)

donde el primer término representa la variacion directa del campo, §o® = ¢'(z)—P(z)
y el segundo surge como consecuencia de la variaciéon en zx”. La variacién de la

derivada del campo viene dada por

5(0,8) = 9,8 — 0,
— (9,2")0,% — 9,
= (,2")0,(® + 60) — 9, (1.17)

donde 9,z es un elemento de la matriz Jacobiana de la transformacion z'* — z#, el
cual estd dado por

ga” = 8" — 8,(52") (1.18)

I3
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Asi, se obtiene la variacion

5(0,®) = 9,(6®) — 0, (52")(0,P) (1.19)

Por lo tanto, la variacién de la accién resulta

0L 0L
— 4 -0 —
05 = /dx{{aqb aua@q))]a@

0, {ag;f;) ((9,0)62" — 6®) — 595“3]
(20,22 Y o] o) am

Para que las transformaciones infinitesimales representen simetrias, se requiere
que 6S = 0. En consecuencia, se obtiene la ecuacion de movimiento del campo,
denominada ecuaciéon de Euler-Lagrange

0L 0L
5 —aﬂa(a“q)) —-0 (1.21)

Y se define la corriente de Noether como

0Z

TH() = (9, ®)

((0,®)0x” — §®) — d2 &L (1.22)
la cual satisface la ecuaciéon de continuidad

0,J"(z) = 0 (1.23)

Integrando dicha ecuaciéon en un volumen finito V'

0 = /d3x8MJ“(a:)
v

= /d%@ J(z +/d3xa J(z
1% 174

d
= = d3 JO(z +jgvd5xnkj (1.24)



La integral de volumen se define como la carga

sz/vd%Jo(:c) (1.25)

Y la integral de superficie el flujo de carga sobre 0V, entonces si no existe un

flujo de entrada o salida en la frontera (sistema aislado) se obtiene

_ dQv
0 = —- (1.26)

es decir, la carga se conserva.

Las simetrias espacio-temporales globales se describen en términos del grupo

de Poincaré (ver ref. 2). Una transformacion general de Poincaré esta dada por
' — ™" = (A)Hx” + a* (1.27)

donde (A)# es un elemento de la matriz de transformacion A, llamada transformacion
de Lorentz, la cual contiene boost’s y rotaciones espaciales, y a* la componente de
un cuadrivector constante. La variacion ante una transformacion infinitesimal de
Poincaré resulta

drt = (w)ha” + € (1.28)

con (w)¥, que satisfacen (w),, = —(w),,, v € como infinitesimales. Todo campo,
independientemente de su transformacion ante Lorentz, se comporta como un campo
escalar (09 = 0) ante traslaciones espacio-temporales, en consecuencia, la densidad
de corriente resulta

JH(x) = a(aa;f;)(@yq))e”—e“g

0Z

- E)(a_m(aycp)—agz ¢ (1.29)

de donde se define el tensor de momentum-energia

0L
o _ M
T G, )(auq)) oML (1.30)

6



Utilizando el tensor métrico n*” para elevar el subindice v, T" = n"?TV, e

integrando la ecuaciéon de continuidad en un volumen espacial V', se obtiene

d
0 = — d3g;T0”+j§ d3z n, T (1.31)
dt Jv ov

En consecuencia, la carga conservada asociada es el cuadrimomento, el genera-

dor de traslaciones espacio-temporales infinitesimales

P’ = / d*z T% (1.32)
%4

1.2. Simetrias globales

Sean los campo cuanticos ®y(x) miembros de un multiplet, la transformacion

ante el elemento g(6',...,60") del grupo de simetria SU(N) resulta

N

o (x) = Z(U)kzq)z(x) (1.33)

=1
siendo (U)g; un elemento de la matriz que representa la transformacion, consultar el
apéndice A. Dado que la transformacion finita siempre puede construirse mediante la
composicion de transformaciones infinitesimales, la variacion ante la transformacion

global infinitesimal resulta

N

So@r(x) =D (6 + 10" (To) )@y () — Pp(x) = i0" Y " (Ty)a®i(a) (1.34)

1=1
con 6% como infinitesimales y a = 1,..., N? — 1. Asi, a las corrientes de Noether

Thx) =) (%(—im)km(x))) (1.35)

!
se les asocian las cargas

Qv,az—iZ/

, 0
: Vd %m(Ta>qu)l($) (136)

7



Solo basta demostrar que las N? — 1 cargas Qv.,, son precisamente los genera-
dores de las simetrias. Para ello recordamos que una operaciéon de simetria representa
un cambio de base. Las componentes del campo se transforman como

%T(g)@k(q;)%(g) = 0y (v) = Z(U)M@Z(I) (1.37)

Por lo tanto, para una transformacién infinitesimal

(1= i0"T,)Dp(1 +0°Ty) = > _(U)u®i(z) (1.38)

se obtiene la expresion que indica cémo las componentes se transforman bajo el grupo

[Ta, Pi] = — Z(Ta)kzq)l(x) (1.39)

l

Para la demostracion, primero se define el momentum conjugado como

0%

i (z) = 3000 (1.40)
y a continuacion se evaliia el conmutador en tiempos iguales, o = y
(Qvas ®n(y)] = [—ZZZ: /V &w 7 (2)(Ta)u®i(2), Pr(y)
— _Zzl: /V Pz [77(2)(To)u®i(z), P (y)]
= i3 [ T ). o)
+ [ (@), @ (y)] (Ta)a®i() } (1.41)

En consecuencia, se necesitan las relaciones de conmutacién de los campos Py,

y 7" para proseguir. Para campos bosonicos, éstas se definen como

[Wk(x>7 CIDZ(y)] |$0:y0 = %5553(X — y)
@), D))oy = 0

[T (@), 7™ ()] jo_p = O (1.42)
8



el conmutador resulta

Qv Pn(®)] = = (Ta)m®i(y) (1.43)

l

Por ultimo se evalua el conmutador

[Qv,a, Qup] = [—ZZ/ A7 (2)(To)u® (= —ZZ/ 4y 7°(y)(Th) or r(y)]
> [ [ @ [ @ Tio). 7)), o)
— _%:/Vd?’x /Vd3y {—W (@)(Ta)w [7°(y), P1(x)]

+ 7F ()7 (Y)(To) k1 (Th)sr [Pr(2), Pr(y)]

+ (@), 7 )]

£0=y0

20=40

o (Tp)sr®r ()

0=y

20=y0

(Ts)sr @1 (y)(Ta) P ()

20=y0
T [0 0] |, T}
=% e [ {r sy 0T

+ 7f (y)(Tb)sr(SféS(X — Y)(Ta)k:lq)l(x)}

=iy, / d { ~7*(2)(Ta)ud} (To)or @, () + 7°(@) (To)sr 0 (Ta) @i ()}

lr 14
=-i% /V B @) T Tl x) +§ /V 082 7 (2) (T) o (T a1 (2)
=—z2/d3m ([T, Ty)) s @, (2)
=i | 2 {=m @) (@) + 7 (@) (BT, 0, (0) )

S /V &P () (T @, ()

=1 ngV,c

Con este resultado y comparando (1.39) con (1.43) se concluye que las cargas son en

9



si los generadores. Si JZ es el hamiltoneano de la teoria, la ecuaciéon de Heisenberg implica

dQV,a
dt

= [, Qua] = [H,%a] =0 (1.44)

lo cual expresa la invarianza de la teoria ante las transformaciones del grupo ¢.

1.3. Simetrias gauge

Si consideramos que los parametros de la transformacion global dependan del espacio-

tiempo, estamos tratando una transformacién local.

U =U(g(0“(x))) (1.45)

Para una transformacion global se tiene

N
0p®p — 0,95, = > (D)0, ®i(x) = (0,Ps)' (1.46)
=1
Para una transformacién local
N N
0u®p = 0, %5 = > (V)0 ®y(2) + 04 (V)@ () = (0,Px) + Y _(0u(U)p) () (1.47)
=1 =1

Si se demanda que la teoria sea invariante ante una transformacioén local, se introduce

la derivada covariante 2,

N
Du®r =Y (OO — ig(Ta) e W) By (1.48)

r=1
donde los N? — 1 campos cuanticos W, se denominan campos gauge y g la constante de

acoplo. Al exigir
DB} = (7,01) (1.49)
se obtiene la transformacion infinitesimal de los campos %'
“w

1
WE— W =W+ [l Po° + gauea (1.50)

10



Esta transformacion es conocida como la transformacion gauge de %)/, la cual so-
lamente depende del grupo G y no de cémo se transforman los campos @, denominados
campos materiales. Considerando una transformacion global infinitesinal, los campos gauge
se transforman como

b
vy — %a =W, + [y, 0° (1.51)
vy dado que las constantes de estructura generan la representacién adjunta, se tiene

W= W0+ i0°(Ay)e W) (1.52)

Por lo tanto, se concluye que los campos materiales se transforman en la representa-

cién fundamental y los campos gauge en la representacién adjunta.

Generalizando el tensor de intensidad electromagnético, se define el campo de Yang-
Mills como

Ty = O = O+ g W WS (1.53)

el cual, ante la transformacion gauge local

TS, — T, ::éiﬁp~+(ﬁ%é?ﬁyﬁc (1.54)

se transforma directamente en la representaciéon adjunta. Se concluye que para una densi-
dad lagrangiana .2 (®x(x), 0, Pr(x)) invariante ante transformacion global, ésta puede ser
invariante ante una transformacion gauge local si se introducen los campos gauge %', los
cuales ingresan en las derivadas covariantes %, @, , y el campo de Yang-Mills 7 7,. La

densidad de lagrangiana resulta

L = L(Bp(x), Du®s(z)) — ~F1 F° (1.55)

donde la ultima contribucién contiene los términos de la energfa cinética y las autoin-
teracciones de los campos gauge no abelianos #/'. En general, la densidad lagrangiana
L(Pr(x), Z,Pr(x)) contiene los términos de la energia cinética Zo(Pp(x), 0, Pr(x)) y las

interacciones entre las particulas Zu (P (z), 7).

11



Por lo tanto, las simetrias determinan las interacciones entre los campos por medio
del principio gauge (ver ref. 9). Al promover una simetria global a una local, los campos
gauge introducidos inducen los términos de las interacciones, por consiguiente, éstos se

interpretan como los mediadores de las interacciones.

12



2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE SIMETRIA

Dado que para una simetria global los generadores satisfacen
(%0, 7] =0 (2.1)

éstos, no necesariamente dejan invariante el estado de vacio. La simetria tipo Wigner-Weyl
deja invariante el vacio y en consecuencia el espectro de masas de las particulas en la teorfa
es degenerado. La simetria tipo Nambu-Goldstone no deja invariante el vacio y por lo tanto
el espectro de particulas debe contener una particula sin masa, conocida como el bosén de
Goldstone. La simetria tipo Nambu-Goldstone se dice que es una simetria espontaneamente

rota.

Tomando el valor de expectacion del vacio a (1.39) se obtiene

(0[[Tar ®r[0) = =Y " (Ta)ri (0@ ()[0) (2.2)
.

Para una simetria tipo Wigner-Weyl se tiene que los generadores
Tal0) =0 (2.3)

en consecuencia

(@r)0 = (0]®x()[0) =0 (2.4)

Para una simetria espontidneamente rota
Tal0) # 0 (2.5)
al menos para un generador, entonces

(Pr)o #0 (2.6)
13



Los bosones de Goldstone son consecuencia del teorema de Goldstone (ver ref. 4). El

cual se basa en la conservacion de las corrientes

0, Ji(z) =0 (2.7)

a

La expresion (2.2) se reescribe en términos de la corriente

/Vd?’y {0172 (1)@ (2)[0) — (0 @k (2) JE()I0)} = = D (T (0]P1(2)|0) #0  (2.8)

l

Dado que la corriente se puede escribir en términos de los operadores de traslacién
del grupo de Poincaré

Ja(y) = e V" e g (0)ev (2.9)

los cuales dejan invariante el estado del vacio, entonces

0 # /V By {(01T20)e" Py ()]0) — 0]y (x)e ¥ P J2O)|0)}  (2.10)

Insertando la eigenbase de P,

> ) nc =1 (2.11)

nG

El lado derecho de (2.10) resulta

00V nC) (nC 2)10) ¢v°PS 34 =P
Z{wua(o» i ou(o)o) 6 [ adyey

nG

—(0@x () [n®) (n®]| J2(0)|0) e~ /

43y e—iy'(—PG>} (2.12)
y

Se define el coeficiente

cna = (01J3(0)[n) (n%|@y(2)|0) (2.13)

14



y dado que
/ dy e &P = (27) Ay (£p€) (2.14)
|4

con A%, (p) como una aproximacion de la delta de Dirac. La expresion (2.10) resulta

0 # lim (27r)3z{cnceiy%8’ —C;;Ge—iy%%?} (2.15)

00 G=0
n@ P

Dado que el lado izquierdo es independiente de 4" se deduce que

PG | pe_g =0 (2.16)

Asi, los estados sin masa [n®) corresponden a los bosones de Goldstone. El niimero
de bosones de Goldstone es igual al numero de generadores que no aniquilan el estado de

vacio.

Para satisfacer el principio gauge, se debe promover la transformacién global a una
local. En el caso de Nambu-Goldstone, los bosones de Goldstone asociados con los generado-
res que rompen espontaneamente la simetria desaparecen por medio de una transformacion

gauge local y los campos gauge correspondientes adquieren masa.

2.1. Lagrangiano invariante

Con el objetivo de aplicar el mecanismo de Higgs a campos gauge no abelianos se

propone la densidad lagrangiana invariante ante una transformacién gauge local

T T, (2.17)

B~ =

D%Local = gHiggs(¢k($)> -@,uqbk’(x)) -

Donde los ¢y, representan a campos escalares complejos. La densidad de Higgs posee

la forma
N

Lrriggs = = >_(Dutn(2)) (2 ¢1(x)) = V (|9]) (2.18)

k
15



donde V (|¢|) es una funcién denominada el potencial de Higgs

V(i = (1o - ;f>2 (2.19)
con A > 0. Los méaximos y minimos se determinan a partir de
v (o = ax (10 - 57 6l =0 (2:20
Resultan tres posibilidades
=0 o] == g (2.21)
Sustituyendo en la segunda derivada
V7 (o) = 8\ + 42 (1of - 51 ) 222
se concluye que
L. Para |¢| = 0 se tiene que V" = —2\f. Por lo tanto, V(|¢| = 0) = )\fz es un

maximo local si f > 0 o un minimo local si f < 0.

minimos locales si f > 0

Para |¢| = £4/f/2 se tiene que V' = 4\ f. Por lo tanto, V(|¢| = £+/f/2) = 0 son

El signo de f determina si la simetria es del tipo Wigner-Weyl (f < 0) o del tipo

Nambu-Goldstone (f > 0).

2.2. Mecanismo de Higgs

Dado que en la simetria tipo Nambu-Goldstone

al f
E Opdr = 5
k

16
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los campos del multiplete pueden expandirse a partir del estado base
br(r) = \/iem +... (2.24)
2N

Dado que la densidad de Higgs es invariante ante una transformacion de fase ¢ —

ety or conveniencia se toma v = 0. Asi, los campos se parametrizan como
ky P Y ) p p

on(z) = <\/ Lot Jgpm)) VIO _ [y onla) + @) o (225)

donde los campos reales pi(z) y &kx(z) son perturbaciones alrededor del estado base. Bajo

dicha parametrizacion el potencial resulta

N 2
vo- A(Z [ﬁpk<m>+;pz<x>])

A v A
= 2 Iok@+ 5 X for@pw (@) + - (2.26)
k kk'#£k

m, = ——>0 (2.27)

Dado que los campos &(z) no aparecen en el potencial, no poseen un término de

masa y se concluye que mg = 0.

Los campos &k (x) pueden eliminarse por completo si se exige que para la transforma-

ciéon infinitesimal gauge local, conocida como gauge unitaria

N
;o / L) eV Fa@
S Ez (U ( on T 7\/§Pl( )) f (2.28)

1
VA A i pt (2.29)
se cumpla, en primer lugar
Y
(U)klez\/;gl(x) =0 (2.30)
17



donde se propone

. /N
(U = eV TEE (2.31)

N
u(r) = —\ L) 3 (T (2.32)
l

En segundo lugar, utilizando la transformacién gauge de los campo #);' para absorber

v se obtiene

a los N? — 1 bosones de Goldstone, §%(x), se obtiene la derivada covariante

Do = \[ Oupr) —292 I (\/2]]”\7+\2M> (2.33)

Por lo tanto, la densidad de Higgs se expande como
gHiggs = 5 upr a pr ~ a7 Z Afpr

* la / f
—92Z< (T%)rk(To) ke )7/ WWQN

—-*> ( <Tz>m<Tb>W) w0 )y, (2.34)

donde se reconoce el término de la masa de los campos gauge

2
2 9 f
0 2.35
My, X N > ( )

Este es el resultado del mecanismo de Higgs, el mecanismo més sencillo por el cual

los N2 — 1 campos gauge adquieren masa. Las N particulas restantes con masa m, se

denominan bosones de Higgs.

18



2.3. Campos gauge masicos

Para el caso mas sencillo no abeliano SU(2) se tiene el doblete

$1(z)
p(x) =
P2(x)
v la representacién matricial de lo generadores
1
Ta = 50'(1

entonces

De la identidad

O.0p = 5ab1 + i€gbUc

se obtiene

(Uaab)v'r’ = 5ab57'r’ + ie(ib(ac)'r'r’

Por lo tanto, la densidad de Higgs resulta

2
750 = —%Z(a,mru»(aﬂpr(x))

2 2 2

Tk
2 3
g°f / /
- 3 E Ve s

- iiiww (Vasonta) + 20)

)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



v los 3 campos gauge no abelianos

mi, = 2% (2.43)
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3. APLICACION DEL MECANISMO

Los campos que poseen una lateralidad, izquierda o derecha, bien definida se deno-
minan campos quirales. Los campos quirales minimos son los campos espinoriales con dos
compenentes independientes, campos de Weyl con lateralidad izquierda y campos de Weyl
con lateralidad derecha. Los campos espinoriales libres con lateralidad izquierda poseen
helicidad negativa, es decir, la proyeccion del espin respecto a la direcciéon del momentum
es —1/2. La helicidad es Lorenzt invariante si la particula se mueve a la velocidad de la luz,

por lo tanto los campos quirales describen particulas sin masa.

Los campos espinoriales mésicos deben contener ambas componentes de lateridad. El

término de la masa debe ser de la forma

a(Wivr + vhr) (3.1)

Por ejemplo, en el Modelo Estandar, el neutrino se define con helicidad negativa, es
decir, lo describe un campo de Weyl con lateralidad izquierda y por lo tanto no posee masa

por la ausencia de la otra componente.
A partir de las matrices o# y o#, con

c’=1 =1 & =-0 (3.2)

se obtiene la forma de la densidad lagrangiana cinética para el campo de Weyl con latera-

lidad izquierda
L = —ipletda (3.3)
y para los campos de Weyl con lateralidad derecha

.iﬂR = —i?/J;r%UMQ#?/)R (3.4)
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Asi, la densidad de Dirac se define como
L = et — iWpo M Or — mW YR + URYL) (3.5)

la cual es invariante ante la transformacion de paridad v < g, %0, < o"0,. Dicha
densidad es utilizada en el Modelo Estandar para representar a los fermiones fundamentales,

es decir, los leptones y quarks son particulas de Dirac.

Para que el mecanismo de Higgs sea el responsable de la generaciéon de las masas de
los fermiones, se deben introducir las constantes de acoplo de Yukawa (ver ref. 10). Estas
constantes son parametros libres, por lo tanto, las masas de los fermiones dependen de ellas
y de los pardmetros definidos en el potencial de Higgs, esto introduce un grado mayor de

arbitrariedad comparada con la parametrizaciéon de la masa de los campos gauge.

3.1. Aplicaciéon a campos de Weyl

De la parametrizacién de los campos escalares complejos y la transformacion gauge

unitaria, se tiene que

Pe(r) =1/ 57z + —5rk(2) (3.6)

De los multipletes de los campos de Weyl v 1, ¥ g con j =1... M y del término de

la masa (3.1), se propone que los campos espinoriales adquieran masa por medio de

N M
S5 (G L on(@)ym + (Ga)jhy i (2)sn) (3.7)
k5.3

donde Gy, se denomina matriz de Yukawa. Sustituyendo (3.6) en la expresion anterior se

obtiene

N M 1
> (Gr)jye <\/ %w;Eij’,R + \/§¢;7ka($)%',3> +c.h. (3.8)

ko g.J'
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donde c.h. representa el conjugado hermitico. Definiendo los vectores columna

1,1 Y1,R
(0

@, — 2.,L Ty — 1/12.,]%
YL YR

el término de la masa se reescribe como

[ f t
N Zk:\I'LGk\IIR + c.h.

(3.10)

Para diagonalizar la matriz de Yukawa se introduce la transformacién biunitaria

ViGLVR =Y,

con (Yg)ij0 = yrdjj, Vi, o= V7

L/R ™~ L/R y

v, = Vi,

Up = VLwg

Por lo tanto

\/72\I'TGk\IIR+ch—\/72<Zyk]) U iR+ ch

Asi, se obtiene la masa del j-ésimo fermion

f N
"=\ gy 2w

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Por ultimo se observa otro producto del acople, segundo término en (3.8), la interac-

cion del campo escalar pg con los campos de Weyl.
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3.2. Grados de libertad de espin

Los grados de libertad de espin para el sistema, constituido por N campos escala-
res complejos y N? — 1 campos gauge no abelianos, donde todos los generadores rompen

espontaneamente la simetria
[N+ [1- (N2 =Dg+[2- (N? = D]y = [1- N], + [3- (N* = 1)}y (3.15)

es invariante luego de aplicar el mecanismo de Higgs, los grados de libertad de los bosones

de Goldstone son transferidos a los medidadores vectoriales.

Para estudiar los detalles de dicha transferencia, consideremos la ecuacién de movi-

miento de un campo vectorial abeliano sin masa es
0%, — 0,(0"%,) =0 (3.16)

la cual se puede reducir a

0%, =0 (3.17)

empleando la transformaciéon gauge

By — 93; =B, + 0ux (3.18)
y

Ox =0 (3.19)

La solucién se expresa en términos de la expansion de Fourier
1 & [k A ke T (1 (A ik
— —1RT * 1RT
B(x) = W; / 20 [a,\(k)eu(k)e +al (k) (e)(k))"e } (3.20)
con ef; como los cuatro cuadrivectores de polarizacién. La condicién impuesta por la trans-

formacién gauge, 0" %, = 0, implica que

kren(k) =0 (3.21)
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v la ecuacién de movimiento

k=0 (3.22)

Analizando el movimiento en el marco de referencia donde

k= (1k],0,0,K)) (3.23)
se escoge la base e/’)(kz) = 5f; y asi e}jQ(k) son transversos. De la transformaciéon del campo
se tiene

3 3
Y ax(®)en(k) = Y (an(k)en(k) — ik x (k) (3.24)
A=0 A=0

para soluciones de (3.19) del tipo Y(k)eT™*Z. Por lo tanto, se puede escoger ¥(k) de tal
forma que se eliminen ag(k) y as(k), asi, las componentes restantes solamente se encuen-
tran asociadas a los cuadrivectores de polarizacién transversos. Representan polarizaciones

lineales en cada uno de los ejes del plano de polarizacién, realizando la rotacién

+ 1 - 2
€, = €,711€,
S
€, = €,—1ie, (3.25)

se obtiene una descripcién en términos de polarizaciones circulares con lateralidad derecha

e izquierda, las cuales corresponden a la helicidad +1 y —1, respectivamente.

Luego de haber aplicado el mecanismo de Higgs, la ecuacién de movimiento del campo

se transforma en

(O+m?*) B, — 0,(0"B,) =0 (3.26)

Para este caso se obtiene

kten(k) =0 (3.27)
y
k? = m? (3.28)
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Analizando el movimiento en el marco de referencia donde

k= (VK2 +m2,0,0,|k|) (3.29)

se escoge la base

eh (k) = (0,0,0,0) €,(k) = (0,1,0,0) (3.30)
(k) = (0,0,1,0) €3 (k) = (|k|,0,0,vkZ + m?) '

3

Asi, el cuadrivector €,

helicidad 0.

(k) representa la polarizacion longitudinal y le corresponde la

Por lo tanto, se demostré, para el caso mas sencillo, que el mecanismo de Higgs se
puede interpretar como un mecanismo generador de grados de libertad de espin de las

particulas mediadoras.
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4. APLICACION DEL MECANISMO AL MODELO
ESTANDAR

El Modelo Estandar describe las interacciones fuertes, electromagnéticas y débiles de
los constituyentes bésicos de la materia. Es una teoria cuantica de campo gauge invariante

basada en el grupo de simetria

Gus =SUB)e x SU((2)L xU(1)y (4.1)

La teorfa de las interacciones fuertes, Cromodindmica Cuéntica, se basa en el grupo
de color SU(3)¢ y la teoria de las interacciones electrodébiles en el grupo SU(2)r x U(1)y,

el cual sufre un rompimiento espontaneo de simetria a U(1)gas.

El mecanismo de rompimiento de simetria tuvo origen en la fisica de la materia
condensada, al observar que las ecuaciones de movimiento de fotones que se encuentran
dentro de un superconductor, describen particulas con masa. Sus consecuencias fueron
exploradas en 1961 por Nambu ! y Goldstone 2, y su generalizacién e interpretacion fue
desarrollada en 1964 de forma independiente por Higgs 3, Brout y Englert *, Guralnick,
Hagen y Kiblle 3.

La teoria electrodébil es el resultado de los trabajos de Glashow ¢, Weinberg 7 y Salam

! Dynamical Model of Elementary Particles Based on an Analogy with Superconductivity. I. Phy-

sical Review 122: 345.
2 Field theories with "Superconductor”solutions. Il Nuovo Cimento 19: 154-164.
3 Broken Symmetries and the Masses of Gauge Bosons, Physical Review Letters 13 (16): 508.
4 Broken Symmetry and the Mass of Gauge Vector Mesons, Physical Review Letters 13 (9): 321.
®Global Conservation Laws and Massless Particles, Physical Review Letters 13 (20): 585.
6 Partial symmetries of weak interactions, Glashow, Nucl. Phys. 22 (1961) 579-588.
" A model of leptons, Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 1264-1266.
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8. Esta teorfa, llamada también teoria GWS, basada en el grupo de simetria SU(2), xU(1)y,
asume la existencia de bosones vectoriales medidadores cargados W= y neutrales Z°, B con
fermiones elementales sin masa. Como consecuencia de aplicar el mecanismo a la simetria,
los leptones, quarks y los bosones W, Z9 adquieren masa, dando como resultado una nueva

particula fundamental, el bosén de Higgs.

La evidencia experimental comienza con las corrientes neutras débiles que fueron
observadas por primera vez en 1973, en el Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire
(CERN), en la camara de burbujas Gargamelle. En ésta, se analizaron los procesos de
dispersiéon neutrino-electrén, v, + e~ — v, + e, los cuales la teoria GWS indica que
se encuentran mediados por el boséon ZV. Posteriormente en 1983, mediante el acelerador
Super Proton Synchrotron (SPS) del CERN | los experimentos UA1 y UA2 observaron los
bosones W+ y Z9 a través de sus decaimientos, confirmando las predicciones del modelo
electrodéhbil. Las masas de dichos bosones y el parametro electrodébil de mezcla fueron
medidos en el siguiente experimento del CERN, en el colisionador Large Electron Positron

(LEP).

Finalmente, el CERN construye el Large Hadron Collider (LHC), con el propésito,
entre otros, de observar el mecanismo de Higgs por medio del bosén de Higgs. El LHC

estd constituido por siete detectores, siendo los mas generales A Toroidal LHC Apparatus

(ATLAS) y Compact Muon Solenoid (CMS).

4.1. Teoria electrodébil

En el Modelo Estandar los fermiones fundamentales, particulas con espin 1/2, se

dividen en dos categorias: quarks y leptones. Estos a su vez son agrupados en generaciones

8 Weak and electromagnetic interactions, Proc. of the 8th Nobel Symposium on ‘Elementary Par-
ticle Theory, Relativistic Groups and Analyticity’, Stockholm, Sweden, 1968, edited by N. Svartholm,
p. 367-377.
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U & t
Quarks , ,
d S b
(4.2)
v v v
Leptones ‘ , a , T
e o T

Se distinguen por el hecho de que los quarks participan en las interacciones fuertes y
electrodébiles, mientras que los leptones solamente en las interacciones electrodébiles. Las
interacciones electrodébiles pueden estudiarse de forma separada a las interacciones fuertes,
dado que la simetria de color SU(3)¢ no se rompe y no existe una mezcla entre los sectores

SUB)e y SU@)L x ULy

El grupo de simetria SU(2);, es llamado isoespin débil. El subindice L indica que
los elementos del grupo actian de una forma no trivial solamente en las componentes
con lateralidad izquierda (Left). Este grupo posee tres generadores I, (a = 1,2,3). En la

representacion irreducible del grupo se definen los dobletes

Ve I, Vi L Vrl,
1e,L = © 3 lu,L = . ) lT,L = " (43)
erL ML TL
uy, 99 i
qiL = , A2 = , d3L = (4.4)
dr, SL br
Los dobletes de los leptones se definen respecto a la base
1 0
lo. = Va,L +ayg (4.5)
l 1 !
con o = e, u, T, los dobletes de los quarks
1 0
Qk,L = Xk,L + Mk, L (46)
0 1
q q



con Kk =1,2,3y

X1, = UL, X2, =CL, X3, =1tr, N, =4dn, N2 =5L, N3, =D0L (4.7)

Asi, la representacién matricial del operador I3 es la misma para ambas clases de
dobletes

o3 o3
7la,L I3,qqn,L = = Qk,L (48)

I3, = 5 5

El grupo de siemtria U(1)y es llamado hipercarga débil. Su generador Y conmuta

con los generadores de la simetria de isoespin débil y sus representaciones matriciales estan

dadas por
10 1(1 0
Y, = - Y, =~ (4.9)
0 1 3\0 1
entonces
1
Yilop =—lar Yelrr = 3L (4.10)
La carga eléctrica esta dada por la relacion de Gell-Man-Nishijima
Y
Q=13+ 5 (4.11)
donde
0 0 2.0
Qilo,r = lor QuasrL = s, (4.12)
0 -1 0 —3%
Para las componentes de lateralidad derecha (Right) se definen los singletes
€RrR, MR, TR, UR, de CrR, SR, IR, bR (413)
Estos son eigenestados de los operadores I3 y Y, los cuales satisfacen
I31/4fR=0 (4.14)
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con f=e,u,7,u,d,c st b, y para la hipercarga débil

}/lfR = _2fR Paraf =6 U, T (415)
4
}/qu = ng paraf = U,C,t (416)
2
}/zlfR = _ng paraf = d787b (417)

Para generar la masa de los mediadores se introduce el doblete de Higgs

6= L 0 (4.18)
V2 \y o H(z)

donde los bosones de Goldstone han sido absorbidos por los campos gauge por medio de la
transformacion gauge unitaria y el campo H(z) se denomina el campo de Higgs. El valor

de expectacion del vacio estd dado por

W= (4.19)

Asi, el potencial de Higgs resulta

1 v2 2
Vo= A ((v + H)? - > (4.20)
2 2
9 2
_ AQ“ H? 4+ \wHS + 21{4 (4.21)

de donde se obtiene el término de masa del bosén de Higgs
my = V2\v? (4.22)

v los autoacoples.

La densidad gauge, la cual incluye a los campos gauge, se define como

jn%

1 1
.,%Gauge = gHz‘ggs - 15&‘#”@0‘ — Zguygw/ (423)
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donde

T, = O — O W+ geb WIWS (4.24)
g,ul/ = 8}L<@V_8V'%M (425)

siendo los campos #,* no abelianos y .7, abeliano. Las interacciones de dichos campos con

el campo de Higgs provienen de la derivada covariante, definida en forma matricial como

2 ! 10, — oo — il 1m0 0 (4.26)
” = p— 150 — i 515, .
J5(v+ H) 2 2 J5(v+ H)
con las representaciones matriciales
1 0 10 0
L= 5% Ys=1, Qg . = ) (4.27)
ﬁ(v + H) 00 ﬁ(v +H)
Desarrollando la derivada, se obtiene
0} 1 g Iy 1 ) 0} 1
—=0,H —i= (W} =i} —@+H)+ (g g # —(v+H) (4.28
1 \/i 2] 2( w 1% ) 0 \/i( ) 2 (g o g ,U«) 1 \/i( ) ( )

La densidad de Higgs resulta

A

1 2
Litiggs = —50uHO"H %m —oH® - ZH!
H 2
_’_g2(%1wl,u + %2%2#) (U + )
2 ! W&LL H 2
| ord )| 7 % wr H) (4.29)
_gg/ g/2 M 8
Donde se reconocen los términos de masa
1 2 2 P WSM
~ (O |\ 2o sy oty | 0 Y (4.30)
2\2 ® B pr R / 2 m
-99 g #
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Los campos fisicos se introducen por medio de las transformaciones

WMZ%W%W% (4.31)
LH cos 0 —senf WM

_ W v (4.32)
oM senfy  cos Oy B+

donde los campos gauge # *# representan a los medidadores cargados W+, Z* a Z, o/t
al foton y Oy se denomida dngulo de mezcla débil. Por lo tanto, el término de masa para

los #/*H resulta

1 v9 2 Ty —u — gt
2QN%W+%W) (4.33)
y para los ZF, of#
1 /0N\2 (g cos Oy + g’ sen Oy)? h(6w) ZH
5(3) (2 (434)
h(6w) (gsin Oy — g cos Oyy)? o
con
h(Ow) = cos? Oy [(92 — ¢?) tan Oy + gg’ (tan? Oy — 1)] (4.35)

Dado que el fotén no posee masa, se deduce que

/

tan Oy = g (4.36)
g
y en consecuencia

sin Oy = (4.37)

92 + 912 /g2 + g/2

cos Oy =

Asi, la matriz resulta

1 /v\2 924—9’2 0 Z
5 (5) (Zu ) o (4.38)
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Por lo tanto, se obtienen las masas de los mediadores

my = %m%42 (4.40)
My = (4.41)

La densidad de Higgs, reescrita en términos de los campos fisicos, estd dada por

1 2 A
Litiggs = —50uHO"H — %HQ — B - ZH!
2
My + _ _ g v — _
i e VAN R R O el UM e o A i L

2 2
9 - - my gv
FL W IV LA+ T, A H

2
+g§%fﬂﬂ2 (4.42)

Para reescribir la densidad cinética gauge, en términos de los campos fisicos, se pro-

pone la matriz

W+

7! 1/V2 1/vV2 0 0 "

-
v =1i/V2 —i/v2 0 0 g (4.43)

Z,

7/;’ 0 0 cos by sen Oy
Dy
Las componentes estan dadas por

V= (RO (4.44)

con ﬁ; = V/J, ﬁﬁ =Y, ﬁfj =2,y ﬁﬁ = /. Asi los campos de Yang-Mills resultan

Fy = G+ 91050 (4.45)
Y = —sinbwE,, + cosbwE,, (4.46)

con %}(LZI/ = (R)Z(aﬂﬁg - aVﬁg% ng = EI?C(R)Z(R)?a (g/iu = auﬁg - auﬁg y Cg;ilu =
0,04 — 0,0,
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La densidad, en una notacién compacta, resulta

—1 [%{L Y6, + sen? QW%/W‘K;W + cos? GW%H“”CKIIIJ — sen Oy cos Oy (%/W‘Kl,, + Cf”“”%;w)}
v 2 / /
4 [t o50f + g0t o7 ] — % [ w00 of|
(4.47)

Desarrollando los coeficientes 7, se observan los términos de las interacciones entre
los mediadores y las autointeracciones de #* y 2. De los resultados (4.42) y (4.47), se
reconocen las interacciones elementales de la densidad gauge, las cuales se muestran en la

figura 1.

El término de masa para los fermiones estd dado por
N UY ey N YL g Ay 448
> 5 Lln+ hiL) > /5Lt Trfe) (4.48)
f f

con f=e,u,7,u,d,c, s,t,b. Asi, las masas de los fermiones estan dadas por

_yp

N (4.49)

my

y en la figura 2 se indica la interaccion del bosén de Higgs con los fermiones. Asi los

pardmetros libres, a determinar mediante experimentos, del sector electrodébil son

)‘7 v, g, 9W7 Yes Yus Y15 Yus Yd> Yts Yby Yer Ys (450)

y cuatro parametros restantes de la matriz de mezcla Cabibbo-Kobayashi-Maskawa pro-

venientes de la transformacién biunitaria.
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Figura 1. Diagramas de Feynman de la densidad gauge

w Z
S H (e H  (eeeeeeeas H
w Z
H H 1474 H
Z,y »
H H 1474 H
H w 1474 w Z,y
H W 1474 w Z,y

Fuente: elaboracién propia, con programa de PyFeyn.

36



Figura 2. Interacciéon del bosén de Higgs con los fermiones

Fuente: elaboracién propia, con programa de PyFeyn.

4.2. Masa del bosén de Higgs

Los resultados de las colisiones proton-protén en el experimento CMS en el LHC

indican la existencia de un bosén (ver ref. 11). Este boson posee una masa de (ver ref. 12)
M = 1258+ 0,4 (est.) £ 0,4 (sis.) GeV (4.51)

proveniente de la combinacién de los resultados de los canales de decaimiento
H—Z7ZZ—4 H—yy (4.52)

donde [ = e, 7. La masa se determina por medio de la resonancia en el espectro. La reso-

nancia usualmente se describe por la formula relativista de Breit—Wigner

k
N(E) = 73y 1 3 (4.53)

donde k es una constate de proporcionalidad, E la energia en un marco donde H se en-
cuentra en resposo y I' la anchura. La resonancia sucede cuando F = M, por lo tanto, si
el histograma de energia de los productos del decaimiento es conocido, se puede calcular la
masa de H. En la figura 3 se observa la resonancia para el proceso H — v en 125 GeV,
donde /s representa la energia del proton, la cual corresponde a la mitad de la energia

méxima del LHC y L la luminosidad integrada.

37



Figura 3. Espectro de masas, canal vy
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Fuente:The CMS Collaboration. "Observation of a new boson at a mass of 125 GeV with
the CMS experiment at the LHC". arXiv. 2013, hep-ex/1207.7235.

La observacién del bosén en el canal v implica que la resonancia corresponde a un
boson con espin 0 6 2, el teorema de Landau-Yang (ver ref. 15) excluye el espin 1. La figura

4 muestra la resonancia para el proceso H — ZZ — 4l en

Myz =126,2 + 0,6 (est.) £ 0,2 (sis.) GeV (4.54)

En dicho espectro se observa la sefial de fondo de fuentes reducibles Z 4+ X e irredu-
cibles ZZ/Z~*, la resonancia en =~ 90 GeV corresponde al valor de la masa del boson Z. La
cinemética de la produccién y decaimiento del bosén en este canal es sensible a su espin y

paridad. Bajo la suposicion del espin 0, la prueba de razon de verosimilitud (ver ref. 7) con
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Figura 4. Espectro de masas, canal 77
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Fuente: The CMS Collaboration. "Study of the mass and spin-parity of the Higgs boson
candidate via its decays to Z boson pairs". 2013. arXiv, hep-ex/1212.6639v2.

A= Lo /Lo+ (4.55)

de las hipotesis 0~ (pseudoescalar puro) y 0T (escalar puro) genera un valor p de 0,072 %
para 0~ y 0,7 para 0", con
2lnA=55 (4.56)

asi, favoreciendo a 0%. La figura 5 muestra las distribuciones esperadas de —21In Ly- /Lg+
bajo las hipotesis (histogramas) 0~ y 071, la flecha indica el valor determinado de los datos

observados.
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Figura 5. Hipoétesis de espin
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Fuente: The CMS Collaboration. "Study of the mass and spin-parity of the Higgs boson
candidate via its decays to Z boson pairs". 2013. arXiv, hep-ex/1212.6639v2.
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CONCLUSIONES

El lenguaje con el que se describe la fisica de las particulas elementales es el de la
teoria cuantica de campo. El formalismo Lagrangiano permite integrar las carac-

teristicas bésicas: simetrias, causalidad e interacciones locales.

Las simetrias determinan las interacciones entre los campos por medio del principio

gauge.

El mecanismo de Higgs genera las masas de las particulas en el Modelo Estandar.

El mecanismo de Higgs genera la masa a las combinaciones de los campos de Weyl

con lateralidad derecha e izquierda, por medio de los acoples de Yukawa.

El mecanismo de Higgs también se puede interpretar como un mecanismo generador
de grados de libertad de espin de las particulas mediadoras, conservando los grados

totales del sistema.
Los resultados experimentales recientes del LCH indican la existencia de una par-

ticula con masa ~ 125 GeV y J¥ = 0. Particula compatible con el boson de

Higgs.
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RECOMENDACIONES

Dado que el desarrollo de los temas es bésico, se sugiere la continuaciéon del estudio
de la teorfa cuantica de campo para calculos posteriores, por ejemplo: secciones

eficaces.

Varios temas del sector electrodébil no fueron mencionados o desarrollados (corrien-
tes neutras, cargadas y la transformacion de sabor de los quarks ante la interaccion

débil). Por lo tanto, se sugiere un estudio de dichos temas.

Evidencia experimental indica que el Modelo Estandar es incompleto, en conse-
cuencia, se sugiere informarse respecto a este tema, por ejemplo: la oscilacién de

sabor de los neutrinos.
Dado que la teoria de grupos es un constructo matematico fundamental para la

fisica de particulas, se sugiere la introducciéon al tema en el pensum de estudio de

pregrado.
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APENDICES

APENDICE A

Representacion de Grupos

Un grupo es un conjunto ¢ de elementos g,¢’,¢” ... con una ley de composicion,

denominada multiplicacion, que asocia a cada par de elementos g,g' € ¢ otro elemento

go g en ¥ satisfaciendo los siguientes axiomas:

/

Asociatividad. Para cualquier g, ¢’, ¢ € ¢ se cumple que (gog’)og” = go(g og”).

Elemento identidad. El conjunto contiene el elemento identidad e, tal que, para

cada elemento g € 4, eog=goe.

1

Elemento inverso. Para cada elemento g € ¢4 existe un elemento g~ contenido en

G tal que gog l=g log=e.

El grupo es abeliano si la ley de composicién es conmutativa. En fisica, las sime-

trias continuas se describen por medio de grupos de Lie. Estos combinan tres estructuras

mateméticas distintas, dado que

Satisfacen los axiomas de grupo.

Los elementos del grupo forman un espacio topologico.
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3. Los elementos del grupo constituyen una variedad analitica.

Para estudiar los detalles se recomienda revisar la referencia 2. Los grupos de Lie
son grupos cuyos elementos se encuentran caracterizados por un conjunto continuo de pa-
rametros con una ley de multiplicaciéon que depende suavemente de los parametros. Si 6

representa el conjunto de pardmetros, entonces

9(0) = g'(6") 0 g"(0") (A1)

con

0= 100" (A.2)

El grupo es continuo si se escogen los pardmetros para que la funcion f(6’,60") sea
continua en cada una de sus variables. El grupo es un grupo de Lie si se escogen los

parametros para que f(6',0") posea derivadas en todos los érdenes en sus variables.

Es de interés el estudio de los grupos de Lie compactos, grupos cuyos espacios topo-
logicos son compactos, dado que cualquier representacion del grupo es equivalente a una
representacion por operadores unitarios. El espacio topoldgico esta constituido por los pa-
rametros que caracterizan los elementos del grupo, asi, en un grupo de Lie compacto, estos

pardmetros poseen un dominio compacto.

La representacion de un grupo ¢ es un mapeo que asigna a todo elemento g € 4 un

operador lineal % que pertenece al grupo de operadores G

g %%9) (A:3)
con las propiedades que
1. %g(e) =1, siendo 1 el operador identidad y
2. U9(g) =U9(g"\%(g"), es decir, el mapeo preserva la estructura de grupo
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El mapeo es un homomorfismo y por lo tanto la correspodencia, en general, no es uno
a uno. Los operadores que pertenecen a G actiian sobre un espacio vectorial N-dimensional
VN, La dimension de la representacion es la dimension del espacio vectorial donde los

operadores acttan.

Utilizando la notacién de Dirac, si {|ag)} es una base en VY, entonces cualquier vector
abstracto, denominado ket, se expresa como |a) = S0, |ag)(ag|a). El operador % 9(g) se

expresa respecto a dicha base de la forma
%9(9) = la)(@l|?% (g)|ar){ax| (A.4)
lym

donde los N2 ntimeros de la forma (a;|% 9 (g)|ax) se pueden arreglar en una matriz cuadrada
de N x N donde el indice de fila se le asocia al bra y el indice de columna al ket. Asi se

obtiene la representacién matricial del operador

(a|Z9(g)lar) (a|Z%(g)laz) ... (a|Z%(g)lan)
as|%9(g)|a as|%9(g)|a o Aao|%9(9)|a

U9 (g) = (a2 :(9) 1) (a2l :(g)! 2) (az] :(9) N) (A5)
(an|Z9(g)lar) (an|%9(9)laz) ... (an|%9(g)lan)

Por lo tanto podemos definir el mapeo g — UY(g), es decir, se define la representacion

matricial del grupo ¢.

Dos representaciones G; y Go de & sobre VY son equivalentes si existe un operador

S en VN tal que

w9 (9) = SU (9)S (A.6)

para cada g en ¢, esta transformacion se denomina de similaridad. Si ésta se cumple, Gy y
G- difieren solamente por un cambio de base en VV. El espacio V¥ contiene un subespacio
WM invariante respecto a G para todo elemento g, si escogemos una base en VV, {|az)},

donde los primeros N; kets se encuentren en WM. Asi para cualquier |o’) € W se tiene
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que % (g)|a’) € WMt para todo % (g) € G. Se concluye que la representaciéon matricial del

operador es de la forma

g g
P O 0 )

0 Uiy

donde UY(g) es una matriz cuadrada de Ny x Ny, UY,(g) una matriz rectangular de Ny x
(N — N1), 0 una matriz rectangular nula de (N — Nj) x Ny y U§(g) una matriz cuadrada
de (N — N1) x (N — Nj). Si esto se cumple se dice que la representacion es reducible. Si

ademas el subespacio WY ™M es invariante, la representacién matricial posee la forma

g
I (A8)
0 ULy

v se dice que la representacién es completamente reducible. En este caso la representacién

se descompone en la suma directa de las representaciones U%(g), Ug(g)

UY(g) = U (9) ® U3 (9) (A.9)

Una representacién es irreducible si no existe un subespacio no trivial invariante con
respecto a % (g). Un subespacio invariante trivial es aquel que corresponde al espacio mismo
o el subespacio que solamente contenga al ket nulo. En general, si la representacion UY(g)
se puede expresar como la suma directa de [ submatrices UY (g), UJ(g), . .. Ulg (g9), cada una

de ellas siendo una representacion irreducible, UY(g) es completamente reducible.

La prueba de irreducibilidad la provee el lema de Schur, si % 9(g) pertenece a una

representacion irreducible y se cumple
dU9(g) = U (g) (A.10)

para todo g € ¢, entonces o7 es multiplo del operador identidad. Ademas, la representacion

es unitara si

U (g) u(9) = w (9)2(9)" =1 (A.11)
donde % 9(g)" es denominado del adjunto.
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Cualquier elemento en la representacion ¢ de un grupo de Lie compacto, que puede

ser obtenido de la identidad por cambios continuos en los parametros, se escribe como

w9 (g(6',02,...,0m) = "2 (A.12)

El conjunto de todas las combinaciones lineales #?%Y junto al operador nulo forman
un espacio vectorial n-dimensional £" y los Qag, denominados generadores, forman una base
en dicho espacio. Como consecuencia de la ley de multiplicacion del grupo ¢, los generadores

satisfacen el algebra de Lie

29, %7] = if5,%Y (A.13)

donde las constantes reales f<, se denominan constantes de estructura del grupo. El opera-
dor se expresa en términos de la base {|f.)} en VY como
w9(g(0",6%,...,0™) = > ()il fu) (frl + 6% A CAIZ| fi) {Fil) (A.14)
k.l
con los parametros como infinitesimales. Dado que existen N? elementos de la forma
(fiIT9|fx) v n pardmetros, se obtiene la relacién entre las dimensiones de los espacios

vectoriales VIV y £

n = N? (A.15)

Por lo tanto, en la representacion matricial los elementos UY(g) = 10" T3 pertenecen

al grupo de matrices unitarias U(N), con TY como la representacién matricial de T9.

En el espacio £" podemos definir un tensor métrico por medio de las constantes de

estructura

Gak = oS (A.16)

Si la matriz que representa al tensor métrico, g, es no singular, posee su inversa y el

algebra de Lie es denominado semisimple. Asi, el operador de Casimir T2 se define como

T2 = g*3ITy (A.17)
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con ¢® como elementos de g~!. Este operador conmuta con todos elementos de la base en
571
75,591 =0 (A.18)

El algebra de Lie es compacto dado que los eigenvalores de la matriz real g son positi-
vos. El rango del 4lgebra de Lie semisimple es el nimero méximo de elementos linealmente
independientes que conmutan en el algebra. Para un algebra de Lie semisimple compacto

de rango r existen r operadores Casimir independientes.

De la expresiéon

5. %9 (9)) = i6°[%5,%7) = 0 (A.19)

y considerando que % g(g) pertenece a una representacion irreducible, el operador de Ca-
simir es multiplo del operador identidad como consecuencia del lema de Schur. Si {kg(j)}
son los eigenvalores del operador de Casimir y el conjunto de kets {|h;)} corresponden a
los eigenkets, entonces

T5lhs) = rg(5)lhy) (A.20)

Del lema de Schur se deduce que %9(g)|h;) es otro eigenket. Asi, estos eigenkets
junto al ket nulo forman un subespacio invariante llamado eigenespacio de g asociado a
kg(j), YM(Zg, kg). La dimensién de dicho espacio corresponde a la multiplicidad geométri-
ca, es decir, el nimero de eigenkets linealmente independientes, denominados multipletes.
Entonces M < N, para M < N implica que existe una representaciéon reducible a menos
que el subespacio sea el espacio VIV o el ket nulo. La primera posibilidad implica que el
operador de Casimir posee solamente un eigenvalor, Sé = kg(7)1 y el segundo T?J = 0. Asi,
el operador de Casimir posee un valor numeérico fijo en una representacién irreducible, y su

valor puede usarse para caracterizar la representacién irreducible.

En el Modelo Estandar de particulas se estudian las representaciones matriciales del

grupo no abeliano SU(N), en este caso n = N? — 1, dado que la condicién det U = +1
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reduce por una unidad el namero de generadores. El rango del dlgebra de Lie SU(N) es
r = N—1. La simetria de isoespin se basa en el grupo SU(2), el cual posee n = 3 generadores

Ilg, 1297 Igg y su rango es de r = 1, por lo tanto, solamente existe un operador de Casimir

13 = (19)” + (I§)? + (19)? (A21)

Dado que
13,19 = 0 (A.22)

los eigenkets del operador de Casimir son eigenkets compartidos de cualquier generador. Se

escoge Ig y su eigenbase {|+),|—)}, asi, cualquier ket de estado se puede expresar como
@) = [+){(+|a) + =) (~[e) (A.23)

en notacién vectorial, el doblete esta dado por

1 0 a4
o= a4 + o = (A.24)
0 1 a_
con ay = (+]|a),a = (—|a). La representacion matricial de los genederadores son las
matrices de Pauli {o1,09,03}
1 1({0 1 1 1({0 — 1 (1
2 211 o 2 2\ o 2 2\ -1
Asi, el operador Casimir resulta
2 1.9 2 2 3

con i como el valor numérico de su eigenvalor.

Por otra parte, si X pertenece a E" y {¥,} forma una base, entonces este vector
se puede expresar en términos de la base X = 6%, con 6% como sus coordenadas. La

representacion adjunta se define como

(X, %] = —(R); % (A.27)
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donde R es una matriz de n X n. En términos de las constantes de estructura
(R)g = —0%f5 (A.28)

o bien

(Aa)y = —ifa (A.29)

Las constantes de estructura generan una representaciéon del &lgebra, de la identidad

de Jacobi
gb 57‘ + fgc 57“ + Zaflfr =0 (ASO)

se deduce que las matrices A, satisfacen

[Aa, Ap] = ifaAc (A.31)

Para el caso de la representacién adjunta, la dimensién es el nimero de generadores, el
cual es el niimero de los parametros reales necesarios para describir el elemento del grupo.
Las constantes de estructura dependen de la base escogida en £". En la representacion

adjunta los generadores son matrices hermitianas y el tensor métrico estéd dado por
Jak = Tr{A Ak} = Aak (A.32)

donde A > 0, dado que el algebra es compacto. Las constantes de estructura se ecuentran
dadas por
i
(fb = —XTr{[Aa,Ab]AC} (A33)

Asi, las constantes son antisimétricas ante una permutacién de los subindices f5, =

—fc
ba*
Fuente: elaboracién propia.
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APENDICE B

Representacion espinorial

Las transformaciones propias de Lorentz, aquellas con detA = 41 forman un subgru-

po, SO(3,1). Cualquier elemento en la representacion G esta dado por

79(g) = e~ 3" M (B.1)
con la matriz w y los generadores M, como objetos antisimétricos. El algebra de Lie esta
dada por

(M, MS,) = —i(na M5, = np MY, — naw Mg, — 1,,MY,) (B.2)
Localmente, se tiene la correspondencia SO(3,1) = SU(2) & SU(2), por lo tanto, es

conveniente ordenar las seis componentes de M, El, en

)

1
J9 — igg Mjgk, Kf — Mz% (B.3)

con €7% como el simbolo de Levi-Civita, los Jig son generadores hermitianos y K Zg anti-
hermitianos. En términos de Jig y K Zg , el algebra de Lie del grupo de Lorentz se convierte

en

[JE,Jﬂ — kg (B.4)
{Jﬁ,Kﬂ — el KY (B.5)
[KgKﬂ — ik gy (B.6)

donde (B.4) es el algebra de Lie SU(2) y esto indica que J¢ definido en (B.3), es el momen-
tum angular. El generador K Zg corresponde a los boost’s de Lorentz. También se introducen

los parametros

0 = Sl o = ()" (B.7)



Asi, el elemento se reescribe de la forma

@Q@) _ efiGiJingniKig (B.8)

Para la clasificacién de la representacion irreducible, se introducen las combinaciones

lineales de los Jig7 Kf

1 1
MP = §(JS +iK9) NY= 5(Jf —iKY) (B.9)

los cuales son hermitianos. El 4lgebra se transforma en

[Mig,Mﬂ — ek MY (B.10)
[ng,Njg} — ik N (B.11)
[Mf,Nﬂ =0 (B.12)

Estas SU(2) algebras no son independientes, dado que bajo una transformacion de

paridad (z° — 20, 2° s —2%)

JY Jig Klg — —Kig (B.13)

)

v la operacion de la conjugacién hermitiana que cambia el signo de ¢, intercambian Mig a

Nig. Por otra parte, se tiene

(MG, M) = 0 (B.14)
[NG,N?] = 0 (B.15)

con los operadores de Casimir
MG = (M7P)* + (MF)? + (M5)* NG = (N7)? + (N5)* + (N§)? (B.16)

Dado que Jig = Mig + Nig se interpreta como el espin fisico, se utilizan los eigenva-

lores de los operadores Mg, M3g , Né, N3g para etiquetar los elementos de la representacion
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irreducible. El grupo en general es no compacto y por lo tanto su representacion irreducible
de dimension finita no puede ser unitaria. Esto es consecuencia de la no hermiticidad del

g
generador K.

Para el subgrupo de rotaciones, los eigenvalores de los operadores de Casimir se
encuentran dados en términos de los nameros m,n. A cada par (m,n) le corresponde

(2m + 1)(2n + 1) eigenestados, los cuales se toman como la base de la representacion

irreducible. Las representaciones de interés fisico son las tensoriales, m +n =0,1,2,...y
espinoriales m +n = %, %, %7 .... Las representaciones significativas son las siguientes
1. (0,0): espin 0, corresponde a la representacion escalar y posee una paridad bien

definida, puede aparecer como escalar o pseudoescalar.

2. (%, 0): espin 1/2, corresponde a un espinor con lateralidad izquierda, por definicion.
3. (0, %) espin 1/2, corresponde a un espinor con lateralidad derecha.

Estos espinores poseen dos componentes, espin arriba y espin abajo; son denominados
espinores de Weyl. Cuando la paridad debe ser tomada en cuenta, se considera la combi-
nacion lineal de los espinores de Weyl (%, 0) ® (0, %), obteniendo asi un espinor de Dirac.
Multiplicando estas representaciones espinoriales podemos generar otras representaciones,
por ejemplo: (%, 0) ® (0, %) = (%, %), espin 1, corresponde a la representacion vectorial.

La forma matricial de los generadores de los espinores con lateralidad izquierda de

Weyl se determina por medio Mlg = %O’i y Nig =0, asi

J9=MI+NI =T KI= (NI -MY)=iZ (B.17)



Asi, el espinor con lateralidad izquierda (Left) de Weyl contravariante

er
Uy = f (B.18)
vr
se transforma ante el grupo de Lorentz como
o i 1,
P, — ’(/J/L = UL(HZ, 77Z)’(/JL = exp <—2910'i — 27710}) U, (B.lg)
y el espinor con lateralidad derecha (Right) de Weyl como
/ i Py L
Yr = Yr = Ur(0',n")r = exp | —50'0i + on'oi | dr (B.20)

Fuente: elaboracién propia.
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