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GLOSARIO

Balanza de torsion Dispositivo mecanico para medir

fuerzas débiles.

Bobina Dispositivo formado por espiras
alrededor de un nucleo, cuyo fin es
producir campo magnético por medio
de la circulacion de corriente a

través de dichas espiras.

Conductividad Es la capacidad de un cuerpo para

permitir el paso de la corriente

eléctrica.

Dieléctrico Materiales que no conducen la
electricidad.

Ejecutable Archivo binario cuyo contenido se

interpreta por el ordenador como un

programa.

Estator Parte fija de una maquina eléctrica
rotativa.

Fasor Vector utilizado para representar una

funcion en la frecuencia.
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Homogéneo

Isotrépico

MATLAB

Permeabilidad

Permitividad

Rotor

Simulacion

Solenoide

Que tiene las mismas propiedades

en todos sus puntos.

Espacio cuyas caracteristicas fisicas

no dependen de la direccion.

Matrix Laboratory, es un entorno
computacional que permite realizar
gran cantidad de procesos

matematicos y cientificos.

Constante fisica que describe como
afecta y es afectado un campo

magnético por un medio.

Constante fisica que describe como
afecta y es afectado un campo

eléctrico por un medio.

Parte giratoria de una maquina.

Proceso de disefiar un modelo de un
sistema real para realizar

experimentos con él.

Dispositivo fisico que es capaz de
crear una zona de campo magnético
y consiste de una bobina enrollada
sobre un nucleo que puede ser movil

O no.
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RESUMEN

Las ecuaciones de Maxwell, como se les conoce a las formulas que son la
base de la teoria electromagnética, son utiles para explicar los fenomenos
eléctricos y magnéticos; con dichas ecuaciones es posible resolver los problemas
que se presentan al estudiar por ejemplo el giro de un motor o bien por qué un
generador transforma energia mecanica en energia eléctrica. Para poder lograr
una comprensidon mas detallada del fendmeno, es necesario visualizar qué
sucede con los vectores de campo magnético dentro del motor, o bien, ver el
movimiento que tiene la espira dentro del generador y el flujo magnético

circundante que la atraviesa, para luego tener el voltaje inducido en los bornes.

Ademas de haber desarrollado las ecuaciones de campo magnético para la
espira, se presenta una simulacién para ejecutarla en el computador que contiene
un rotor compuesto por varias espiras, girando dentro de un estator, que produce
idealmente un campo magnético constante; dichos campos magnéticos se suman
vectorialmente para originar resultantes que luego son graficadas y, mientras gira
el rotor poder observar la variacidon de los vectores. Por otra parte, se tiene la
posibilidad de poder cambiar las vistas en tres dimensiones, y se pueden ingresar
parametros variables para observar lo que sucede al aumentar o disminuir los
mismos. Incluso, tiene la opcion de cambiar la simulacion del motor por la del
generador. Todo el cédigo fuente, ademas de la aplicacidén, estdn compilados y

desarrollados en el entorno computacional MATLAB.
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OBJETIVOS

General

Hacer una aplicacion en MATLAB que permita visualizar los campos
magnéticos dentro de un motor de corriente continua usando el modelo
simplificado del mismo y que permita hacer calculos sencillos de un generador

eléctrico.

Especificos

1.  Desarrollar las ecuaciones que representan matematicamente los
campos magnéticos de una espira cuadrada en cualquier punto y
utilizarlas para calcular el campo de un solenoide de espiras
cuadradas que forma parte del ndcleo de un motor eléctrico en la

simulacion.

2.  Experimentar con un modelo virtual que pueda representar un sencillo motor

de corriente continua y un generador eléctrico simple.

3. Aplicar el apoyo que ofrece el software MATLAB en la didactica del

curso de teoria electromagnética 2.
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INTRODUCCION

Las leyes del electromagnetismo no fueron descubiertas simultaneamente y
en consecuencia se suponia antes de esto que los fendmenos eléctricos y
magnéticos eran independientes; no obstante, el trabajo realizado por James
Clerk Maxwell hizo evidente que dichos fenémenos son parte de algo mas

unificado, conocido como teoria electromagnética.

Actualmente, la mayoria de procesos industriales estan automatizados
gracias al control que se ha ejercido sobre los fendmenos eléctricos vy
magnéticos; naturalmente, esto ha hecho que surjan problemas de complejidad
mayor que para resolverlos cuantitativamente se hace necesaria la ayuda de un
computador y un software capaz de optimizar los recursos de dicho computador.
Para resolver determinada operacidn matematica se puede requerir muchas

iteraciones o bien hacer su representacion en tres dimensiones.

Un problema que parece sencillo pero que trae dificultades evidentes, es la
graficacion en tres dimensiones de los campos magnéticos de una espira en
rotacion dentro de un campo magnético externo, es alli donde se ve la utilidad de
un software adecuado para poder dibujar dicha interaccién de campos. MATLAB
es un programa computacional que puede ser utilizado para resolver dicho
problema, ademas de ofrecer al usuario un ambiente amigable para poder
desarrollar una aplicacion independiente que se pueda ejecutar en cualquier

computador sin requerir forzosamente la instalacién de dicho software.
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1. ELECTROMAGNETISMO

1.1. Leyde Coulomby campo eléctrico

Los efectos que producen objetos cargados eléctricamente fueron
observados primeramente, segun la historia, por los griegos y desde alli se
empezd a estudiar el comportamiento de lo que hoy se conoce como electricidad

estatica.

Actualmente, la teoria establece que la materia esta formada por atomos, y
estos a su vez por electrones, protones y neutrones; siendo de carga negativa los
primeros, positiva los segundos y sin carga los ultimos. Se piensa que la carga
esta cuantizada (segun los experimentos realizados), es decir, que esta dividida
en pequenas partes, o sea, no es continua, y que el valor minimo que existe es la
carga del electron cuyo valor experimental es de —1.6 x 1071°[Coulombs]. El
protdbn posee la misma magnitud de carga, pero de signo contrario, o sea
1.6 * 10~ °[Coulombs].

Existen varias formas de cargar objetos, entre las formas mas comunes que
se presentan estan, la carga por frotamiento, la cual se origina cuando dos
objetos se friccionan entre si, uno de los cuales gana electrones y queda cargado
negativamente, el otro pierde electrones y queda cargado positivamente. La otra
mas comun es la carga por induccion, la cual consiste en cargar un objeto
mediante el “acercamiento” de otro objeto cargado y poniendo a tierra el objeto a

cargar; de esta manera, el objeto quedara cargado por dicha interaccion.



Posteriormente a los griegos, los cientificos observaron la necesidad de
cuantificar los resultados y expresarlos por medio de relaciones matematicas;
esto dio lugar a muchos siglos de investigacion, hasta que en 1777 Charles
Agustin de Coulomb invento6 la balanza de torsién. Este invento hizo posible la
medicion de las fuerzas involucradas en efectos electrostaticos y por tanto, se
llegb a la determinacion experimental de la ley que los rige y que se conoce como

ley de Coulomb.

La ley de Coulomb expresa la relacion de la fuerza ejercida entre cargas por
efectos electrostaticos, y esta fuerza puede ser de repulsion (si las cargas tienen
el mismo signo) o de atraccion (si tienen signos opuestos). En el caso que no
exista carga (objetos que contienen el mismo numero de cargas positivas que
negativas), no se observan fendmenos repulsivos o atractivos (claro,

despreciando los efectos gravitatorios que la masa posee).

La ley de Coulomb expresada en forma matematica y para cargas

puntuales, tiene la siguiente forma vectorial:

> q192 __
F = k—rz a,

Ley de Coulomb

Donde:
F = fuerza observada entre las cargas puntuales [newtons]
o [Nm?
k = 9x10 oz
qi, 92 = cargas puntuales involucradas [coulombs]
r = distancia de separacién entre las cargas [metros]
a, = vector unitario radial en coordenadas esféricas



Curiosamente, la expresion de la ley de Coulomb no es tan simple como
parece, y abarca mucha informacién en ella; el solo hecho de aplicarla mal,

producira resultados erroneos o una mala interpretaciéon de la misma.

Asumiendo que se tienen dos cargas puntuales iguales pero de signo
contrario; al ingresar los valores a la férmula, lo que se obtiene sera un resultado
negativo (si se ingresan con sus signos); esto significa que, dependiendo que
carga se tome como referencia (asumiendo que la primera se situa en el origen
de un sistema de coordenadas hipotético), el resultado sera que la fuerza esta en
direccidon contraria al vector posicion, es decir, al vector que indica la posicion de
la carga (en la suposicion de que la primera esta en el origen, el vector posicion
indica la ubicacién de la segunda carga con respecto a la primera), de esto se
concluye, que si el resultado es negativo, la fuerza sera de atraccion de la

primera hacia la segunda o viceversa.

En el caso que las dos posean el mismo signo, obviamente el resultado sera
positivo; y del analisis anterior, se deduce que la fuerza sera de repulsion de la
primera hacia la segunda o viceversa. La parte vectorial sélo indica la direccion
de la fuerza, es por ello que se debe situar a las cargas en un sistema
coordenado, y la simplificacion se veria aun mas si una de las dos esta en el

origen de dicho sistema.

Con el concepto de accion a distancia, surge el concepto de campo, y
aplicando los conceptos anteriores, se desarrolld matematicamente de la

siguiente manera para cargas puntuales:

F =qE

Fuerza eléctrica



Y que luego se expresa mediante la siguiente, para cargas puntuales:

Q

E=kr—2ar

Campo eléctrico de una carga puntual

Donde:
E = campo que se percibe en los alrededores de la carga puntual
Nm?
k = 9 x 109l 2 l
Q = cargas puntual involucrada en el experimento [coulombs]
r = distancia desde la carga puntual [metros]

a, = vector unitario radial en coordenadas esféricas

Esta forma de conceptualizar el campo eléctrico, permite comprender que al
tener una carga en el espacio, ésta modificara su alrededor, percibiéndose su
efecto en otra carga por medio de una repulsion o una atraccion, dependiendo su
signo. Y aplicando un analisis similar al de las fuerzas para la ley de Coulomb a
esta forma matematica, se observa que las “lineas” de campo “salen” de la carga
si es positiva y “entran” a la carga si es negativa; lo que sugiere que cuando dos
objetos cargados tienen el mismo signo y se acercan entre si, las lineas se

repelen y cuando tienen distinto signo, se alinean.
1.2. Leyde Gauss

Antes de definir dicha ley, conviene explicar lo que se entiende por flujo, ya

que si esto no se comprende, mucho menos se entendera dicha ley.



Existen distintos flujos en la fisica, pero lo que interesa para el propoésito es
el flujo eléctrico, el cual si se quisiera imaginar, seria como la cantidad de lineas
de campo eléctrico que pasan a través de una superficie dada; para esto,
pudieran existir varias posibilidades; una de ellas seria que las lineas pasaran a

través de la superficie de manera perpendicular, esto originaria un flujo maximo.

Otra posibilidad seria que no atravesaran dicha superficie, o dicho de otra
manera, que las lineas pasaran paralelas a la superficie dada, lo que originaria
un flujo minimo (cero en este caso); y una mas, que las lineas entraran de
manera oblicua a la superficie, es decir, con un angulo de incidencia, en este
caso, se tendria una situacién en la que el flujo ni es minimo, ni maximo sino un
valor intermedio; esto da la idea que el flujo depende del angulo con que incidan
las lineas de campo eléctrico sobre la superficie, y de hecho asi es, ahora que ya
se esta familiarizado con el flujo, se procede a formular la ley de Gauss, la cual
dice que el flujo total que atraviesa una superficie cerrada, es igual a la carga

contenida en dicha superficie dividido por la permitividad.

Esta ley puede representarse por la siguiente expresibn matematica en

forma integral que es valida unicamente para el espacio vacio:

fﬁ d§ — Qencerrada
€o
s

Ley de Gauss para el vacio

Donde:
E = campo que se percibe en la superficie encerrada [volt / metro]
Qencerrada =  carga total encerrada por la superficie simétrica [coulombs]
& = permitividad del espacio vacio [faradios / metro]



Para la correcta interpretacion de dicha ley, pueden surgir varios casos, uno
que la integral tenga un valor positivo, lo que significa que la carga total
encerrada es positiva (una fuente); si la integral da un valor negativo, significaria
que la carga encerrada es negativa (un sumidero); y por ultimo, si la integral es
cero, indica que no hay carga encerrada, o bien que esta neutralizada por otra de

signo contrario.

Esta ley puede representarse también de manera puntual, es decir, de
manera que se pueda aplicar a niveles muy pequefios. Su expresion matematica

es la siguiente para el espacio vacio:

P
€o

V-E =

Ley de Gauss en forma puntual para el vacio

Donde:
E = campo que se percibe en el punto a analizar [Volts / Metro]
p = densidad de carga volumétrica [coulombs | metro3 |
& = permitividad del espacio vacio [faradios / metro]

La interpretacion es similar al caso integral, sélo que en este caso se esta
analizando regiones pequefas del espacio (por decirlo asi, puntos) y por tanto, la
configuracion puede variar a lo largo de toda la region. Sin embargo, si la
divergencia es positiva indica que esta presente una fuente (carga positiva), si es
negativa es un sumidero (carga negativa) y si es cero no hay nada o es una

anulacién por parte de una carga de signo contrario.



Para mencionar esta ley en cualquier tipo de material, se usa el concepto
del vector densidad de flujo eléctrico, el cual se relaciona con el vector campo

eléctrico por medio de la siguiente expresion:

D = ¢E

Relacién de D y E para medios homogéneos e isotropicos

Donde:
E = campo que se percibe en el punto a analizar [voltios / metro]
D = densidad de flujo eléctrico [coulombs | metro? ]
& =

permitividad [faradios / metros]

Y en consecuencia, la ley de Gauss quedaria modificada con las siguientes
expresiones, utilizando la densidad de flujo eléctrico y no el campo eléctrico:

‘% D-dS= Qencerrada (forma integral)
s

V-D = p (forma puntual)
Ley de Gauss usando la densidad de flujo eléctrico

Teniendo significados analogos a los anteriormente citados.



1.3. Potencial eléctrico

Antes de definir el potencial, debe quedar claro lo que se entiende por
trabajo; es una definicidbn sencilla desde el punto de vista matematico, sin
embargo, a la hora de interpretar la respuesta muchas veces se cometen errores.
En el caso de la electrostatica, el trabajo eléctrico no es mas que el producto
escalar entre la fuerza eléctrica y la distancia que recorre el objeto teniendo

aplicada la resultante de la fuerza eléctrica. De otra manera:

dW = F-dl = qE-dl

Diferencial de trabajo

Pero éste es el diferencial de trabajo ejercido por el campo; ahora bien, si lo
que se quiere encontrar es el trabajo realizado por un agente externo, tendra que

realizar una fuerza de igual magnitud pero de sentido opuesto y vendra dado por:

dW = F-dl = —qE -dl

Diferencial de trabajo que el objeto realiza al desplazarse por el campo

Lo que dice que si se quiere mover la carga de prueba en contra del campo
eléctrico, habra que gastar energia; ahora bien, si se quiere que la carga se
mueva en la direccion del campo no hay que gastar energia, el campo la
suministra (siempre y cuando se hable de carga de signo positivo, lo inverso se

da con una carga de signo negativo).



Ahora si se desea encontrar el trabajo total, simplemente se debe realizar la
integracién a lo largo de la trayectoria por la que desea llevar la carga de prueba
(si el campo es conservativo, no importa la trayectoria, sélo el punto inicial y el

final):

final_) .
W = de = —qj E-dl
i

nicial

Trabajo realizado al desplazar la carga de un punto a otro

Teniendo esto presente, ahora se esta en condiciones de poder definir la
diferencia de potencial (posteriormente se definira el potencial en un punto), la
cual podria pensarse como la cantidad de trabajo que se necesita para mover
una carga unitaria en presencia de un campo eléctrico (que puede ser ejercido

por una carga puntual, una distribucion de carga, etc.):

final_) .
AV = —f E-dl
i

nicial

Definicion de diferencia de potencial

Ahora el potencial podria considerarse como un caso particular de la
diferencia de potencial, ya que su posicion inicial (o por decirlo asi, la referencia),
estd en el infinito. Dicho de otra manera, haciendo la integral de la férmula
anterior; poniendo como limite inicial al infinito, y como limite final la distancia
con respecto a una carga puntual a la que se quiere colocar la carga de prueba;

con estas sustituciones se llega a:

AV = —Ljif-di: —f:kgﬁ;-dfz ¢ (E)x -

r? 4y \r Ameyx

Diferencia de potencial, referencia en el infinito



La cual por simplicidad, se puede cambiar la notacién y llamar potencial de

una carga puntual en el punto “r’ a:

0= 20

dmeg \r

Definicién de potencial

Donde:
V= potencial campo ejercido por la carga puntual Q [voltios]
r = distancia de la carga puntual Q al punto en donde se quiere

determinar el potencial [metros]

& = permitividad del espacio vacio [faradios / metro]

Podria considerarse la expresion anterior como una “densidad de trabajo
por unidad de ca rga”, ya que se puede ave riguar cuanto trabajo se requiere al
traer una carga desde el infinito y colocarla a una distancia especifica de una
carga puntual con sélo localizar el potencial producido por dicha carga puntual y
multiplicar este valor por la magnitud de la carga que se “traera” desde el infinito.
De aqui también se puede concluir algo muy importante, y es que no se necesita
realizar trabajo alguno para “traer” una carga desde el infinito y colocarla en un

espacio completamente vacio, sin ninguna carga ni campo alrededor.
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1.4. Capacitanciay dieléctricos

Podria definirse la capacitancia como la propiedad de poder almacenar una
carga y mantener una diferencia de potencial, o mejor dicho, guardar energia

potencial eléctrica en forma de campo eléctrico.

Generalmente, esta propiedad se manifiesta cuando se colocan
cercanamente dos conductores, uno de los cuales contiene una carga de un

signo mientras que el otro tiene una carga de signo contrario.

La capacitancia es independiente de la carga almacenada y el voltaje
aplicado, unicamente depende de la geometria de la disposicibn de los

conductores; y matematicamente se define con la siguiente expresion:

_ Qalmacenada

C =
AV
Definicién de capacitancia

Hablar de capacitancia, no es un tema sencillo, pues esta propiedad se
presenta muy a menudo en el lugar que menos se piensa, el solo hecho de tener
dos alambres portadores de corriente cercanos, contienen una capacitancia por

unidad de longitud.

Para simplificar las cosas, se observa el caso de dos laminas conductoras
separadas por una distancia existiendo vacio entre ellas y cargadas con distinto
signo; obviamente existira un campo eléctrico entre las placas, y al existir dicho
campo, existird una diferencia de potencial, con la cual, se puede obtener los
datos necesarios para sustituir en la ecuacion que define a la capacitancia y

obtener una magnitud tedrica de la medida de la misma.
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En resumen: se asume que se tiene la placa con carga neta positiva situada
en el plano yz, y la otra placa paralela a la misma pero separada una distancia “d”
y con carga neta negativa; al aplicar la ley de Gauss, se obtiene (p, = Densidad

de carga superficial):

E = ?c’t} [voltios /metro]
0

Campo eléctrico de un capacitor de placas paralelas

Entonces:
final . 0
AV = —j E-dl = —J Psadaz = P4
inicial a €o €o
Y también:
A
= .[ psds = pgA [coulombs]
0
Por tanto:
A A
C = Qalmacenada _ Ps — 0 [faradios]

AV B <psd/ ) d

Capacitancia de un condensador de placas paralelas
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Claramente se observa que la capacitancia Unicamente depende de la
geometria de la configuracion y no de la carga almacenada ni de la diferencia de
potencial entre ellas; ello no significa que se puede ir incrementando la diferencia
de potencial hasta el infinito y con ello almacenar carga ilimitada, existe un limite
y se le llama ruptura dieléctrica o rigidez dieléctrica, y se produce cuando se llega
al valor limite de la diferencia de potencial que puede soportar el medio hasta
volverse conductor y manifestarse por medio de una descarga eléctrica

acompanada de un destello.

Esta propiedad puede aumentarse y con ello conseguir almacenar mas
carga, para ello se usan materiales no conductores que se colocan entre los
conductores y con ello lograr un aumento de la capacitancia. A estos materiales
se le llaman dieléctricos y los efectos que producen cuando se colocan entre los

conductores son los siguientes:

e Aumenta la diferencia de potencial que puede ser aplicada sin que ocurra la
ruptura dieléctrica
¢ Aumenta la capacidad del condensador

e Aumenta la cantidad de carga que puede almacenar; entre otras

Describir detalladamente todas las configuraciones de capacitores y todos
los tipos de dieléctricos involucrados en las mismas es demasiado extenso,
ademas el objetivo es comprender el concepto de la capacitancia y de los efectos
que produce un dieléctrico y no asi el detalle de cada configuracién e
involucramiento de un dieléctrico, se dice que cuando se introduce un material de
permitividad relativa por ejemplo “k” dentro de un capa citor de p lacas paralelas

ocurre lo siguiente:

Cc = kEd—O [faradios]

Capacitancia de un capacitor de placas paralelas con dieléctrico
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Para concluir con este inciso, se ha de notar que la capacitancia es
independiente de la carga y la diferencia de potencial, mas no asi de la geometria

del mismo y del dieléctrico colocado entre los conductores.
1.5. Leyde Ohm

Primero que nada, se define la corriente, la cual conceptualmente se puede
decir que es la cantidad de carga que pasa en determinada region por segundo,

en formalismo matematico seria:

aqQ .
I = I [amperios]

Definicién de corriente eléctrica

Lo que dice que es una variacion o “velocidad” que tiene la carga por unidad
de tiempo, y se ve que entre mayor es la variacion, mayor es la cantidad de
amperios los que pasan en determinada regién. Sin embargo, a veces en la
investigacion se necesita conocer el dato en determinado punto y no una region
entera, por tanto, se formula un nuevo vector, conocido como la densidad de

corriente, y que se relaciona con la corriente por medio de la siguiente expresion:

I = f J-dS [amperios]
S

uperficie

Corriente en funcion de la densidad de corriente

Con esta expresion, se puede hacer una analogia con el flujo eléctrico, ya
que el flujo es un producto escalar entre el campo vectorial y el vector de area, y
se nota que, de la manera en que esta expresada, la corriente es un “flujo” de

carga.
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Nuevamente, se necesita el concepto de resistencia eléctrica, y es la
propiedad que presentan los cuerpos de oponerse al paso de la corriente
eléctrica. La resistencia la poseen todos los materiales (excepto quizas los
superconductores), y depende de una propiedad de los mismos, conocida como
conductividad (y su inversa es la resistividad), aunque también de otras
propiedades geométricas del objeto en cuestion; es por dichas propiedades que

es posible construir resistencias de varios rangos (también llamados resistores).

La formulacién matematica que relaciona la resistencia con la conductividad
es la siguiente (aunque la conductividad también depende de la temperatura, se
asume que se toma a una temperatura ambiental y estable, para simplificar las

expresiones):

R = I [ohmios]

Resistencia en funcién de la conductividad
Donde:

R = resistencia del material a estudiar [ohmios]

L = longitud del material de extremo a extremo en donde se medira la
resistencia [metros]

o = conductividad del material [siemens / metro]

A = area transversal de la seccion por donde circula la corriente [metros?]

Es de notar en la expresidon, que si se tienen varios materiales todos con la

misma forma, tendra menos resistencia el que posea mayor conductividad.
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Ahora bien, una expresion que permite relacionar la densidad de corriente

con el campo eléctrico es la siguiente:

f = oF [amperios /metors?]

Relacion de la densidad de corriente y el campo eléctrico

Para simplificar el planteamiento del problema, se va a suponer un material
con una longitud finita, un area transversal constante y una conductividad que no
depende del tiempo, del espacio ni de la temperatura; ademas, en este caso, la
relacion de la magnitud de la corriente con la magnitud de la densidad de
corriente se simplifica aun mas, ademas de que ambas se dirigen en la misma

direccion, y se obtiene:

] = 1 [amperios /metros?]

Magnitud de la densidad de corriente en un espacio uniforme

Ahora bien, si se integra la siguiente expresion a lo largo de la longitud del

material, se obtiene:

f = oF [amperios/metros?]

Ley de Ohm en forma puntual

(Pero la integral derecha es la diferencia de potencial)
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I
—L = AV
) o

(Y luego de reordenar y llamar V = diferencia de potencial)

IL = IR = AV
oA -

(Por tanto se llega a la ley de Ohm en forma macroscopica)

La forma de dicha ecuacion es util en varias ramas de la teoria de circuitos,
y es que relaciona a la corriente eléctrica con la diferencia de potencial, se
simplifica aun mas si en el circuito se maneja una referencia y con base en eso

sélo existen potenciales, lo que da la siguiente forma

V = IR [voltios]

Ley de Ohm en forma macroscépica

Que es la forma mas conocida de la ley de Ohm, ésta se aplica tanto para la
corriente directa (frecuencia cero), como para la corriente alterna, aunque con
ésta, se utiliza en forma fasorial y los calculos se ven involucrados por

magnitudes y angulos de fase (presencia de reactancias).
1.6. Campo magnético y fuerzas magnéticas

La manera en que se inicia el tema quiza origine una discusion interna en el
lector y probablemente le incite a consultar bibliografia adicional para llegar a un
punto de concordancia; ello debido a que por lo general, el estudio de campo
magnético se hace de una manera en la literatura existente en que primero se
hace ver los efectos que produce dicho campo, y luego de que se conocen dichos
efectos, se introduce al estudioso a pensar en las fuentes y proporcionar el

enfoque matematico adecuado.
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De hecho, aqui se inicia de manera diferente, primero se ven las fuentes y
con la mayor simplicidad que se pueda, se presentaran las expresiones
matematicas que estan involucradas en la representacion de dicho fendmeno;
para luego culminar con los efectos que producen dichos campos (una manera

analoga a como se estudian los campos eléctricos).

Primero que nada, se observa de antemano la existencia de dos campos
vectoriales que son muy conocidos, los cuales son: B y Fi; éstos a su vez, se
relacionan en el espacio libre por la siguiente expresion B = uoﬁ, y se nota que
también en el espacio libre, los campos E y D; se relacionan por la siguiente
expresion D = sOE; lo que sugiere la siguiente analogia con electrostatica de

que B es el analogo del campo eléctrico y H es el analogo de la densidad de
campo e léctrico; obviamente, se e stad haciendo de una mane ra “diferente” a la

tradicional tomada por la literatura, sin embargo ahora se ve la razon de esto.

Se nota que, D es independiente de que haya un dieléctrico a su alrededor
0 no, mientras que E no; segundo, H es independiente de que haya un material

paramagnético, diamagnético, ferromagnético, etc.; mientras que B no. Es por
esto la razbn que se hace esta analogia antes que se comience con las

expresiones vectoriales (aunque se remarca que la literatura de referencia da

otras razones para hacer una analogia inversa, es decir, H con E y B con D).

Ahora ya remarcadas las analogias, se procede a nombrar dichos campos

vectoriales, H se llamara intensidad de campo magnético y a B se le llamara
densidad de flujo magnético. No se va a entrar en discusién del porqué de dichos

nombres, para una ampliacion del tema consultar las referencias.
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Ahora que se sabe sus nombres y la analogia que comparten con
electrostatica, se procede a ver las expresiones que originan dichos campos,

aunque de una manera muy simplificada para la comprension inmediata.

. Uo qU X T

4t r?
Densidad de flujo magnético de una carga puntual con velocidad constante

., dLx# IldLxa;
dH = =
477 4713

Ley de Biot Savart.

-

B = ﬂoﬁ

Densidad de flujo magnético en el espacio libre

Las dos primeras, dan la idea que tienen similitud con la ley de Coulomb, sin
embargo, para una aplicacion practica, interesara el campo en una regién, y no
solamente en un punto, por lo cual se puede recurrir a la ley de Ampere (la cual

se discute en un capitulo posterior).

‘%ﬁ ) dz = Iencerrada

fB “dL = polencerrada

Ley de Ampere no generalizada

Juntas, la ley de Biot-Savart y la ley de Ampere, son una herramienta
matematica imprescindible, con las cuales se puede encontrar el campo
magnético de cualquier configuracion, claro, entre mas compleja sea la
configuracion, se recurre a la primera, mientras que la segunda, sélo puede ser

empleada cuando exista algun tipo de simetria.
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Ha de notarse que no se menciona el caso de los imanes permanentes,
esto se hizo para simplificar las cosas, no obstante se dira para aclarar el
panorama, que la razén de que un iman posea un campo magnético es porque
tiene una remanencia magnética (histéresis) ademas de la alineacion de los

dominios magnéticos del material por medio de un campo externo.

Ahora que ya se tiene un vistazo rapido de los campos magnéticos, se pasa
a las influencias que producen en las cargas en el espacio libre. Se ha de notar
antes de presentar dichas expresiones que los campos magnéticos estables (no
variantes en el tiempo) Unica y exclusivamente ejercen fuerzas a las cargas en
movimiento; si permanecen estaticas no se vera efecto alguno (no sucede lo
mismo con el campo eléctrico).
F = qixB

Fuerza ejercida por un campo magnético estable sobre una carga puntual

F=ILxB

Fuerza magnética ejercida sobre un alambre que lleva una corriente

Al observar las férmulas se ve una dependencia del movimiento de las
cargas (velocidad y corriente), y se llega a la conclusion que siempre existe una
fuerza ejercida por un campo magnético cuando existe un “movimiento” relativo
entre la carga (o configuracion de cargas) y el campo, como se observa en la
primera, que existe una velocidad, y en la segunda que existe una corriente, que
al final de cuentas es un movimiento que bien se podria tomar como una

“velocidad” de las cargas.
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Otra observacion, siempre que se produce dicha fuerza, es perpendicular al
campo que la genera; eso no sucede en electrostatica, en que el campo eléctrico
que produce una fuerza sobre una carga o configuracion de cargas, siempre esta

en direccion del campo.

1.7. Fuentes de campo magnético

En la seccién anterior se hace menciéon de los campos magnéticos y sus
respectivas expresiones vectoriales, muy vagamente se mencion6 los origenes
de dichos campos, sin embargo, las ecuaciones matematicas son muy
expresivas, ya que contienen demasiada informacion de manera muy abreviada,
y a veces la interpretacibn de las mismas es dificil, aunque sabiendo los
principios que las rigen es posible darse cuenta qué significa cada variable

involucrada en la expresion.

No obstante, se nota que un campo magnético es producido por una carga
en movimiento relativo a un punto en donde se desea encontrar dicho campo, y
eso se extiende y generaliza a una corriente, ya que la misma es el movimiento
de cargas; o sea que, toda vez exista un movimiento relativo entre la carga y el

punto a examinar, siempre se detecta un campo magnético.

Como también se menciona anteriormente, cuando se trata de imanes, que
también son fuentes de campo magnético, se ha de hacer hincapié que la
respuesta no es tan simple como parece, ya que aqui el fenébmeno en cuestion,
no es sencillo de explicar con corrientes que circulan “dentro del material’; es
mas, aqui se hace uso del concepto de dominio magnético, y que consiste asi a
grandes rasgos, en que un electrén al girar sobre su 6rbita es el equivalente a
una pequefa espira de corriente, cuya carga que varia de posicion o que se
‘mueve”, es la carga del electrdn, ello a su vez, ya que involucra una corriente, se

ve que produce un campo magnético.
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Al haber varios dominios alineados en una direccidon éstos se sumaran

vectorialmente al campo y he alli, el efecto de tener una imantacién permanente.

Una fuente mas que por lo general se pasa desapercibida son los imanes
naturales, o bien llamados magnetita, la explicacion es similar, o idéntica a la

dicha para los imanes “artificiales”.

Ademas como una construccion breve, se puede hacer un iman de manera
sencilla. Para ello se procede a conseguir un clavo y arrollarle al mismo unas cien
espiras de alambre aislado (a veces le dicen alambre esmaltado) y luego
conectarle a los extremos una bateria y con ello se habra construido un sencillo
electroiman, éste sencillo experimento sacara de dudas al lector si no creia que
una corriente puede originar un campo magnético; obviamente que el campo no
sera tan intenso, pero sera suficiente para atraer pequefios objetos metalicos,

como por ejemplo una grapa metalica, un objeto comun en cualquier lado.

1.8. Induccidén electromagnética

Quiza el fendmeno electromagnético de la induccién, comparado con los
anteriores que se han mencionado, sea el menos obvio, esto por la propiedad de
generar corrientes inducidas y voltajes inducidos con el s6lo hecho de variar el

flujo magnético en un circuito eléctrico.

Se asumira que se tiene un motor eléctrico, cuyo estator son imanes
permanentes y cuyo rotor son bobinas que forman parte de electroimanes. Lo
obvio seria conectarle al motor una diferencia de potencial y que empiece a dar
revoluciones su eje; pero no resulta creible de inmediato que le digan a alguien
que gire el eje manualmente y que conecte el voltimetro en los bornes de dicho
motor y luego observar una diferencia de potencial; mucho menos que le digan

gue mientras mas rapido gire el eje, es capaz incluso de encender una bombilla.
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Sin ir tan lejos con lo del motor, inclusive, es posible generar éste
experimento con una espira sumergida en un campo magnético y con un eje por

medio del cual se pueda girar dicha espira.

Ahora bien, creer esto solo por que se lo digan a una persona es bastante
dificil, exigira pruebas y a la hora de visualizar el fendmeno el convencimiento
aun no es del todo porque querra una explicacion aun mas profunda. Es alli
donde surge la ley de induccidon electromagnética planteada por Faraday y
expresada matematicamente luego por Maxwell, la cual afirma que la fuerza
electromotriz inducida en una espira es igual a la oposicidbn que surge por la
variacion del flujo magnético que atraviesa dicha espira; o en lenguaje

matematico se tiene lo siguiente:

0@p
= —-N—Z2
€ ot

Ley de Faraday de la induccion electromagnética

Donde:
€ = fuerza electromotriz inducida [voltios]
N = numero de espiras de la bobina formada
g = flujo magnético [teslas]

Esta ley expresa dicho fendmeno y el signo negativo proviene de la ley de
Lenz, que es una consecuencia de que a toda accidn corresponde una reaccion y

cumplir asi la ley de conservacion de la energia.
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Pero dicha ley no se restringe a ser aplicada a bobinas, es posible
generalizarla aun mas y aplicarla a cualquier tipo de fendmeno en donde incluya
campos variantes con el tiempo, es decir, que si se permite escribir la ley de

Faraday en forma integral de manera general, se obtiene lo siguiente:

- - a - -
fE-dl= ——JB-dS
Jt

Ley de Faraday en forma integral

La cuadl al observarla detenidamente, se ve que el lado izquierdo se asemeja
con la integral que relaciona la diferencia de potencial entre dos puntos, y la
integral del lado derecho es el flujo magnético a través de una superficie, y que
dice asi a grandes rasgos que la existencia de un campo variante en el tiempo,
induce el otro campo. Claro esto se veria mejor si se escribiera dicha ley en
forma puntual, se escribe aqui, pero su deduccién se pospondra para el siguiente

capitulo:

VXE = 9B
Y

Ley de Faraday en forma puntual

Y es de notar que un campo eléctrico variante en el tiempo origina un
campo magnético variante en el tiempo, y viceversa; o sea, la existencia de uno,
produce el otro (en corriente directa, el campo magnético es constante y por tanto

el lado derecho es nulo).
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La cantidad de aplicaciones en la vida moderna de dicha ley es bastante
grande, por mencionar algunos ejemplos, se puede observar que el alternador del
automovil, el cual carga la bateria, funciona aplicando éste principio, al igual que
los inmensos generadores de las compafias que suministran energia eléctrica al
pais, por mencionar algunas aplicaciones de potencia; y también se puede
observar dicho fenbmeno en los lectores de tarjetas magnéticas, las cuales al
pasar a través de la ranura del dispositivo lector, inducen pequefas corrientes
que son luego amplificadas y decodificadas. Aunque hay muchas mas
aplicaciones de dicho fendémeno, se mencionan éstas como ejemplo y

observacion.

1.9. Inductancia

Haciendo referencia a parrafos anteriores, se ha tratado el tema de la
produccion de un campo eléctrico por la variacion de un campo magnético y
viceversa; ahora la pregunta que surge es ;sera que si en un circuito cerrado
circula una corriente variante o estatica produce un campo magnético y éste
campo producido inducira un correspondiente campo eléctrico que se opone a la
corriente? La respuesta no es tan obvia como parece, sin embargo, se puede

utilizar la ley de Faraday y observar algo interesante.

La sola aplicacion de tal expresibn matematica mostrara que si hay
variacion de un campo, y producira un campo variante, sin embargo, se notara
que dicho campo eléctrico se origina media vez haya una variacion del campo
magnético. De hecho, se nota que este campo eléctrico produce una diferencia
de potencial, a la que se le llama fuerza electromotriz inducida, o en pocas
palabras se le llama fem inducida. Nuevamente se observa el hecho de que la
fem inducida es directamente proporcional a la razdén de cambio de la corriente

con respecto al tiempo.
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Pero la cuestion no acaba alli, tal vez el lector se pregunte, ¢pero si se
conecta Unicamente una bateria y una bombilla, como se notara esa fem
inducida? La respuesta obvia a la pregunta seria que la constante de
proporcionalidad en ese caso seria bastante pequefa, y se observaria si se
conectara una bobina en serie con la bombilla para detectar la variacion, la razén

de esto seria aumentar dicha constante de proporcionalidad.

Aunque esto disiparia la primera duda, surgiria una nueva, ¢y para que
conectar una bobina en serie con lo anterior?, la respuesta es para aumentar
dicha constante de proporcionalidad y la razon de eso es que la bobina se

comportaria ahora como un inductor.

Una vez mas, se explica lo que es un inductor, es un dispositivo que posee
la propiedad de oponer resistencia al cambio de la corriente eléctrica y puede
usarse tanto para corriente directa (filtrar arménicos de una rectificacion, producir
retrasos, etc.) como corriente alterna, ademas de poder almacenar energia en
forma de campo magnético; la forma mas comun de un inductor es la bobina,

aunque existen varios tipos.

Ahora que ya se sabe lo que es un inductor se supone como se comportaria

el circuito de la bombilla si se conectara sin inductor y con inductor.

En el primer caso, cuando se cierra el interruptor la bombilla se enciende
inmediatamente y llega a su maxima intensidad de mane ra “instantanea”; ahora
en el segundo caso, primero se notara que la bombilla se enciende y “se tarda”
un momento en alcanzar su maxima intensidad. La razon de ello es que en
ambos casos existira una variacion de la corriente con respecto al tiempo, sin
embargo en el primer caso la constante que relaciona la fem inducida con
respecto a la variacion de la corriente sera muy baja, mientras que en el segundo

caso sera mucho mayor.
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Pero ahora se esta en condiciones de nombrar ésa constante y se le

llamara inductancia; a continuacion se escribe su expresion matematica que la

relaciona con la fem inducida:

L dl
dt
Fem inducida en una bobina

€E =

Donde:

= fuerza electromotriz inducida [voltios]

€
L = inductancia [henrios]
I

corriente [amperios]

Obviamente, si se tienen dos circuitos con la misma variacion de la
corriente, tendrd una mayor fem inducida el que posea mayor inductancia, en

pocas palabras esto lleva a la definicidbn de la inductancia y da la siguiente

expresion:

— €
b= ar
dt

Definicién de inductancia

Al igual que la capacitancia, la inductancia es una constante y no depende

de los parametros del circuito externo, sino unicamente de la geometria del

inductor.
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La manera posible de relacionar a la inductancia con el flujo magnético es

con la siguiente expresion, la cual se deriva de la ley de Faraday:

dp dl
at dt
Relacién de la fem inducida en una bobina con la inductancia

E =

Por tanto:

L=<
I

Relacién de la inductancia con el flujo magnético

Cuando un circuito esta cerca de otro, influird sobre éste, ya que habra una
parte del flujo magnético creado por el primero que atravesara el segundo; por
mencionar una aplicacion de dicha inductancia mutua, se sabe que el

transformador se basa en dicho principio y en la Ley de Faraday.
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2. LEYES DE MAXWELL

2.1. Historia

James Clerk Maxwell (1831 — 1879) publica en 1861 un modelo fisico
matematico capaz de explicar la totalidad de las leyes del electromagnetismo y la
capacidad de poder predecir fendmenos desconocidos. La primera parte que
publica lo llama “On physical lines of force” y lo culmina con otra parte llamada “A
dynamical theory of electromagnetic field”. En ese tiempo ya se conocen va rias
leyes y principios que explican los fendmenos eléctricos y magnéticos; sin

embargo, aun no se tenia una teoria formal que unificara al electromagnetismo.

El concepto de campo fue introducido por Maxwell para explicar los
fendmenos de accion a distancia, tal como lo enuncia la ley de Coulomb, la
interaccion de campo y particula resulta consistente con el principio de
causalidad (un efecto tiene su causa que lo produce) y con la teoria de la

relatividad especial.
Oliver Heaviside (1850 — 1925) estructura de mejor manera la teoria

electromagnética propuesta por Maxwell; en este nuevo planteamiento introduce

el analisis vectorial y el planteamiento en ecuaciones diferenciales parciales.
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La ley de Gauss para electrostatica, es descubierta por Faraday, es llamada
asi porque la formulacion matematica involucra un teorema descubierto por
Gauss mucho antes; el fenbmeno que observo Faraday fue que al introducir una
carga dentro de un recipiente conductor, éste ultimo reordenaba sus cargas, es
decir, inicialmente neutro el recipiente, al introducirle la carga en su interior sin
tocar su superficie interna, ésta superficie quedaba cargada con una magnitud
igual a la de la carga introducida en el recipiente, pero de signo opuesto; mientras
que la superficie externa adquiria una carga de la misma magnitud y signo que la
carga que se introduce en el recipiente. La ley queda expresada en lenguaje

matematico y reformulada por Heaviside como sigue:

# D-dS = W pdv

superficie volumen

Ley de Gauss, forma integral

La ley de Faraday, es descubierta por el mismo cientifico, sin embargo, fue
Maxwell quien la formula matematicamente y Heaviside quien finalmente la
expresa con caracter vectorial. Lo que dice ésta ley es que un campo eléctrico
variable da origen a un campo magnético variable, o viceversa, matematicamente

Se expresa como sigue:

- - a - =3
jg E-dL = —— .U B-dS
ot

trayectoria superficie

Ley de Faraday, forma integral
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Por ultimo, la ley de Ampere fue formulada matematicamente e interpretada
por André Ampere, sin embargo, se sabe que Oersted fue el primero en observar
dicho fendmeno, cuando en una conferencia intenta demostrar que la electricidad
y el magnetismo no estan relacionados; cosa que no es cierta, ya que ambos son
parte de algo conocido como fenomeno electromagnético. En su forma mas
simple, este fenbmeno puede observarse en un conductor que transporta una
corriente eléctrica, formandose concéntrico al conductor, circulos de campo

magnético. Expresada matematicamente, dicha ley se escribe:

H-dL = Iencerrada

trayectoria

Ley de Ampere no generalizada

Que luego de relacionar la corriente con el vector densidad de corriente, la

ecuacion se transforma en:

$ H-ai= [ jas

trayectoria superfice

Ley de Ampere, forma integral

Posteriormente, Maxwell investiga el fenbmeno teéricamente y se da cuenta
que a dicha ley le falta algo cuando se aplica entre las placas de un capacitor;
este nuevo término lo llama corriente de desplazamiento y lo adiciona a dicha ley,

que se reescribe como:

— - - - a — =
§ oai= [ rael [[ 5

trayectoria superficie superficie

Ley de Ampere generalizada
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2.2. Leyde Gauss

La relacién entre el flujo eléctrico a través de una superficie cerrada y la
carga dentro de dicha superficie esta dada mediante la ley de Gauss, asi mismo,
la divergencia del campo también hace relacion con la densidad de carga por la
aplicaciéon de la misma. El flujo eléctrico podria considerarse como la cantidad de
lineas de fuerza que atraviesan una superficie hipotética, ya sea cerrada o

abierta.
2.21. Forma puntual

Anteriormente se ha hablado sobre la ley de Gauss escrita en forma
integral; ahora se vera la forma puntual de dicha ley. Esta forma es esencial para
poder aplicarla a un punto en particular, ya que la forma integral es adecuada
para una regién especifica. Se parte de la forma vista anteriormente para
culminar con la forma diferencial o como también se le conoce como forma

puntual.

Se comienza reescribiendo la ley de Gauss vista anteriormente:

# D-dS = fff pdv

superficie volumen

Ley de Gauss, forma integral

Para poder convertirla a la forma puntual, es necesario abordar un teorema

matematico, conocido como teorema de la divergencia, y se tiene:

# D-ds = fff (V- D)dv

superficie volumen

Teorema de la divergencia
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Ahora se sustituye la igualdad en la forma integral de la ley de Gauss y se

W22 = L 00

Luego se divide ambos lados de la igualdad por un pequefo incremento de

tiene:

volumen y se hace el limite cuando dicho volumen tiende a cero, para obtener:

fffvolumen(v ' D)dv = lim -vaolumen pdv
Av—0 Av Av—0 Av

—

V:-D = p

Ley de Gauss, forma puntual

Lo que dice dicha ley, es que la carga esta polarizada, es decir, puede ser
negativa (sumidero), positiva (fuente), o bien, nula (ausencia de carga) el

resultado de aplicar dicha ley a un punto en el espacio.

La ventaja es obvia con respecto a la forma integral, ya que la aplicacion
permite ver la region detalladamente (puntos en especial) y no ver la generalidad
de la misma, tal como lo permite hacer la forma integral de dicha ley. Ambas
formas tienen sus ventajas, y dependiendo del problema a tratar, se recurre ya

sea a la forma integral o a la forma diferencial o puntual, como se le suele llamar.

2.2.2. Forma integral

Ya que se ha desarrollado la forma diferencial anteriormente, ahora se
restaurara la misma a la forma integral, la cual es aplicable a regiones enteras y

conocer la generalidad de dicha region.
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Se empieza por reescribir la ecuacion que se desarrolla al final del inciso

anterior:

V-sz

Ley de Gauss, forma puntual

Ahora se integran con respecto al volumen ambos lados de dicha ecuacion,

para obtener:

ﬂ (V:D)dv = W pdv

volumen volumen

Si se aplica el teorema de la divergencia, se obtiene:

# D-dS = fff pdv

superficie volumen

Ley de Gauss, forma integral
2.3. Leyde Gauss para el magnetismo
De manera similar al campo eléctrico, existe una ley para el magnetismo;

dicha ley expresa la inexistencia de la polarizacion de cargas magnéticas, o mejor

dicho, la no comprobacion de la existencia de mono polos magnéticos.
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2.3.1. Forma puntual
Analogamente como con el campo eléctrico, se comienza con la forma

integral de dicha ley, la cual indica que las lineas de flujos magnéticos siempre

son cerradas:

# F-d$ = 0
superficie

Ley de Gauss para el magnetismo, forma integral

Luego, aplicando el teorema de la divergencia, se tiene que:

Il = 0

Posteriormente se divide por un pequefio incremento de volumen y se toma

el limite cuando tiende a cero, para obtener:

lim fffvolumen(V.H)dv =0
Av—0 Av

V-H = 0

Ley de Gauss para el magnetismo, forma puntual
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2.3.2. Forma integral
De la misma forma como se hizo para el caso del campo eléctrico, la forma
puntual se integra con respecto a un volumen, y luego se aplica el teorema de la

divergencia para restaurarla a la forma integral.

Se comienza reescribiendo la ecuacién obtenida al final del inciso anterior:

V-H = 0

Ley de Gauss para el magnetismo, forma puntual

Luego se integra ambos lados de la igualdad:

W e = [ 00

Y al aplicar el teorema de la divergencia y simplificar el lado derecho:

# F-d$ = 0
superficie

Ley de Gauss para el magnetismo, forma integral
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Lo que indica claramente ésta ecuacién, es que todas las lineas de flujo
magnético que entran o salen de una superficie cerrada son exactamente las
mismas, por lo que la integral al calcularse da un resultado nulo, 0 como se
puede interpretar de manera analoga, la contribucién al flujo magnético de cada
linea que atraviesa una superficie cerrada al ser sumada producira una suma
algebraica nula, ya que las que producen un flujo positivo, se contrarrestan con

las que producen un flujo negativo.
24. Leyde Faraday

Esta ley la demostrd experimentalmente Michael Faraday con sus
experimentos de induccion, la cual dice que el voltaje inducido en un circuito
cerrado es directamente proporcional a la rapidez con que cambia el flujo
magnético que atraviesa a la superficie formada por dicho circuito que esta en el

borde de la misma.
2.41. Forma puntual
Se ha mencionado anteriormente la forma integral de la ley de Faraday, a

partir de ésta expresion se llegara a la forma puntual. A continuacién se reescribe

dicha ecuacion:

- — a — -
jg E-dL = —— f f B-dS
trayectoria at

superficie

Ley de Faraday, forma integral
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Para dicho caso se hace uso del teorema de Stokes, un teorema
matematico que permite convertir una integral de linea en una integral de

superficie, a continuacion se muestra dicho teorema y la aplicacién del mismo:

f Bodl = jj (Vx B)-d§
trayectoria superficie

Teorema de Stokes

Ahora se sustituye este resultado en la ley de Faraday, para obtener:

- - a - -
U (VXE)-dS = ——ﬂ B-dS
superficie ot superficie

Si la anterior igualdad, se divide ambos lados por un pequefio elemento de

superficie, y luego se hace tender a cero dichos elementos, se obtiene que:

= - a — -
. ffsuperficie(v X E) -dS . _%ffsuperficie B-ds
lim = lim
As—0 As As—0 As
VXE = 0B
ot

Ley de Faraday, forma puntual
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La cual expresa que un campo eléctrico variable origina un campo
magnético variable en el tiempo, o viceversa. Dicha ley es de primordial
importancia en la explicacién del funcionamiento de un generador eléctrico; de
hecho, cualquier maquina eléctrica en la que esté involucrado un movimiento y un
flujo magnético, su explicacion funcional tiene que ver con esta ley. Incluso en un
motor eléctrico, cuyo funcionamiento es explicado por medio de fuerzas
magnéticas, su fem auto inducida es debido a que existe un flujo magnético

variante y por consiguiente, un voltaje inducido.

24.2. Forma integral

El inciso anterior concluye con la forma diferencial de la ley de Faraday,
aqui se reescribe dicha expresion para posteriormente convertirla en la forma
integral, mediante manipulacién matematica.

La ley de Faraday en forma puntual es:

0B
ot
Ley de Faraday, forma puntual

VXE =

Al aplicar una integracién de superficie a ambos lados de la igualdad se

tiene que:

- - a - -
ff (VXE)-dS = ——ff B-ds
superficie gt superficie
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Se asume que la operacion existe, ésa es la razon de permutar la derivada
temporal con la integral superficial. Y por ultimo al aplicar el teorema de Stokes

se restablece la forma integral de la ley de Faraday:

- - a - =
§ gai- -2 g
trayectoria at superficie

Ley de Faraday, forma integral
25. Leyde Ampere

Fue descubierta en 1826 por André Ampere y relaciona una corriente con
un campo magnético, es decir, la circulacion de la intensidad de un campo
magnético en un contorno cerrado es igual a la corriente que lo recorre en ése
contorno, la direccién del campo es en un punto, tangencial al circulo concéntrico
que encierra a dicha corriente, siguiendo la regla de la mano derecha. De esta ley
se ha hablado al principio, y se dijo que Maxwell agregd un término a dicha ley y

le lamé corriente de desplazamiento.
2.5.1. Forma puntual
Teniendo en cuenta la ley de Ampere en forma integral, e integrando el

nuevo término que Maxwell agreg6é a dicha ley, se procede a convertirlo a la

forma puntual.

%1}

— - - = a —
b - jas+lff 5
trayectoria superficie gt superficie

Ley de Ampere generalizada, forma integral
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Utilizando el teorema de Stokes que se presenta anteriormente, se tiene

que:

ff fdl = ff (Vx A) - d$
trayectoria superficie

Ahora este resultado se sustituye en la ley de Ampere:

ff (Vx F)-dS = ff d§+_ﬁ D-ds
superficie superflcte superficie

Se procede a dividir ambos lados de la igualdad por un elemento pequeno
de superficie, y luego se toma el limite, cuando dicho elemento se hace tender a

cero, para obtener:

l
.

. ffsuperficie(v X H) -dS . ffsuperficie] ~dS + ffsuperficie D-ds
V X lim = lim
As—0 As As—0 As

Que luego de simplificar:

VxH =] + oD
X = —_—
J ot

Ley de Ampere, forma puntual
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La ley de Ampere permite observar directamente, que la existencia de una
corriente esta relacionada con un campo magnético y viceversa; sin embargo, la
corriente de desplazamiento que es el segundo término del segundo lado de la
ecuacion, es una variacidon de un campo en un medio y no un movimiento de
portadores como lo es una corriente convencional, esta corriente de
desplazamiento también origina un campo magnético circundante y es de notar
que es producida por una variacion de un campo y no por el recorrido de un

portador de corriente.
2.5.2. Forma integral
Partiendo de la forma diferencial, resultado de la seccién anterior, se

cambiara su forma para convertirla en su expresion integral, mediante

manipulacion matematica.

Reescribiendo la ley de Ampere en forma diferencial, se tiene:

., oD
at
Ley de Ampere, forma puntual

Integrando ambos lados de la igualdad con respecto a una superficie en

donde se supone circula a través de ella una corriente:

- = - = a — -
U (VxH)-dS = ﬂ ]-dS+—ff D-dS
superficie superficie gt superficie
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Utilizando de nuevo el teorema de Stokes, se tiene que:

— — -> - a — -
jﬁ H-dL = ff ]-d5+—ﬂ D-dS
trayectoria superficie ot superficie

Ley de Ampere generalizada, forma integral

Al observar dicha expresion, es de notar que una corriente siempre viene
acompafada de un campo magnético; sea constante o variable en el tiempo,
produce asi mismo un campo constante o variable en el tiempo. Esto unifica,
junto con la ley de Faraday, que los fendbmenos eléctricos y magnéticos se

fusionan en una sola teoria, llamada teoria electromagnética.
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3. APLICACION DE LAS LEYES DE MAXWELL
UTILIZANDO MATLAB

3.1. Introduccion a MATLAB

La importancia que ha tomado hoy en dia los calculos matematicos ha
revolucionado los distintos campos de la ciencia, siendo tal que es necesario
perfeccionar los sistemas de cdmputo para realizar con rapidez las operaciones
matematicas requeridas. MATLAB nace como una solucién a la necesidad de
mejores y mas poderosas herramientas de calculo para resolver complejas
operaciones y aprovechar las capacidades de proceso de los grandes
computadores. La palabra MATLAB viene del inglés “matrix laboratory” o bien
laboratorio matricial; este software es utilizado en varias areas de la ciencia,
desde investigacibn médica, procesamiento de sefales, simulaciones

aeroespaciales, entre otras.

Algunas de las caracteristicas de MATLAB son las siguientes:

o Visualizacion de graficos avanzada

o Lenguaje de alto nivel basado en arreglos, vectores y matrices
o Libreria de funciones generales y especificas

o Distintos tipos de graficos en 2D y 3D inclusive

. Animacion de graficos, entre otras muchas
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El compilador de MATLAB permite crear cédigo optimizado, procedente de
archivos *.M, ademas, se puede utilizar dicho compilador de dos maneras

distintas, las cuales son:

o Convertir archivos en funciones que pueden ser reutilizadas como codigo
fuente;

o Tiene la posibilidad de construir aplicaciones que se ejecuten
independientemente de MATLAB; dichas aplicaciones requieren de una

libreria que esta disponible separadamente del software MATLAB.

La posibilidad de poder crear estas aplicaciones permite hacer paquetes de
instalacion que sean ejecutados en computadoras que no tengan MATLAB como
una aplicaciéon instalada; con dichos paquetes es posible distribuir las
aplicaciones que sean programadas en MATLAB y utilizar el potencial de este

software.

El paquete MATLAB dispone de dos herramientas adicionales que
expanden sus pre staciones,unadee llase s “SIMULINK’ (p lataforma de
simulacién multidominio) y “GUIDE” (editor de interfaces de usuario); aun asi se
pueden ampliar las capacidades de MATLAB con las cajas de herramientas

(toolboxes) y las de “SIMULINK” con los paquetes de bloques (blocksets).

El GUIDE es un entorno de programaciéon visual para realizar y ejecutar
programas que necesiten ingreso continuo de datos, constituye un IDE (entorno
de desarrollo integrado) que ha sido empaquetado como un programa de
aplicacién; o sea, que tiene un editor, un depurador y un constructor de interfaz
grafica. Con esta herramienta es posible generar de manera automatica
conectividad entre controles y datos mediante la accion de arrastrar y colocar

sobre formularios.
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Un proyecto se compone de varios ficheros y hay que preocuparse de

guardar cada uno de ellos en el directorio y nombre adecuado.

La simulacion de este trabajo ha sido programada utilizando el GUIDE de
MATLAB.

3.2. Funciones basicas utilizadas

3.21. Clear

Esta funcién se utiliza para eliminar variables que han sido usadas y cuando
no se le coloca ningun argumento elimina todas las que estdn almacenadas en

memoria.

Ej.: >> clear var1; (solamente elimina la variable llamada var1).

>> clear; (elimina todas las variables que se han usado en MATLAB).
3.2.2. Close
Para cerrar archivos o ventanas (graficas en dos o tres dimensiones) se
utiliza este comando. Sin argumentos los archivos y ventanas (graficas) que se
estén ejecutando; si se le coloca el argumento (nhombre del archivo o ventana

grafica) unicamente se cierra esa aplicacion.

Ej.: >> close arch1; (solamente cierra el archivo o ventana llamada arch1).

>> close; (cierra todo excepto la consola de MATLAB y ayuda si esta abierta).
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3.2.3. Errordig

Instruccion utilizada para abrir un cuadro de dialogo que indica al usuario
que fue cometido un error; que previamente el programador lo ha considerado y
explicitamente le muestra al usuario como corregirlo o que error cometio. Esto

ultimo porque se le puede colocar una cadena de caracteres a dicho cuadro de

dialogo.
Ej.: >> errordlg (‘Division entre cero’);
Figura 1. Cuadro de dialogo de error
e prroedlagl| | Division entre gero )z
S
n Error Dialog
6 Divigidn entre cero
OK
(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)

3.24. Global

Declara variables globales. En el caso del programa que fue realizado, se
usa esta instruccion para que las variables sean visibles para las funciones
(hechas por el programador o propias del entorno grafico de MATLAB) o

procedimientos del cddigo fuente.

Ej.: >> global var1 (declara como global la variable llamada var1).
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3.25. Length

Para averiguar el tamafio de la dimensibn maxima de alguna matriz se
utiliza este comando, como argumento lleva el nombre de la matriz. En el
programa realizado para la tesis se usa para encontrar el tamafio de un vector

unidimensional. Ej.:

Figura2. Resultados de la funcién length

>> 3Ejemplo 1
>» 5Matriz ‘de ‘dos ‘dimensiones

> matl=ones(2,5)

matl

»> dimension max=length (matl)
dimension max =
5
>>» FEjemplo 2
>> 3Vector de una dimension

»x yrectl=zeros (1,4)

vectl =

>» longitud=length (vectl)
longitud =

4

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)
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3.2.6. Pause

Su funcién es detener un proceso o un determinado periodo si es que se le

coloca como argumento el tiempo.

Ej.: >> pause; (detiene el programa hasta que el usuario presione una tecla).

>> pause (time); (detiene el programa “time” segundos).

3.2.7. Size

Cuando se desea hallar las dimensiones de determinada matriz se utiliza

este comando, con el nombre de la matriz como argumento. Ejemplo, ver figura3.

3.2.8. Str2double

Convierte una cadena de caracteres numéricos (una cadena puede ser

también de un caracter) a un numero de punto flotante. Ejemplo, ver figura 4.
3.3. Funciones graficas utilizadas
3.31. Axis
Cuando se requiere que una ventana de visualizacidn solamente muestre
un rango que el usuario desee, se utiliza este comando teniendo como

argumento los limites de la ventana grafica. Dicho comando se usa después de la

orden que realiza el gréfico.
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Ej.: Asumiendo que se quiera realizar la grafica de una funcién seno en el

rectangulo de visualizacion 2 < x <4y —1 <y < 1 se escribe lo siguiente:

>> x=0:0.01:2*pi; y=sin(x);
>> plot (X,y);
>> axis ([2 4 -1 1]);

Figura 3. Resultados de la funcion size

»> 3Ejemplol
*=» matl=ones (2,3)

matl

[
[
[

»» g8lze(matl)

ans =

[t ]
Ll

Fr 5Ejemplol
»> matl=ones (2,3)

matl

> [fila columna]l=sizes(matl)

Fila

%]

colurna =

3

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)
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Figura4. Resultados de la funcion str2double

»= 5Ejemplo 1

*# caracter=
caracter =
124
> caracter+l
ang =
50 A 53

> numero=stridouble (caracter)

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)

3.3.2. Coneplot

A criterio del autor del programa realizado en la tesis fue una de las
funciones mas importantes, debido a que con ella se logra dibujar las direcciones
de los vectores de campo. La sintaxis de dicho comando es la siguiente:
coneplot(X,Y,Z,U,V,W,Cx,Cy,Cz). Donde X, Y y Z representan las matrices que
configuran el espacio donde existira el campo; U, V y W representan el campo
vectorial evaluado en la region definida por X, Y y Z; por ultimo Cx, Cy y Cz

representan los puntos en donde sera graficado dicho campo vectorial.
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Ej.. Para realizar un ejemplo se requiere el conocimiento previo de las
funciones linspace y meshgrid. Mas adelante, al finalizar la explicacién de la

funcidn meshgrid se realiza y explica dicho ejemplo.

3.3.3. Daspect

Cuando se desea visualizar una grafica, MATLAB por defecto lo dibuja en
un rectangulo que elige para abarcar la figura completa, es decir, en una caja
cubica (es un cubo donde las aristas no poseen la misma escala) donde cabe la
funcién y se pueda observar. Sin embargo, al usar este comando se puede
alterar la escala de los ejes y ajustar el dibujo a escala real, o en otras palabras,
si la grafica es una especie de esfera achatada y MATLAB al dibujarla pre
definidamente se observara como una esfera, entonces al usar éste comando se
lograria ver como realmente es. El comando a utilizar es: daspect ([1 1 1]); lo que
indican los tres unos es que cada eje va a tener la misma escala y la grafica se

observara con los ejes ajustados a la gréfica.

3.3.4. Delete

Si se desea borrar algun dibujo que se ha graficado previamente
almacenado en una variable, se puede usar dicho comando para limpiar la
pantalla de visualizacién utilizando como argumento el nombre de la variable en

donde se almacend dicho dibujo. Ej.:

>>var1=coneplot(X,Y,Z,U,V,W,Cx,Cy,Cz); (dibujamos el campo vectorial).

>> delete (var1); (borra var1).
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3.3.5. Fill3

Esta funcion se utiliza para graficar el estator del motor en el programa que
hace la simulaciéon. Se utiliza como parametro de este comando cuatro
argumentos. Los primeros tres argumentos son vectores que indican los puntos
en donde estaran ubicados los vértices de dicha superficie poligonal y el ultimo

argumento contiene la informacioén del color de la misma.

Ej.:

Esta instruccion dibuja un triangulo de color rojo colocado en el plano XY.
>> fjll3([0,0,5],[0,5,0],[0,0,0],’ red’);

3.3.6. Get

Cabe destacar que para comprender el uso de éste comando, se necesita
un nivel basico como minimo en el uso del GUIDE de MATLAB (es aconsejable
que el usuario haya leido un manual basico de GUIDE). El uso de esta funcion
radica en extraer los datos de algun evento (/istbox, text, etc.). La siguiente linea
de cédigo sirve para obtener una cadena de caracteres del edit1 (previamente

creado por el usuario).
Ej.: >> str1=get(handles.edit1, ‘string’);
3.3.7. Grid
En el programa que realiza la simulacion es utilizado para colocar un
mallado en la region que se logra visualizar. Como argumento utiliza on u off. Si

se quiere una prueba de esto, realizar el ejemplo que se explico con el comando

fill3 y al final colocar grid on o bien grid off.
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3.3.8. Hold

Para lograr observar varias graficas a la vez en la misma ventana de

visualizacion se utiliza este comando. Como argumento utiliza on u off.

3.3.9. Imread

Para poder desplegar archivos graficos (por ejemplo una fotografia) se
necesita antes que nada cargar el contenido y para ello es necesario abrir ese
archivo, leerlo y luego enviar esa informacién a determinada matriz; todo eso se
logra con este comando cuyo argumento es la direccidbn en donde se encuentra

dicho archivo.
Ej.: >> foto1=imread('C:\Users\Desktop\supernova_axe (26).jpQ’);
3.3.10. Imshow
Con el comando anterior se cargd la informacién en una matriz; con el
presente se logra desplegar la informacién en forma visual en un formato del
GUIDE de MATLAB. Como argumento utiliza el nombre de la variable en donde

fue cargada la informacion.

Ej.: >> imshow (foto1);
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3.3.11. Line

Se utiliza para dibujar lineas; aunque extiende su funcidon a graficar
poligonos siempre y cuando lo unico que se necesite es el contorno exterior. En
la simulacion se utiliza para dibujar las espiras del solenoide de nucleo cuadrado.
Este comando utiliza tres argumentos los cuales son matrices que contienen los
puntos inicial y final de la linea o bien los puntos en donde estan localizados los

vértices del contorno. En el siguiente orden, line(X,Y,Z).

3.3.12. Linspace

Esta instruccion es usada para crear vectores con un tamafio definido por el
usuario y la distancia entre los datos es constante en todo el vector. Linspace
consta de tres argumentos, el primer argumento contiene el punto inicial del
vector, por consiguiente el segundo argumento el punto final, el tercer argumento
contiene la cantidad de datos (tamafo del vector) igualmente espaciados entre el
punto inicial y punto final. El siguiente ejemplo consta de un vector con punto

inicial 0 y punto final 8, con 10 puntos equidistantes entre 0 y 8.

Figura5. Resultados de la funcion linspace

Column=s 1 through &
O 0.5889 17778 Z.68887 3. 555h 5999
Columns 7 through 10

Lo R L2223 o e e i g.0004d

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)
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3.3.13. Meshgrid

Es de vital importancia para crear las matrices tridimensionales o dicho de
otra manera establece la regién en donde los campos vectoriales existiran. Esta
funcién necesita de tres argumentos, los cuales son tres vectores que podria
decirse que contienen la informacion de largo, ancho y altura que la nueva matriz
tridimensional tendra. Asumiendo que se tiene tres vectores hipotéticos, por

ejemplo x = [a,b,c], y =[d,e] ¥ z = [f]-

Entonces las nuevas matrices que se van a formar seran:

x=lo b=l ¢ dve=lf 1)

Su sintaxis es la siguiente, [X Y Z] = meshgrid(x,y, z);

Ej.: Como se menciona anteriormente se presenta el ejemplo que une las
tres funciones coneplot, linspace y meshgrid.

Figura 6. Sintaxis para usar coneplot, linspace y meshgrid

®xl=lingpace -3, 3,9}

vi=lingspace (-3,3,5):
zl=linspace{-3,3,5);

[X ¥ Z]l=meshgridi{xl,vl,=1}:
[U WV W]=meshgridixl,vl,21):
[Ex Cy Czl=meshgrid{xl,¥1l;21) ;

[ml m2 m3]=size (U}

-l for contador=1: (mMl1*m2 *m3)

Ujcontador)=—-¥X(contador]j
Vi{contador)=-Y {contador} ;
Wilcontador)=-2Z lcontador) ;

=ric
coneploc (¥, Y, 2, U0, V, W, Cx,Cy,C=}:

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)

57



La grafica generada es la siguiente:

Figura7. Grafica usando coneplot

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)

3.3.14. Pbaspect

Funcionamiento similar a Daspect solo que no ajusta la escala de los ejes,
de manera que la grafica no queda ajustada al cubo de visualizacién. Con esta
funcién lo que se logra es alterar la longitud de los ejes (con el Daspect se
modifica la escala). Por ejemplo si se escribe el siguiente comando ‘pbaspect
([1,1,1]);” lo que se hace es darle a los tres ejes la misma longitud, por lo tanto se

observaria un cubo y en ciertos casos no se podria observar la grafica bien.

58



3.3.15. Plot3

Funcién utilizada para graficar puntos en tres dimensiones, cuyos
argumentos son matrices que contienen la localizacién del o los puntos que

pertenecen o no a alguna funcidén en especial. Su sintaxis es plot3(X,Y,Z).

Ej.: Graficar un punto en la siguiente coordenada (1, 2, 3).
>> plot3(1,2,3);

3.3.16. Rotate

Comando que se utiliza para poder hacer una rotacion en tres dimensiones
(ejes predefinidos), su sintaxis es la siguiente rotate(h,direccion,alfa) rota el
objeto grafico h por una cantidad alfa grados. La direccion es un vector de dos o
tres elementos que describe el eje de rotacion en conjuncion con el origen. En
otras palabras si el vector direccion esta de la siguiente manera [1, 0, 0] eso

quiere dar a entender que el objeto girara en torno al eje x.

Ej.: Rotar el objeto en torno al eje x y eje y en un angulo de 45°:
>> x=[0,0,5,5,0];
>> y=[0,5,5,0,0];
>> z=[0,0,0,0,0];
>> h=fill3(x,y,z, 'black’);
>> rotate(h,[1,1,0],45);
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3.3.17. Set

Cabe destacar que para comprender el uso de éste comando, se necesita
un nivel basico como minimo en el uso del GUIDE de MATLAB (es aconsejable
que el usuario haya leido un manual basico de GUIDE). Es el analogo inverso de
la funcion get, s6lo que en vez de extraer datos (la funcién get extrae datos),
coloca los datos en el evento (listbox, text, etc.) que se ha especificado en el
argumento de dicha funcion. La siguiente linea de cédigo sirve para colocar una

cadena de caracteres al edit1 (previamente creado por el usuario).

Ej.: >> set(handles.edit1, ‘string’, ‘Hola Mundo’);

3.3.18. View

A veces es necesario cambiar el punto de vista que ofrece MATLAB por
defecto. Con rotate se puede cambiar el eje de rotacion (pero sélo del objeto
grafico usado como argumento en rotate) mientras que con view se puede
cambiar el eje de visualizacion que el usuario tiene para observar la grafica (eje
arbitrario). View debe tener dos argumentos, los cuales son los angulos
acimutales y elevacion. El angulo acimutal estd medido desde el eje y negativo
en direccion del eje x positivo. El angulo de elevaciéon esta medido desde el plano
xy en direccién al eje z positivo. Para que el usuario tenga como vista el plano xy

(eje x positivo a la derecha) debe colocar la siguiente instruccion.

Ej.: >> view(0,90);
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3.3.19. Xlabel, Ylabel, Zlabel

Cuando se grafica en el plano cartesiano es util nombrar o etiquetar cada
eje, para darle un panorama mas fisico a la funcién o para darle a entender al
usuario cual es el eje x, eje zy eje y. En el caso que se grafique el movimiento de
un balén en un plano de dos dimensiones normalmente le colocamos al eje x
‘tiempo” y al eje y “altura”. Estas funciones se utilizan para lo escrito

anteriormente, se usa para etiquetar los ejes del plano cartesiano.
Ej.: >> xlabel (‘eje x’);
>> ylabel (‘eje y’);
>> zlabel (‘eje Z);
3.3.20. Zoom
Es de gran utilidad ésta funcién porque permite visualizar (acercar o alejar)
de mejor manera ciertas regiones del plano cartesiano. Cabe destacar que con
dicha herramienta se usa el mouse, para acercar o alejar la gréfica.
Ej.: >> zoom;
3.4. Funciones matematicas utilizadas
3.41. Atan
Cuando se requiere calcular el angulo, usando la tangente inversa (tan™?)
se recurre a dicha funcidon ingresandole como argumento el numero, y el

resultado lo devuelve en radianes.

Ej.: >> atan(1);
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3.4.2. Cos

Lo que calcula la funcidn es el coseno de un angulo, ingresado en radianes.

Ej.: >> cos(pi);

3.4.3. Double

Sirve para convertir un numero dado en un formato (char, string, etc) a un

numero de punto flotante.

3.4.4. Isnan

Retorna 1 logico si el argumento es un numero indeterminado o 0 l6gico en

caso contrario.

Figura 8. Resultados de la funcion isnan

e SEjemplo 1

= ignan (inf/inf)

angs =

*= ZEjemplo 2
> isnani(z/0)

ans =

o

(Ejemplo ejecutado en MATLAB, version 7.2)
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3.4.5. Isreal

Devuelve 1 légico si el argumento es un numero real, si es un numero

complejo devuelve 0 logico.

Ej.: >> isreal(2+2i);

3.4.6. Sin

Lo que calcula ésta funcion es el seno de un angulo, ingresado en radianes.

Ej.: >> sin(pi/2);

3.4.7. Saqrt

Devuelve como valor la raiz cuadrada del argumento. El argumento puede

ser numero real o imaginario.

Ej.: >> sqrt (1+i);

3.4.8. Zeros

Crea una matriz de ceros de tamafio especificado por el argumento que se

le ingresa.

Ej.: >> mat1=zeros(5,7,9);
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3.5. Manual técnico

3.5.1. Cddigo fuente

Es obvio que no tiene sentido colocar todo el codigo del programa en
paginas impresas si ahora se cuenta con tecnologia para almacenamiento y
mejor uso de la informacién que puede ser utilizada de una mejor manera con
solamente abrir el archivo destinado para el mismo. Lo que se describira a
continuacion es una version simplificada de lo que hace la simulaciéon en si y de
las funciones creadas (no existian en MATLAB); la persona interesada si desea
tener acceso al cédigo puede abrir los archivos correspondientes al mismo.

También si lo deseara puede modificar el codigo y volver a compilarlo.

El diagrama de flujo de la simulacion se muestra en el figura 9.

Como todo diagrama de flujo es sabido que representa una serie o sucesion

de pasos para realizar una actividad que determinara un objetivo en especial.
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Figura 9. Diagrama de flujo de la simulacién

5320419 59730
,q._.a{w___%oo_ﬂm SO TFA S0130
MO SIS
TFIELI3A
TI4Lw w130 MM__,”__M.__W_N_“__.WNM SPMIaoE HOLT153 | AS0LIFHE00 on
7
MO HANID MO e A3 b =] HTATHD SIHCTT A
-3
b
SR A STUOTT A STTFIDIN STHOTFA 3T S3EvIdTA 30 AN
30 F4NL231 30 OSIHOM| QLMo IIEY LS MO w1230

6n 5.1

, version

Fuente: diagrama realizado en Paint
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Arriba se muestra el diagrama de flujo general que representa la simulacion
que se ha programado, se puede observar de manera muy general los pasos que

se siguen para realizar dicha simulacioén.

Como por ejemplo, se puede notar que tiene un principio, luego procede a
declarar variables y asignarles un valor predeterminado; dichas variables
seguidamente se leen,y luego pod ria de cirse se les pa saun “corrector de
errores”, el cual determina si los valores son aceptados o no por el programa; si
en dado caso los valores fueran errébneos se procederia a desplegar un mensaje
de error que le advertiria al usuario de la falta que se ha cometido y le da la
opcion de poder corregirla; si los valores son correctos se pasa al siguiente
estado en donde se lee otra variable (que guiara al programa a graficar algunas
de las opciones predeterminadas); dicha opcién servira al programa para graficar
el estator o bien no graficarlo.

Inmediatamente se procede a realizar una grafica de las bobinas;
seguidamente se evaluaran las funciones que son solucién de las integrales que
dan origen a la solucion de campos vectoriales de una espira cuadrada; luego

éstos valores se ingresan a una matriz y por ultimo se grafican.

El programa tiene un botdn que sirve para agregar un nuevo valor a otra
variable (cambiar de estado) y dicha variable se utiliza para continuar la
simulacién o bien detenerla, dependiendo del estado; si en dado caso el estado
de la variable fuera el que necesita el programa para detener la ejecucion,
entonces el programa finalizaria el mismo y retornaria a su estado de no

ejecucion.
A continuacibn se describen las funciones que fueron creadas

especialmente para la simulaciéon; explicando el funcionamiento de cada una de

ellas y aclarando cual es su cometido en el programa.
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3.5.1.1. Funcion deteccion de error

Tomando como referencia el diagrama de flujo es de observar que cuando

usuario ingresa un parametro no valido, el programa lo detecta

automaticamente asignandole un valor a una variable centinela que servira para

impedir que el programa grafique y ademas envia un error avisandole al usuario

que ha cometido un ingreso de pardmetros erroneo.

Figura 10. Fragmento de cédigo de la funciéon buscador_error

valorbien=stridouble (val edicl):
valorbieni=stridouble (val editl);
valorbien3i=stridouble (val =ditl);
if {(isnan(valorbisn) | |isnani{valorbieni) | |isnanivalorbieni) )==0
if {(isreal(valorbien) &&isreal (valorbien?) &&isreal (valorbiend) )==1
if (valorbien=0) &£& (valorbien2>0) &£& (valorbien3>0)

trabajo=1;
else

trabajo=2;

errordlg) " S0OL IUMERCS: REALES: POSTTINGSY ~NVERROR* ) §
2nd

trabkajo=1:;

o

aelse
trabajo=2;
errordlg (' SOLC CMERCS REALES POSITIVOS!  CERBCE! Y.
and
aelse
trabajo=2;
errordlg (' SOLC CMERCS REALES POSITTIVOS!  CERBCE! .S
and

(Ejemplo escrito usando el editor de MATLAB, version 7.2)

Las variables de entrada de la funcion se almacenan en val_edit1, val_edit2

y val_edit3; luego éstas se pasan como argumento a la funcién buscador_errory

aqui se utilizan para realizar el objetivo que se explica anteriormente.
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Figura 11. Parametros de entrada en el entorno grafico de la simulacién

— Parametrozs de Entrada

Espiras : 2

Magnitud Campo
Magnetico Eztator: 10e-5

Lado Ezpira 4

(Ejemplo ejecutado en el programa de la simulacion hecha en MATLAB, version 7.2)

Como se muestra en el dibujo de arriba, los campos son almacenados en
las variables que se citan en el parrafo anterior en el orden respectivo. Ademas
la variable centinela usada en el cédigo es trabajo. Si la variable toma el valor de
1 se procede a graficar en la simulacion, de lo contrario se omite el proceso de

graficar y se llama a la funcién que despliega el error.
3.5.1.2. Funcién bobina rectangular
Como su nombre lo indica, dicha funcion se encarga del dibujo de la bobina
que aparece en la simulacién, tiene argumentos de entrada los cuales le sirven

para saber el nUmero de espiras que tendra dicha bobina; ademas, para saber la

longitud del lado.
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Figura 12. Fragmento del codigo de la funciéon bobina_rectangular

-] funetion [hup hdown] =bobina rectangular (sspiras, a)
%a e5 lado medios de la espira tectangular
up=1/2:
down=-1/2;
hup=zeros({l, espiras):
hdown=zeros (1, espiras);
for nsiid:eSpires

hup (n)=line([-&,-&,&,a,-al,[-&,&8,&,—-&,-a], [up, up,up,up,upl, 'Coloc','c', 'Lin=lidch',3):
hdown{n)=1line([-a,-a,a,a,—-a],; [-a,a,a,—a,—-a)l, [down, down,down, down,down] , 'Color','c', ' LinsWidch',3);
up=up+.1;

down=down-.1;

(Cddigo escrito en el editor de MATLAB, version 7.2)

Los argumentos de en trada de d icha funcidén son las variables “espiras” y
“a”, con los valores de ellas se establece el niumero de espiras que tendra cada
bobina del rotor; y también para saber las dimensiones que tendra cada cuadrado
de dicha bobina. Para dar una idea de como trabaja todo esto se presenta a

continuacioén un dibujo de la simulacién.

Figura 13. Bobina y su campo; generado por el programa de la simulacion

= Parametros de Ertrada

Ezpiras : i B
7 b
Magnitud Campo EC
Iagnetico Estatar: 10e-5 : i i
y g L
Lado Ezpira 1 fo o T

(Ejecutado en el programa de la simulacién hecho en MATLAB, version 7.2)
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3.5.1.3. Funcion calculo campo magnético

Una de las dificultades que se observa al calcular campos magnéticos de
espiras utilizando la ley de Biot - Savart es la complejidad que originan las
integrales resultantes; como es de observar a todo aquél que ha planteado la
integral de campo magnético de una espira circular en un punto que no esta en el
eje de dicha espira; pues es de saber que las integrales resultantes son
integrales que no se pueden resolver en forma cerrada dando lugar a resolverlas
por métodos numeéricos y ocasionando que, si la cantidad de integrales fuera
excesiva, origina la saturacion de los recursos de la computadora y por ende el

proceso lento en la simulacion.

Es por ello que si hubiera alguna forma especial de espira que permitiera
escribir la solucién en forma cerrada de la integral de campo magnético seria la
ideal para realizar dicha simulacion y agilizar el proceso de calculo y
consecuentemente buscar un uso eficiente de los recursos de la computadora;
afortunadamente la espira cuadrada ofrece dichos beneficios y por ello se eligio
como modelo para hacer la simulacién del rotor, ademas de ofrecer una buena

aproximacion con la espira circular.
A continuacion se presenta un fragmento del cédigo de la funcion que

calcula dichos campos magnéticos, para observar la simplificacidn que produce

tener resultados cerrados de integrales.
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Figura 14. Fragmento de codigo de la funcién calculo_campo

-l funccion [uc, wvt, wt]=calculo campo (espiras, k, mo, &, I, ®xxl, yyl, =zl, radio, numsro, altura)
xrango=linspace (-radio,radio,numesro) ;
vyrango=linspace (—altura,altura,numsro) ;
grango=linspace(-radio,radio,numero) :

[ul v1 wl]l=meshgridixrango, vrango, zrango):
[uZ w2 wi]=meshgrid(xrango, yrango, zrango);
[ut vt wt]=meshgrid(xrango, ¥vrango, Zrango):
2=1/2;
for nx=1l:1l:espiras
for-n=1l:1l:k

xi=xxl(n);

y1=yy1[n]4

zl=zzl{n);

%son ocho integrales

factor={-mo*I*(zl-z))/ (4*pi*((vl-a)*2+(z1-2)2)); %1linea 1 en y=a
resl=(xl-a)/ (| (wl-a)"2+(yl-a) " 2+(zl-z)"2)" (1/2})): %linea 1 =n v=a
res2=(xl+a) / (( (x1l+a)"2+(¥l-a)*2+(z1-2)"2)" (1/2)); %linea 1 en y=a
integrally=factor?® (resl-resi): %1linea1 en y=a

(Codigo escrito usando el editor de MATLAB, version 7.2)

Los argumentos de entrada que necesita la funcion son el numero de
espiras, la cantidad de puntos en donde se grafique el campo magnético, la
permeabilidad del espacio libre, la longitud de un lado de la espira, la corriente, la
cual tiene el valor de 10 amperios, los puntos que varian con el tiempo, es decir,
las tres coordenadas, el radio del estator (depende de cuantas espiras se le
coloque al rotor), el tamafio de los vectores para crear las matrices que

almacenan los puntos y la longitud del rotor, respectivamente.

Los valores de los argumentos se utilizan para calcular el valor del campo
magnético segun la formula que resulta de resolver la integral de la ley de Biot —
Savart aplicada a una espira cuadrada y luego extendida (haciendo una
sumatoria) dependiendo del numero de espiras que tenga el solenoide. Arriba se
muestra el calculo para unas de las integrales (son 8 en total) que se requieren

en la simulacion.
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3.5.1.4. Funcion error en el rotate

Cuando se desea corregir algun error en el ingreso de algun parametro
invalido en la ventana que permite cambiar el punto de vista de la simulacién se

utiliza la funcion “error_rotate” cuyo argumento es el valor ingresado (en grados).

Figura 15. Botones para rotar la imagen en el entorno grafico

Bien Mal

| P | Down |

(Aplicacion desarrollada en MATLAB, version 7.2)

Si de alguna manera no fuera un numero real, la funcién detectara dicha
entrada, que si el caso fuera un numero que no fuera real (o bien una letra al
azar), por medio de funciones especificas de MATLAB asigna un valor centinela a
una variable la cual cancelaria el proceso y posteriormente desplegaria una

ventana de aviso con el error cometido.

72



Figura 16. Coddigo de la funcion error_rotate

function [sepo] =errur_rutate|njval_edit*l}
valorbien=stridouble (val e=dicd);

if (isnan(valorbien))==0
if (isreal (valorbien) ==

sepo=l1;

(Codigo escrito en el editor de MATLAB, versién 7.2)
3.5.1.5. Funcién estator

Para dibujar el estator es necesario ingresarle a la presente funcibn como
parametros de entrada el radio que tendra y el ancho del mismo. Si alguno de los
parametros ingresados fuera incorrecto pasara lo que se explica en la funcion
“deteccion de error”, mostrandole al usuario un cuadro de dialogo que le advertira
del error cometido. La funcibn puede o no ser llamada por el programa
dependiendo de la opcidn que el usuario escoja, ya que existe la eleccion de

dibujarla 0 no, como se muestra a continuacion:

Figura 17. Seleccioén que se hace en el entorno grafico para dibujar o no el
estator

— Caracteristica de Visualizacion —
| Con Estator

@ Sin Estator

(Aplicacion realizada en MATLAB, version 7.2)
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3.5.1.6. Funcion rotacion puntos

Esta funcion lo que permite es hacer una modificacion del dominio del
campo vectorial conforme la grafica va adquiriendo una rotacién, es decir, si un
punto en donde esta el campo magnético localizado por la espira en una posicion
y otro punto adyacente que pertenece al campo producido por la espira en otra
localizacion; al rotar la espira y que el punto adyacente tome el lugar del punto
que le seguia, éste ahora cambia de magnitud y direccion conforme lo hacia el
anterior y el posterior toma la siguiente localizacion y asi sucesivamente con
todos los puntos del dominio del campo vectorial. Como eje de rotacion se ha
puesto el eje y, los puntos que rotan estan alrededor de dicho eje.

Figura 18. Fragmento de cédigo de la funcién rotacion_puntos

- function: [xxl, ¥yl, 2z1]= rotacion puntos (grade, Kk, XX, ¥¥, 2g, radio, numero, altura)

xrango=linspace (—-radio,radio, numero) ;
yrango=linspace (-altura,altura,numero) ;
zrango=linspace (-radio,radio, numero) ;
[xx1 ¥yl =zzl]=meshgrid(xrango, vrango, =zrango);
for-m=lrd o
if xx(n)>=0 && zz(n)>0
desfase=0;
elseif xx(n)<0 &£& zz(n)>=0
desfase=pi;
elzeif xx (n)<=0 && zz (n)<0
desfase=pi;
elssif xx(n)>0 && 2z (n)<=0
desfase=0;

end
xx1(n)=sgrt(Zz(n)"2+xx(n)~2) *fcosiatan(zz(n) /xx(n) ) - (grado®pi/180) +desfase) ;
zzln)=sgrt{zz(n) "2+xx(n)"2) *sinjatani{zz (n} /=xx(n) ) - (grado®*pi/180) +d=sfase) ;

¥¥l(n)=yy(n);

end

¥xx1liisnan{=xl)) = {(0):
¥yli{isnan{yyl)) = (0);
zz1 (isnan{=z=z1)) = (0O);

(Cbdigo escrito usando el editor de MATLAB, version 7.2)
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3.5.1.7. Funcion rotacion vector

Para poder trasladar a un vector que es invariante ante otro vector, pero sin
embargo el segundo esta rotando con respecto al origen, la direccién del primer
vector es obvio que va a cambiar en la trayectoria circular que esta describiendo
el segundo vector y por tanto es necesario calcular las ecuaciones de
transformacién para las nuevas direcciones del primer vector y poderlo graficar

adecuadamente en el espacio que se esta considerando para el mismo.

Figura 19. Cédigo fuente de la funcion

,'kunction [uct, wvtt, wtt]=rotacion vector (k, grade, ut, vt, Wt, X®, 2z, radio, numero, altura)
xrango=linspace(—-radio,radio,numsro) ;
yrango=linspace (—altuta, altura, numero) ;
zrango=linspace (—radio,radio,numero) ;
[utt vtt wtt]=meshgrid(xrango, ¥Yrango, Zrango);
for n=1:1:k
if ut(n)>=0 && wt(n)=0
desfase=0;
2lseif ut (n)<0 && wt(n)>=0
desfase=pi:
elseif ut (nj<=0 &£ wt(n)<0
desfase=pi;
elseif ut (n)>0 && wk(n)<=0
desfase=0;
and
uttin)=sgrt(wc(n)*2+ut(n)*2) *cos (grado*pi/180+atan(vc.(n) /fuc(n) ) +destfase) ;
wEt (n)=sqrt (vt (n) “2+ut(n)~2) *sin(grado*pi/1804+atanivt (n) fuc(n) ) +desfase) ;
VEL (n) =vEin) ;
r=s8gro| (xx(n) )t 2+{zz(n) ) *2) ;
if r>=(radio)
utt(n)=0:
vEt(n)=0;
wet (n)=0;
=nd
end

utt{isnaniuct)) (g :
o) ;

(o)

vtt(isnanivtt))
wot (isnan{wct) )

(Codigo escrito usando el editor de MATLAB, version 7.2)
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3.5.2. Ejemplo motor

La simulacién hecha en éste trabajo incluye un ejemplo de cdémo cambian
los campos magnéticos internos en un motor de corriente continua; éstos campos
se representan por medio de vectores, que indican su direccion, éstos fueron
calculados utilizando como base el campo de una espira cuadrada, que luego se
agruparon varias de éstas en un solenoide que sera el nucleo del motor de la
simulacién; el campo magnético del estator se asumio constante en magnitud y

direccion.

Puede pensarse que lo ideal seria utilizar espiras circulares y no cuadradas,
pero en los calculos resulta mucho mas sencillo resolver las integrales para
espiras cuadradas y demasiado complejo para el caso circular (integrales que no
se resuelven en forma cerrada y se necesita de métodos numéricos que
aumentan las iteraciones exageradamente para el propdsito). Se colocara el
planteamiento para la espira circular y ver la diferencia posteriormente para el

caso de la espira cuadrada.

Las fuerzas que intervienen en el movimiento de una espira en un campo
magnético dependen tanto de la magnitud de la corriente que circula por la
espira, como de la direccién de circulacién; en una espira cuadrada es sencillo

calcular dichas fuerzas y se puede utilizar la siguiente ecuacion:

F, = ILxB

Fuerza magnética sobre un alambre longitudinal que lleva una corriente
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Donde:

E, = fuerza magnética ejercida por la circulacion de corriente en el
conductor

I = magnitud de la corriente que circula en el conductor

L = vector que indica la direccidn de la corriente y su magnitud es igual a

la longitud de el conductor

ol
Il

campo magnético externo que “pasa” por el conductor

Si se asume que se tiene una espira de “a” metros de largo y “b” metros de

“wn
|

ancho, un campo magnético constante externo y una co rriente de “i” amperios
como se muestra en el dibujo, pueden tenerse las fuerzas que se muestran,
observando que solo las laterales producen la rotacion y las extremas no influyen

en el movimiento.

Figura 20. Fuerzas magnéticas en la espira cuya superficie no es paralela
al campo

flerza extrema
fuerza lateral F = b8

£ iaB /ﬁ

(Dibujo realizado por el autor, tomando en cuenta la regla de la mano derecha)

77



Se observa que la espira tiende a girar en el sentido de las manecillas del
reloj, y las unicas fuerzas que influyen en dicha rotacién son las que se producen
en los alambres de longitud “a”, mientras que en las de los alambres de longitud
“b” se cancelan mutuamente. He alli la razdén por la cual la espira rota en un

campo magnético.

Resulta sencillo describir la rotacién de una bobina por la que circula una
corriente inmersa en un campo magnético, sin embargo, la representacién de los
vectores de campos magnéticos que se producen durante la rotacion de la misma
es mucho mas complicada, no solamente por el hecho de que varian con el
tiempo, sino porque conforme la espira va cambiando de posicién los vectores de
campo producidos por dicha espira también van cambiando y éstos afectan a la
resultante de la suma vectorial de los vectores de campo producidos por el
estator y los producidos por la bobina.

Es aqui donde resulta necesario hacer un calculo de cada vector y la suma
vectorial de los mismos, y dependiendo de que tantos vectores se requieran
representar, asi sera la complejidad de los calculos que se requieran para lograr

graficar las resultantes de una manera adecuada.
El trabajo se simplifica si existe la funcibn de campo de las componentes del

campo de la bobina (ya que el campo del estator se asume constante), pues

solamente se requerira evaluar dicha funcidén y hacer la suma de componentes.
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No obstante, si esa funcién fuera dada en forma de una integral que no
puede ser resuelta de forma cerrada (hallar la anti derivada del integrando),
entonces seria necesario utilizar métodos numéricos para aproximar el resultado,
y dependiendo que tolerancia sea necesario utilizar, asi dependera el numero de
iteraciones a realizar para resolver dicha integral; esto aumentaria la dificultad en
la representaciéon de los vectores de campo, pues no solamente habria que
realizar varias iteraciones para un punto en particular, sino también dependiendo
de los puntos necesarios, asi se multiplicaria el numero de veces a realizar las

iteraciones.

Es por esa razén que la simulacion utiliza una espira cuadrada y no una
espira circular, ya que las integrales que resultan de calcular las componentes de
campo producidas por la espira cuadrada pueden ser resueltas de forma cerrada
y hallar dicha funcién de campo, no asi para la espira circular; sin embargo se

plantea como calcular dichas componentes a continuacion.
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3.5.2.1. Planteamiento de las integrales de las
componentes de campo magnético de la

espira circular

A continuacién se presenta el grafico que sirve como referencia para el

planteamiento de las componentes de campo de la espira circular.

Figura 21. Espira circular colocada en coordenadas cartesianas

(x1,y1,21)

gje z

{2.y.2)

Bje %

y=rsen¢

(Dibujo realizado con la ayuda de MATLAB, version 7.2)

Se parte de la ley de Biot-Savart:

poldL X @x

dB =
41 R?

5 _ fuodixa;
4 R?

Ley de Biot Savart, forma diferencial e integral
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Luego se tienen los vectores que indican la posicidon de los puntos para
encontrar luego el vector que va del elemento diferencial de corriente al punto en

donde se desea encontrar el campo magnético:

ﬁ = xla; + }’15} + Zla;
7 = rcos(p)ay + rsen(p)a, + za,
R=P-#= (x, —rcos(p))a; + (y1 —rsen(p))d, +(z; —2)q;

R| = J(xgz+<y1>2+<z1—z>2+r2—2r(x1cos<<o>+y1sen<<o>)

Ahora es necesario el vector unitario y el diferencial que indica la direccion
de la corriente, ademas de algunos productos cruz que serviran para hallar el

producto vectorial del diferencial con el vector unitario:

(1 = reos(@))a@ + (11 —rsen(@))@ + (o - 2)@;

ap =
(02 + 002+ G =92 472 = 2r(xc05(9) + asen())

dL = rde a,

Gy x @ = —cos(p)a;

@ x @ = —sen(p)d;

Gy X T = cos(p)@; + sen(p)dy

> rdo(z; — z)cos rdo(z, — z)sen

dLx @ = p(z, —z) (<p)a; N 0(z; —2) (w)a;

R] [R]

B rdo|(x; — rcos(@))cos(p) + (y1 — rsen(p))sen(e)] =
IR] ’
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Y a partir de esto, se pueden obtener las integrales que dan el campo

magnético en un punto arbitrario:

[R|

g = Mol f 2T (2, — z)sen(@)do
y 4 ),

tolr JZ” (z1 — z)cos(p)dy
0

-3
R|

uolr (2 (r = x;c05(p) — yrsen(p))dy

B, =
S Rl

Como es de observar, las integrales no pueden ser resueltas de manera
cerrada (hallar su anti derivada), sino que son resolubles mediante métodos
numericos, y es por esa razdén que las iteraciones hacen complicado hallar el
valor del campo en un punto; eso ademas de la precision que se requiere, ya que
para una tolerancia de error menor, se requeriran mas iteraciones (depende del

método numérico).

Ahora que se sabe que para una espira circular por la que circula una
corriente, calcular su campo magnético en un punto resulta de la aplicacién de un
método numérico para hallar el valor de cada componente; es necesario
replantearse el caso y ver si es posible encontrar una forma geométrica que a la
hora de plantear el calculo del campo magnético se simplifique por medio de una
funcién simple, o en otras palabras, que las integrales tengan anti derivada y con
ésta poder evaluar dicha primitiva en el punto y evitarse la aplicacion de un

método numérico.

Afortunadamente, la solucién exigida resulta para la espira cuadrada, la cual
se presenta a continuacién junto con el planteamiento de las integrales y sus
soluciones que permiten hallar el valor de campo magnético en un punto del

espacio.
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3.5.2.2. Planteamiento de las integrales de las
componentes de campo magnético

de la espira cuadrada

A continuacién se presenta el grafico que sirve como referencia para el
planteamiento de las integrales y sus soluciones para calcular las componentes

de campo de la espira cuadrada.

Figura 22. Espira cuadrada colocada en coordenadas cartesianas

1. y=+a
2. X=-a
J.y=-a
4.x=+a 3

I Bje X

(Dibujo realizado con la ayuda de MATLAB, versién 7.2)
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Se parte de la ley de Biot-Savart:

R IdL X @5

dp = Mol X Ar
41 R?

5 Juodfxa;
4 R?

Ley de Biot Savart, forma diferencial e integral

A continuacién se escribe el vector unitario que va de un punto de la espira

al punto en donde se requiere calcular el campo magnético:

. (v, —x)axy + On —ya, +(zy —2)a,
Ve =02+ iy =92+ (7 —2)?

agp =

Para generalizar, la espira esta en un p lano “xy” situado “Z’ unidades de

z=0. Antes de proseguir, se hace un repaso de unos productos vectoriales que
seran necesarios:

TG Xy =a TG X T =a TG Xy = G
Hay distintos casos, es decir, en la grafica se indicaron 4 regiones en donde
es necesario plantear un diferencial por cada una y luego después de hacer el

producto vectorial del diferencial que corresponde a la region con el vector
unitario, se plantea la integral.
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En la region 1 (y = a):

dL = —dxa,

0T X & = - —y)a; + (z —2)a,
0 02 +On ) + (2 —2)°

dx

Por tanto, la integral queda:

B = .U_ol “ (z, —2)ay, — (1 —a)a,

[ T o O R

Como se observa, la integral produce dos componentes, y es resoluble por

integrales trigonométricas, cuya solucién es, después de hacer las evaluaciones:

Byl(Z) = 47_[[

le (Z)

M, (z)

M, (z)

kol (21 —2) [(xl fa) (-
0 —a)?+ (z, — 2)?]| Mi(2) M, (z)

_ tol (y1 — @) [(x1 +a) _ (g — a)l
4n[(y; —a)? + (z — 2)?]| My(2) M, (z)

= JO, + )2+ (y, — a)2 + (z, — 2)2

= J, -2+, — )2+ (7 — 2)2

Cuya notacion se simplifica al considerar las funciones del denominador
dependientes de z.
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En la region 2 (x = -a):

-

dL = —dyﬁ;
(x1 —x)a;, — (z _Z)a;

dL X ax dy

\/(x1 —x)2 +(y —¥)? +(zy —2)*
Al ingresar dicho producto vectorial a la ley de Biot-Savart :

g o Kol ¢ (x1 + a)a; — (2, — 2)ay dy
A ) o[, + @) + (3 — )2 + (21 — 2)2]2

Del resultado de la integral se obtienen dos componentes que son:

B,,(z) = — pol(z1 —2) (y1 +a) _ 1 — a)
X2 - 47T[(X1 + a)Z + (Zl — Z)Z] Mg(Z) Ml(Z)
B,,(z) = — pol (2, —2) o +a) _ y1— a)

4r[(x; + a)? + (z; — 2)?]| Ms(2) M, (z)

Mi(z) = O +a)?2+ (- a)?+ (z —2)?

M3(z) = (1 +a)2+ (y + )2 + (2, — 2)?

Ello con el fin de simplificar la notaciébn de las ecuaciones de las

componentes que resultan de resolver la integral de la ley de Biot-Savart.
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En la region 3 (y = -a):

dL = dxa;

_ b —y)a; — (z; —2)a, y
Ve =22 + (o — )% + (7 —2)?

Aplicando el resultado del producto cruz en la ley de Biot-Savart:

- I (¢ +a)a, — (z; —z)a,
B:ﬂi (yl )Z (1 )y do

el = 02+ Gn @) + (@ -2

Nuevamente se obtienen dos componentes, las cuales son:

B - ol (z1 —2) unta) Cu-a
y3(Z) = = An[(y; + )2 + (z, — 2)2]| M;3(2) B M, (2)

By3(2) = pol (1 + @) nta) (n-a)
BT am[n+ a2 + (- 27| Mi(2) Mu(2)

Y las funciones dependientes de z en el denominador son:

Ms(z) = (i +a)?+(+a)?+ (z - 2)?

My(z) = 0o — a2+ +a)?+ (z —2)?

Solamente para simplificar las ecuaciones de las componentes y no saturar

demasiado las expresiones matematicas.
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En la region 4 (x = a):

dL = dya,

iDL X = (1 =0T + (2, —2)a; iy
Voo =07+ —y)? + (2, —2)?

Aplicando el resultado del producto cruz en la ley de Biot-Savart:

B _ .U_OI a (21_2)5;_(951_51)@
4T ) o[ty — @)% + (1 — )% + (7 — 2212

De nuevo se vuelven a obtener dos componentes, que luego de resolver la

integral por técnicas trigopnométricas (o bien por tablas de integrales), se obtiene:

Bra(2) = ol (2, — 2) Ot 01—
T 4m( — )2+ (71— 2)?]| Mu(2) Mz (2)
Ba(2) = — ol Gy — @) ita) 01— a)

An[( —a)? + (z1— 2)2]| Mu(z)  My(2)
My(z) = o —a)?+ @ —a)?+ (2 — 2)?

My(z) = o — )2+ + )2+ (2 — 2)?

Ahora que se tienen resueltas las integrales, y por ende las componentes
del campo, se pueden juntar para obtener las funciones que al evaluarlas en
cualquier punto dan como resultado el campo magnético producido por la espira

cuadrada:

By (x1,¥1,21,2) = Bya(2) + Bya(2)
By (x1,Y1,21,2) = By1(z) + Bys3(2)
B,(x1,¥1,21,2) = By1(2) + B(2) + Bp(2) + Byu(2)
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Que junto con las funciones siguientes, que se toman para simplificar las

expresiones matematicas y hacerlas mas compactas:

Mi(z) = \/(x1 +a)+ (y1 —a)? + (z; — 2)?
My(z) = (G —a)2+(—a)?+ (z, —2)?
Ms(z) = JOq+a)2+ O +a)?+ (z —2)?

My(z) = \/(x1 —a)’+ (y1 + )% + (z; — 2)?

MO = i, 110;()221; (Zz)1 — 27
N2 = e ioil()Zzl; (Zz)1 7]
= T
O e ey
P = 4n[(xllfla(;1: (CZ — 7]
PO = et T
PO = S s 6
PO = T e

Para la componente en el eje x, luego de hacer las operaciones respectivas

y sustituir las funciones correspondientes se tiene que:

nta) Oh-a

(y1+a)_(y1—a) B
M;(z) M, (z)

M,(z) M, (z)

By (x1,¥1,21,2) = N1(2) — Ny(2) [(
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Para la componente en el eje y, después de simplificar y sustituir las

funciones anteriores, resulta:

(x, +a) _ (x, —a)
M;(z) M, (z)

By(x1»}’1»Z1»Z) = N;(2) (o + ) - (xlzzzc)l)l — Ny(2)

M,(z) M

Y por ultimo, para la componente en z, que es la que aparece en todas las
regiones delimitadas, y hacer un reordenamiento de términos y sustituciones de

las funciones respectivas, se simplifica en:

B,.(x1,y1,207) = Pi(2) Onh+a) h-a (t+a) (- a)l

M;(2) M, (2) M;(z) M,(2)

hta) On-a) n+a) (n-a)
o Mo | 9o Mz(Z)]

l + P;(2)

Bz—(x1;Y1;Z1:Z) = PZ(Z)

B,(x1,¥1,21,2) = Byy(x1,¥1,21,2) — B,_(%1,Y1,21,2)

Ahora que ya se tienen las componentes de campo producidas por la
bobina en cualquier punto (depende donde se situan x;,y,;, z; ), se puede resumir

toda esta informacion en la siguiente ecuacion:

Bespria(xli)/ll 71,0) = By (x1,y1,21)8; + By(x1'3’1'z1)a; + B, (x1,¥1,21)a,

Campo magnético en el espacio de una espira cuadrada, situada en el plano xy

Para un ordenador, evaluar una funciéon en un conjunto de puntos no es un
problema, sin embargo, para aplicar un método numérico por cada componente y
luego hacer la suma, esto puede ser motivo de una respuesta lenta por parte del

ordenador (caso de la espira circular).
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Ahora, para completar la explicacion de cdémo fueron calculados y
graficados los vectores de campo magnético resultantes dentro del motor de la

simulacién, se tiene lo siguiente:

=g ~
Bestator = Bay

Campo magnético del estator de la simulacién

Y al hacer la suma vectorial se tiene la siguiente ecuacion (se omiten las

dependencias de las componentes de la espira con respecto a las variables x1,
ylyz1):
Biotar = Bespira + Bestator
Biotar = (Bx + Bestator)dx + Byay + B,a,

Campo magnético resultante del estator y de la bobina

Todos estos calculos estan programados en un archivo .m que MATLAB

interpreta para realizar la simulacién.

Como el nucleo de dicho motor es un solenoide con espiras cuadradas,
solamente es necesario hacer las iteraciones respectivas para cada calculo
(dependiendo cuantas espiras se le agreguen al solenoide) y sumar

vectorialmente los resultados con el campo del estator.
Luego de realizados los calculos, se emplean funciones de MATLAB para

representar dichos vectores, la funcion utilizada para la simulacion es coneplot,

que ha sido descrita en un apartado anterior.
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La simplificacion obtenida para lograrlo usando un programa de
computadora es notoria, el sélo hecho de observar las funciones componentes y
hacer una evaluacién en papel y lapiz resulta demasiado tediosa, aun si los

puntos a considerar fueran unos cuantos.
3.5.3. Ejemplo generador

Por generador eléctrico, se entiende un dispositivo capaz de producir una
diferencia de potencial que puede ser constante o variante en el tiempo, y la
forma de producir dicha diferencia de potencial (fuerza electromotriz o fem) varia,
desde medios quimicos, térmicos, mecanicos, entre otros, los cuales se

convierten de una forma de energia a energia eléctrica.

La simulacion que se ha desarrollado, también incluye un generador, en el
cual se usoO el modelo simplificado para realizar dicha representacion fisica, la
cual consiste en una espira cuadrada girando a una velocidad angular constante
inmersa en un campo magnético constante. Para dicha simulacion, se hizo
necesaria la resolucion matematica del fenbmeno antes de poder representarlo
en el programa, dicho programa es hecho utilizando el software MATLAB usando

las ecuaciones que se describiran enseguida.

Se empieza por escribir la ley de induccion de Faraday:

= — a P -
jg E-dL = —— ff B-dS
ot

trayectoria superficie

Ley de Faraday, forma integral
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Luego unas férmulas que resultan necesarias para el problema:

(pB = ffﬁ'ds‘)

FEM =V
a‘PB
V= -
ot
Vo= jgﬁ-df

Se asume que las dimensiones de la espira son como se muestra en la
figura 23, la cual se muestra a continuacion:

Figura 23. Espira cuadrada colocada en medio del estator

—

A oy

T b

(Diagrama simplificado de la simulacién hecha en MATLAB, version 7.2)

O sea, de una longitud de “b” metros y una anchura de “a” metros.

Como se menciona antes, un campo magnético y una velocidad angular,
ambos constantes:

B = Ba,

w = constante
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Figura 24. Espira cuadrada rotando inmersa en el campo del estator

— B

—
@
-L) A
-— — g=mt =— —
“ >
ﬁ.s
-— — -— -— —
-— — — — -— —
v

(Diagrama simplificado de la simulacién hecha en MATLAB, version 7.2)

Ademas el area de la espira es de “A = ab” metros cuadrados y la velocidad
de los extremos de longitud “b” metros es de la velocidad angular multiplicado por

la distancia radial, que para el caso seria la mitad del lado de longitud “a” metros.

Todo esto se representa en la figura anterior.
Para encontrar la fem inducida por dicha espira en rotacion, se usan ambos
lados de la igualdad de la ley de induccién de Faraday; empezando primero por

flujo, ya que es la forma mas sencilla.

Cuando el problema se intenta resolver por flujo se halla por medio de:

Yp = ﬂﬁ-dg = Bab cos(0)
6 = wt

|A] = ab
_ o
© = a
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De aqui, se tiene que:

0¢p G(Bab 005(9)) do
V =- Fyalie 5% = Bab sen(6) I

Por tanto:

V = wBab sen(wt) [voltios]

Fem inducida en la espira del generador

Es de observar que el voltaje que se obtiene en las terminales de las
escobillas es un voltaje que varia con el tiempo sinusoidalmente, ademas, su
amplitud depende que tan rapido sea su velocidad angular, la magnitud del
campo aplicado y el tamafio de dicha espira (su area).

Ahora se procede a resolver el problema considerando el otro lado de la ley
de Faraday, dicho en otras palabras, se resuelve utilizando la integral de linea

para hallar la fuerza electromotriz inducida.

Para resolver una integral de linea es necesario plantear un recorrido, luego
delimitar las trayectorias y especificar cada una para tener bien claro los limites
de las integrales que resultan del planteamiento; a continuacién se muestra esto

por medio de una grafica para mayor claridad. En la figura 25 se ilustra este paso.
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Figura 25. Espira cuadrada y las trayectorias de integracion

1

A | Fm1 Fm2

2)

4

T

7|’ r 5t r -
*

=

(Diagrama realizado con la ayuda de MATLAB, version 7.2)

Es de hacer notar que estan identificados cuatro recorridos y se indican sus

respectivas longitudes.

Ahora, la respectiva forma que se ha hablado, o sea, el otro lado de la

ecuacion:

V = ygE ~dL
Circulacién para hallar la fem
Antes que nada, es notorio que no se tiene el campo eléctrico de manera
explicita, pero, sabiendo que la fuerza magnética que actua sobre los lados de

longitud “b” metros es magné tica, y d icha fuerza e s igual a la fuerza eléctrica

producida por la induccion, se tiene que ambas fuerzas son iguales.
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E, = Fp = q|E| = qE

La fuerza eléctrica es igual a la magnética en la bobina

Fpy = F,, = qBXB = quB sen(6)

Relacion con el campo magnético

Pero como la velocidad lineal es dependiente de la velocidad angular, se

puede sustituir como se muestra a continuacion:

E, = qwrB sen(wt)

Fuerza magnética en la espira

Ademas el radio es como se muestra en la figura 25, y se sustituye:

_ a
T2
qwaB
E, = > sen(wt)
Luego, igualando ecuaciones:
waB
qE = a sen(wt)

Por ultimo se tiene al resolver para el campo eléctrico lo siguiente:

waB
E = 5 sen(wt)
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Ahora se puede sustituir en la integral de linea:

2.4l waB waB -
f ~dL =j£ —sen(wt)ay -dL L, + f — —sen(wt)ay) dL,

1 2

wabB . - wabB . -
+ f( > sen(wt)ay>-dL3 + %(— Tsen(a)t)ay>-dL4

3 4

Nuevamente se procede a resolver cada integral, la cual tendra su
trayectoria en particular, ademas de indicar el vector que traza dicha trayectoria y
su derivada, la cual es el diferencial requerido por la integral. La trayectoria se
traza ademas con una flecha, la cual tiene una referencia con el dibujo

anteriormente presentado.

En la trayectoria 1, se tiene que:

waB abB

b
)
Tsen(wt)ay dL1 = f —sen(wt)ay> dud, =
0

sen(wt)

H'\eﬁ
VR
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En la trayectoria 2, se tiene:

0<u<b
L, = ad,+ (b—wa,
dL, = — dud,
v

wabB

—waB
sen(wt)

—wabB
> sen(wt)&y) - (—dua,) =

sen(wt)dy) . de = ;(
0

N&e\.
VS

En la trayectoria 3, se tiene lo siguiente:

v

waB R - ‘ waB R R
% ( 3 sen(wt)ay> ~dL; = jg ( 5 sen(wt)ay> -(dud,) =0
0

w

Por ultimo, la trayectoria 4 tiene las siguientes delimitaciones:

0<u<b <
L, = (a—u)a,
dL, = —dud,

—waB . > ¢ —wabB . .
.Cﬁ < > sen(wt)ay> ~dL, = 3€ ( 5 Sen(wt)ay> *(—dud,) =0
4 0
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Ahora se procede a sustituir los valores de las integrales que se acaban de

resolver:

> o wabB wabB
fE-szfﬁ +j£ +f£ +j£ == sen(wt) + > sen(wt) +0+0
4

1 2 3

Y finalmente se obtiene el mismo resultado anterior (el que se resolvié por

flujo):

V= %Ez - dL = wabB sen(wt) [voltios]

Fem inducida en la espira del generador

Los resultados sirven para lograr realizar la simulacidbn mediante el software
MATLAB, el cual permite representar graficamente los vectores componentes del
campo, y también otros parametros analiticos del generador eléctrico estudiados
que pueden representarse graficamente, y de esa manera poder comprender
mas detalladamente lo que sucede en la maquina asi mismo entenderlo

visualmente.
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CONCLUSIONES

La aplicacion de la simulaciéon del proyecto para la visualizacién de los
vectores de campo magnético en un sencillo motor de corriente continua
permite una comprension mas detallada del fenémeno que esta sucediendo,
ademas de poder ofrecer de manera simplificada la graficacion del rotor y

del estator inclusive.

El uso de la simulacibn ayuda a visualizar el funcionamiento de un
generador eléctrico sencillo para poder hacer calculos elementales sobre la
fuerza electromotriz inducida; que se relaciona con la velocidad angular que

se ingresa en la ventana dada para el efecto.

Con el avance de la ciencia surgen problemas que son mas dificiles de
resolver “amano ”, ya Ili surge la necesidad de usar recursos
computacionales para poder llegar a una solucién confiable; y mas aun
cuando los procesos requieren calcular funciones con varias variables o
hacer varias iteraciones, como en el caso de la simulacién del motor

eléctrico.

La simulacidn que se ha hecho, esta realizada utilizando el software
MATLAB, aprovechando las capacidades de calculo matematico y graficas

de dicho programa, ademas de su entorno amigable al usuario.

Ofrece la posibilidad que pueda ejecutarse en otra computadora que no
tenga instalado dicho software, sino mas bien utilizando una libreria que

esta incluida en la aplicacion.
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RECOMENDACIONES

Motivar a futuros investigadores a elaborar simulaciones de distintos tipos
de fendmenos, y que la de motores y generadores sea un incentivo adicional

para observar su funcionamiento en un computador.

Estudiar los beneficios que ofrece la simulacién realizada como base para
ser innovada o mejorada para alguna investigacion futura en el ambito de
motores y generadores, o bien, que a partir de la légica del programa pueda
ser implementada en otras aplicaciones ejecutables en una computadora.

Incentivar el aprendizaje del entorno MATLAB, ya que no se restringe a

aplicaciones matematicas o simulaciones; sino que puede ser utilizado en

otras disciplinas cientificas.
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