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LISTA DE SIMBOLOS

TEP Tren de engranajes planetarios

CEP Cadena de engranajes planetarios

N Numero de miembros de un tren de engranajestplare
Ns Numero de soles de un tren de engranajes plaretario
Nb Numero de brazos de un tren de engranajes plametari
Np Numero de planetas de un tren de engranajes plerseta
?7k Rendimiento ordinario o estacionario de un pagrgrane

J Numero de circuitos de un tren de engranajeefdaios
Win Velocidad del miembro de entrada

Wout Relacién de transmision (considerando Wir) = 1

?] Rendimiento de un tren de engranajes planetarios

Zk Relacion de dentado del par de engrane

F Grados de libertad de un TEP

ik Miembro sol del circuito

jK Miembro planeta del circuito

rk Miembro brazo del circuito

Sk Potencia transmitida por el par de engrane

Znlm Relacion de dentado condensada

Snim Potencia de engrane en funcion de las relaciondemtado condensadas
R1 Radio del circulo primario del engranaje sol

R2 Radio del circulo primario del engranaje planeta

R3 Radio del circulo primario del engranaje corona

C Matriz de los circuitos de una CEP

Cm Matrices de los circuitos de una CEP con el misnaadoy planeta
ct, Conjunto de todos los miembros distintos de |&im&m

S1 Matriz formada por soles y brazos de una CEP

Y Matriz formada por soles con un solo par de amgr

3 Matriz igual &Sl sin los soles con un solo par de engrane






GLOSARIO

Brazo Elemento del tren de engranajes planetarios queazaé

menos con un par de rotacidén con algun planeta.

Grafo Representacion gréafica de la solucion constructe/an

tren de engranajes planetarios.

Planeta Elemento del tren de engranajes planetarios qae et

torno a ejes no centrales y no fijos.

Rango Limite de valores que pueden obtenerse en diversos

estudios o calculos.

Rendimiento Resultado total del desempefio de un trabajo relaliza

Restriccion Limitacién o condicion que permite el correcto

funcionamiento de cualquier mecanismo.

Sol Elemento del tren de engranajes planetarios que sol
tienen pares de engrane con planetas.

Tren de engranajes Mecanismo formado por varios pares de engranajes
acoplados de tal forma que el elemento conducidande
de ellos es el conductor del siguiente.

Tren de engranajes Trenes de engranajes en los cuales alguna rueaamir

planetarios torno a un eje que no es fijo, sino que gira easphlcio;

de la misma manera que un planeta gira alreded@ote
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RESUMEN

Dentro de las restricciones de la estructura furades, se toma en cuenta que
la rotabilidad del tren de engranajes planetamasfactible, para que esto se cumpla
es necesario que los planetas vinculados por udgangrane, estén vinculados a su
vez mediante pares de rotacion al mismo brazo. dealas restricciones
constructivas para los trenes de engranajes plavets la que impide la existencia
de planetas y soles redundantes. La condicion agaqgsara que un planeta no sea

redundante, es que tenga al menos dos pares dmengr

La expresion del rendimiento de un tren de engesnalpnetarios depende no
s6lo de las relaciones de dentado sino que adgrages,un mismo tren, depende de
cuales sean los miembros conductores del trergrtdaien cuenta que la suma de las
potencias de engrane en un mismo planeta es nata. dbtener la expresion del
rendimiento es necesario resolver las ecuacionda delocidad y de los pares de
engrane. No obstante, puede obtenerse una bueorimagcion del rendimiento

conociendo Unicamente las potencias de engraresagstintos circuitos.

Los mapas de potencia permiten determinar facilenkst transmisiones que
presentan mayor rendimiento para una relacion aestnision concreta. Ademas,
estos mapas permiten comprobar de forma rapida ngillee si se produce
recirculacion de potencia, condicion en generalesedble ya que reduce
considerablemente el rendimiento de la transmidifina ventaja sobresaliente de

estos mapas es que no dependen de la soluciomueivst adoptada por el tren.
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OBJETIVOS

* GENERAL

Analizar el rango de relaciones de transmisionppexle obtenerse con cada uno

de los trenes de engranajes planetarios.

« ESPECIFICOS

1. Analizar las restricciones de las estructuras de ttenes de engranajes

planetarios.

2. Determinar los parametros del rendimiento de um tde engranajes

planetario.

3. Analizar los mapas de potencia para los trenesigderajes planetarios.
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INTRODUCCION

Los trenes de engranajes planetarios (en adelBBf) ofrecen ventajas
relativas a su reducido peso y tamafio en relactn los trenes de engranajes
convencionales, especialmente para elevadas neéscite transmision. El TEP més
simple tiene cuatro miembros. Este es el mas estady el mas empleado
comercialmente. No obstante, existen un gran nuntgropotenciales disefios
alternativos de TEP de mas de cuatro miembros.distado niamero de alternativas
hace pensar que probablemente existan TEP de nastte miembros capaces de
conseguir elevados rendimientos y relaciones desitnasion. Por ello el propdsito de
este trabajo seria la seleccion de alternativdd=iRepara una relacion de transmision

concreta basada en su rendimiento.

Desde el punto de vista del disefio, seria intetesdisponer de una relacion
analitica entre la relacion de transmision y eldmeento para todos los posibles
TEP. De este modo, si uno quisiera construir un d@Puna relacion de transmision

determinada, se podria determinar cual de ellbaia con mayor rendimiento.

Este trabajo describe un procedimiento para datarndicha relacién analitica
para los TEP de cinco y seis miembros. El procediitoi se basa en analizar la
transmision en el espacio de coordenadas definidgppotencia de engrane. El
éxito de este método radica en aprovechar la féumzEonal caracteristica que posee
la relacién de transmisién de cualquier TEP, yrdlacion existente entre las
potencias de engrane y la relacion de transmidt@na los TEP de cinco y seis
miembros, dicha expresion parametrizada por lziglade transmision, genera una
familia de curvas en el espacio de las potenciandeane. Por ultimo, el interés del
procedimiento propuesto es que Unicamente es nmacesaocer la expresion de la

relacion de transmision del TEP para obtener snasule potencia.
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1. ESTRUCTURA DE LOS TRENES DE ENGRANAJES
PLANETARIOS

Los trenes de engranajes planetarios o epicicksdaéciben este nombre al
permitir que uno 0 mas miembros de una cadenaglamgjes giren alrededor de un eje

movil, de la misma manera que un planeta gira atteddel sol.

Los miembros de un TEP pueden ser de dos tiposliateto a su movimiento.
Aquellos que rotan en torno al eje central, y gee denominan geneéricamente
“miembros centrales”, y los que rotan en torno esejo centrales y no fijos se
denominan “planetas”. Los miembros centrales pueskma su vez de dos tipos,
atendiendo al tipo de pares cinematicas que lazilan con los planetas. Aquellos que
sé6lo tienen pares de engrane con planetas se desr@mi‘soles”, mientras que los que
tienen al menos un par de rotacion con algin phasetdenominaran “brazos”. Estos
ultimos pueden igualmente tener pares de engramelanetas. Por otra parte, los pares
de engrane ademas de vincular soles y planetaentumimente brazos y planetas,
pueden igualmente vincular dos planetas entrensieg&imen, lo soles son los miembros
gue sélo tienen pares de engrane con otros miemprgsie ademas tienen un
movimiento de rotacion alrededor del eje princigall TEP. Los brazos también tienen
dicho movimiento de rotacion pero se caracterizartgner al menos un par de rotacion
con un planeta y ademas pueden tener pares denergra otros miembros. Finalmente,
los planetas son los miembros que sufren un mowimiplanetario. Cada planeta esta
vinculado mediante un par de rotacion con su résjpebrazo y mediante pares de

engrane a otros miembros.



Figura 1. Esquema constructivo y grafos de unde=geis miembros.

(@) (b) (€)

Fuente: Hus, C.H., Lam, K.YAnalisis y representacion grafica de los TEP.

En la figura 1(a) se representa un TEP de 6 miesntiros miembros etiquetados
con 1, 2, 3, y 4 son miembros centrales. Los miesry 6 son los planetas de la
transmision. Los miembros 1 y 2 son soles, ya qudieanen pares de rotacion con
planetas, siendo 1 el miembro fijo. Los miembraszbs son 3 y 4. Este ultimo tiene
ademas un par de engrane con el planeta 5. Eleganieimbros 2-3 constituyen los

miembros de entrada y salida.

Las soluciones constructivas de un TEP pueden ggrdinersas dependiendo de
como se construyan los miembros que lo constituies. tres TEP mostrados en la
figura 2 poseen la misma estructura, en concretaiédnbros, siendo los soles los
miembros 1 y 2, los brazos miembros 3 y 4 y loswgtias los miembros 5 y 6. El
miembro fijo es 1 y la pareja de miembros 2-4 ssnrhiembros de entrada y salida de
la transmision. Ademas el brazo 3 esta vinculaddiamée un par de engrane al planeta
6. La diferencia entre cada uno de los trenes mstesctural sino constructiva. Es decir,
los tres son el mismo TEP pero con soluciones nactgtas diferentes. En concreto, en
el tren de la figura 2(a) los planetas estan coitkis con un solo engranaje. En el de la
figura 2(b) el planeta 6 esta construido con daganajes. En el tren de la figura 2(c)
ambos planetas estan construidos con dos engragagésol 2 engrana internamente

con el planeta 6.



Figura 2. Distintas soluciones constructivas paransmo tren de seis miembros.
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Fuente: Hus, C.H., Lam, K.YAnalisis y representacion grafica de los TEP.

En este trabajo se entendera como solucion catistiide un TEP, al conjunto de
tipos de pares de engrane empleados (externogrmas) y a la forma concreta con la
gue se construyen cada uno de los miembros. Eicydarf se usard la expresion
“planeta simple” para aquel planeta construido worsolo engranaje y “planeta doble”
para los construidos con dos 0 mas engranajeselAsen de la figura 2(a) es un TEP

con planetas simples.

Por tanto, puede concluirse que la estructura deesta definida por el conjunto
de miembros del tren y por la relacion de los pgresvinculan a cada uno de ellos con
el resto de miembros. Sin embargo, para que un guglde completamente definido,
ademas de su estructura, hay que definir su solecidstructiva. Finalmente, es de gran
importancia conocer que las ecuaciones que detenmavelocidad y los pares a los
que esta sometido cada miembro, asi como el reedimidel TEP, dependen
exclusivamente de la estructura del tren (Del @ast2002) y no de la solucion

constructiva que adopta.



1.1.Representacion en forma de grafos de las cadenas degranajes

planetarios

El grafo de una cadena cinemética constituye upgesentacion simbdlica de la
misma. La estructura de un TEP puede ser repreeataformas de grafos de diversas
maneras. La figura 1 representa un tren de seisnlngs, y dos representaciones
distintas de su grafo. La figura 1(a) representdrem de seis miembros, en la figura
1(b) se representa el grafo propuesto por Hsu (fHdiam, 1992) para la cadena
cinematica de dicho tren, y en la figura 1(c) sgasenta el grafo de la misma cadena de
engranajes planetarios (en adelante CEP) de atrafesquematica, propuesta en (Del
Castillo, 2002). En ambas representaciones cada aeldgrafo representa un miembro

de la cadena y los arcos del grafo representgpeles cinematicos.

Las lineas de trazo representan los pares de engtas lineas continuas los pares
de rotacion. Las diferencias entre ambas radicalepoligono compuesto por los
miembros centrales. En la forma adoptada en esbajtr (figura 1(c)), propuesta en
(Del Castillo, 2002), no se representan los paga®tacion entre los miembros centrales,
ya que no introducen informacion adicional paradfxuctura cinemética que representa
el grafo. Por el contrario, aunque la propuestéisie (Hsu y Lam, 1992), simplifica la
representacion frente a otras representacioneseadgd por autores en trabajos
precursores, esta propuesta todavia mantiene tmaitié entre pares de rotacion
simples y mdultiples. Los pares de rotacion simplas los que existen entre el planeta y
el brazo, mientras que los mduiltiples son los patesrotacion entre los miembros
centrales (soles y brazos). Estos ultimos son lesapnstituyen los lados del poligono

en la representacion del grafo propuesta por Hsu.



En la representacion adoptada en este trabajoGBsillo, 2002), los nodos del
grafo se disponen en tres filas: en la fila supes® representan aquellos nodos que
constituyen a los brazos, en la fila media los sogwe representan a los planetas y la

fila inferior los nodos correspondientes a los sole

La estructura de una CEP queda perfectamenteidiefpor sus circuitos. Un
circuito es un conjunto de tres miembros, dos decl@les estan vinculados por un par
de engrane y el otro es un miembro vinculado ceralderiores por un par de rotacion.
El nimero total de circuitos de una CEP coincide élonimero de pares de engrane de
la transmision. En el caso de la figura 1, losuios son 1,6,4; 2,6,4; 1,5,3; 4,5,3yen el
de los TEP de la figura 2 los circuitos son 1,3,8;3; 2,6,4 y 3,6,4.

Los TEP presentan una estructura singular que ndterque solo un reducido
subconjunto de las CEP pueden dar lugar a TEP.|ltlRgsor tanto de gran interes,
conocer los distintos tipos de estructuras de QERigcion de nimeros de miembros.
Para ello se presenta el siguiente apartado unegiraento para la enumeracion

sistematica de TEP basado en examinar las condeigue deben satisfacer sus grafos.

La enumeracion se realiza mediante la represemtai@oforma de grafos de las
CEP, teniendo en cuenta como afecta al grafo Eeagones que deben cumplir para
gue constituya un TEP. Debe sefalarse, que logdreue contienen engranajes
redundantes son trenes en los que por alguno deses de engrane no circula potencia
en régimen estacionario. Por tanto, los dos engramke dicho par de engrane pueden

eliminarse sin que por ello se modifique la trarssom.



1.2. Propiedades de las cadenas de engranajes planetario

Los arboles son el resultado de eliminar los pdeeengrane de un grafo. De este
modo, para obtener por ejemplo los arboles de IR @& cinco miembros, basta con
encontrar todas las posibilidades de arboles cowd®s, teniendo en cuenta que el
namero de miembros centrales, esto es, miembres sobrazos deben ser siempre
mayor o igual a 3, como se denominard mas adelBste.es equivalente a decir, que
empleando la representacion para el grafo propysstddsu, los miembros éntrales

siempre deben formar un poligono.

Es interesante destacar que el arbol determinarséro de soles (Ns), el nUmero
de planetas (Np) y el nUmero de brazos (Nb) deqoiel grafo derivado del mismo. Por
tanto, empleando ambas representaciones para botesrde los grafos de cinco
miembros, puede concluirse que los arboles seommue se muestran en la figura 3
(arriba la representacion propuesta por Hsu y dbaeoeptada por este trabajo). A todos

los &rboles que pueden encontrarse de esta fortea denomina arboles potenciales.

Figura 3. Arboles potenciales para las CEP de diniembros.
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Fuente: Hus, C.H., Lam, K.Mnalisis y representacion gréfica de los TEP.



El primer paso debe completarse con la eliminadéraquellos arboles que no
pueden dar lugar a un TEP. Para ello, se estddsapropiedades de los TEP y las
restricciones que dichas propiedades imponen grifes de las CEP que pueden dar
lugar a TEP. Asi, se comprueba en el siguientaagh@ique el grafo de la figura 3(a) no

puede constituir una CEP.

1.2.1. Restricciones funcionales

Con la aplicacion de estas restricciones a losléshmotenciales se obtienen los

arboles que denominamos admisibles.

La relacion entre el nimero de grados de libe(Bd el nUmero de pares de
engrane J) y numero de miembros de la cadehd (el tren derivado de cualquier
cadena cinematica es un resultado trascendente dgdejeron Buchsbaum vy

Freudenstein (1970). La expresion que dedujeron es:

F=N-J4 (1)

En los TEP coifr grados de libertad se necesifar 1 ejes de entrada y salida, y
ademas es necesario fijar un miembro. Los miemteosntrada y salida, asi como el
miembro fijo, deben de ser soles y/o brazos. Da esindicion, se obtiene otra

restriccion que debe satisfacer el arbol del giafon TEP, y es la siguiente:

F+2<Ns+Nb )

Esta restriccion es la que determina si el grafamh CEP se representa segun la

propuesta por Hsu, los miembros centrales siemgdoerdformar un poligono, como se
indico anteriormente.



En el caso de que entre dos planetas exista whepamgrane, para que este tipo de
pares de engrane pueda ser construido y la rataditiel tren resultante sea factible, es
necesario que los planetas vinculados por el pandeane, estén vinculados a su vez
mediante pares de rotacion al mismo brazo. Estaca@én tiene un reflejo inmediato en
el grafo. Por otra parte, un arbol admisible salede tener ramas cuya longitud sea de
un arco, es decir, no puede haber dos planetasaupior un par de rotacion. Si esta
altima posibilidad se admitiera, el movimiento gineta cuyo Unico par de rotacion lo
vinculara con otro planeta seria como el de urigatfue orbita entorno a un planeta.
Finalmente, en el grafo tampoco pueden existirugtms que puedan recorrerse
Unicamente por pares de rotacion. Esto haria goteadde la cadena hubiera estructuras

cuya rotabilidad estuviese impedida por colisialgunos miembros de la misma.

1.2.2. Restricciones constructivas

Las restricciones anteriores no son las Unicas dpleen importarse sobre los
arboles para los TEP que se deriven de ellos temtjatad practica. Otras restricciones
importantes son las que impiden la existencia d@mgbds y soles redundantes. No
obstante, estas condiciones son necesarias pesufimientes, por lo que habri de

verificar finalmente que los TEP obtenidos no camtn miembros redundantes.

Un planeta redundante es aquel que no se encusntratido a ningun par de
engrane y por lo tanto gira con velocidad constaBta situacion se da cuando el
planeta solo esta vinculado al resto del tren nméelian par de engrane y un par de
rotacion. La exigencia de la ausencia de planetdandantes limita el niamero de
posibilidades de planetas. La condicidn necesasia mue dicho planeta no sea
redundante, es que tenga al menos dos pares danendgesto hace que se deba

satisfacer:

NNp=Nb+F+1 3)



En la restriccion dada en la expresion (3) seupaesto que los planetas pueden
tener pares de engrane entre ellos. Si se desdagaFEP con este tipo de pares de
engrane, la restricciébn constructiva es menos eiégeEn ese caso, todos los planetas
tendrian que tener al menos dos pares de engraneguinculasen con los soles. Esto

equivale a imponer la restriccion siguiente:

NNp=Np+F+1 (4)

Por razones similares al caso de planetas redtesjda condicion necesaria para
gue un engranaje sol sea redundante, es que tangaaipar de engrane. No obstante,
no todos los engranajes soles con un solo par dgam® son necesariamente
redundantes. En concreto, un TEP de F grados dddibes posible que haya como
maximoF + 1 soles con un solo par de engrane. Si esto o@sosf + 1 miembros
deberdn ser adoptados como conjunto de ejes dadany salida del tren. Las
consideraciones anteriores obligan a que el nurderpares de engrane satisfaga la
siguiente restriccion:

=)2(N = Np — Nb) 4 — (F + 1) (5)

En el caso de la figura 3(a), teniendo en cuentasdtriccion dada por la ecuacion
(1), y para un TEP con un grado de libertad, pukstieicirse que el nimero de pares de
engrane en un tren de cinco miembros debd se8. Por tanto, para que no existiesen
planetas redundantes, seria necesario que ung @ares de engrane vinculase a los dos
planetas. Pero en este caso, por no tener amhuestgdael mismo brazo, esta necesidad
violaria la restriccion impuesta para aseguraotahilidad, por los que dicho &arbol no
puede constituir una CEP. Para un valor mayor degtado de libertad, y de acuerdo
con la ecuacién (1) el numero de pares de engrameimdiye, por lo que entonces
necesariamente existirian miembros redundantesaltw, el arbol de la figura 3(a) no

puede ser un arbol de ninguna CEP.



1.2.3. Arboles que pueden dar lugar a una cadena de engrajes

planetarios

Analizando las restricciones que las propiedadesosleTEP imponen sobre el
grafo, pueden obtenerse las ternasMie Np y Ny que pueden constituir a los arboles
admisibles de las CEP. Estudiando las propiedaeles dEP puede determinarse que el
namero de circuitos del grafbdebe ser como minimo, mayor que el doble de nisnero
de planetas, es decir:

J>2Np (6)

Ademads, el nimero de pares de engrane debe serménmo igual o superior al
doble de numero de soles, ya que cada uno detafidsién debe estar sometido a dos
pares de engrane para no ser redundantes, excgptioarmiembros de entrada y salida,
que tienen un par exterior y el miembro fijo, qetaesometido al par de reaccion para

mantenerse fijo. Por tanto, puede expresarse gpee®@6n (5) para un TEP cérF 1):

J=2Ns -3 (7
Si se sustituye en la expresion anterior el vd&d para un TEP de un grado de
libertad (ecuacion (1)) y se sustituds = N — Nb — Npse obtiene una cota inferior para

el nimero de miembros planetas que pueden existina CEP, que es:

N@= N -2Nb -1 (8)
Tabla I. Namero de miembros brazos, planetas s saiduncion dél.
N | Nb,Np,Ns |N |Nb, Np,Ns [N |Nb,Np,Ns |N [Nb, Np,Ns |N |Nb, Np, Ns
4 1-1-2 8 1-3-4 10 1-4-5 11 1-4-6 12 1-5-6
5 1-1-3 2-2-4 2-3-5 2-3-6 2-4-6
6 1-2-3 2-3-3 2-4-4 2-4-5 2-5-5
2-2-2 3-3-2 3-3-4 3-3-5 3-3-6
7 1-2-4 3-4-3 3-4-3 3-4-5 3-5-4
2-2-3 9 1-3-5 4-4-2 4-4-3 4-4-4
2-2-5 4-5-3
2-3-4 5-5-2
3-3-3
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Del mismo modo, conjugando la expresion (1) yg€)puede obtener una cota

superior para el nimero de planetas posibles elCEfa resultando ser que:

Np=N-2 (9)
Finalmente, atendiendo a las restricciones intpagsor las expresiones (8) y (9),

se obtiene la condicion que permite deducir el mante miembros soles, brazos y
planetas que pueden existir en una CEMNdeiembros. Unicamente debe tenerse en
cuenta una restriccion obvia y que es el nUmergplaeetas siempre debe ser igual o
superior al numero de brazos de la CEP. En la taddamuestran las ternask, Np y
N9 que satisfacen las restricciones anteriores lpar&EP de entre 4 y 12 miembros.
Por tanto, con los valores de la tabla | y lasri@sbnes impuestas por las propiedades

de los TEP, pueden generarse todos los arbolesitiEsique pueden dar lugar a CEP.

Una vez que se tienen los arboles admisibles giméan los que no cumplen las
condiciones dadas por las restricciones anteri@@gjeterminan todos los grafos no
isomorfos que pueden derivarse de cada uno deloted admisibles. La obtencion de
los grafos a partir de los arboles admisibles esediata, teniendo en cuenta las
restricciones anteriores propuestas. Se reducgpartér los) pares de engrane entre los
nodos del arbol sin dejar miembros redundantesteRasnente se tendra que
comprobar si hay grafos isomorfos. La obtenciériodegrafos a partir de los arboles
admisibles puede automatizarse. Por ejemplo, digusa 4(a) se muestra el arbol del
grafo deN = 5 formado Unicamente por los pares de rotacéa [a Gnica combinacion
(Nb, Np y Nsque es posible, y que es 1-1-3. En la figura $(B)fc) se muestran las
subestructuras de los grafos correspondientds a 6, para los que existen dos
combinaciones posibles y que son 1-2-3 y 2-2-2. (@omepresentacion que se ha
propuesto del grafo, en realidad el “subgrafo” fadwm por los tres pares de rotacidon no
es un arbol por haber eliminado los pares de Kmtaentre los miembros centrales;
como si sucede con la representacion propuestiluofHus y Lam 1992), (ver figura
3).
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Figura 4. Arboles de las CEP de cinco y seis miesibr

O 0O O o Q Q O O
(a) (b) (c)

Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.

Seguidamente deben distribuirse [bgares de engrane teniendo en cuenta las
restricciones anteriores comentadas. En los casosl gue el nimero de pares de
engranel sea mayor que el nUmero necesario de pares denengaaa que no quede
ningun miembro sol redundante, pueden disponersmn&s pares de engrane entre

brazos y planetas. Para que esto pueda realiz@ize ocurrir que:
J>2Ns - F 2 (10)

Teniendo en cuenta lo anterior, por ejemplo ezasb de qudl = 6, se comprueba
que los subgrafos representados en la figura 4(Bjcy, cumplen con la condicién
anterior. No obstante, en el primer caso (figut®)}({no pueden introducirse pares de
engrane entre brazos y planetas por estar ambostatavinculados a un uUnico brazo.
Sin embargo, en el caso de la figura 4(c), 0, 1Ipareds de engrane. De este modo, para
el caso deN = 6, los grafos pueden presentar las subestrgctledrazos-planetas que

se muestra en la figura 5.

Una vez determinadas todas estas subestructuei®n dobtenerse todas las
posibilidades de vincular soles y planetas corploes de engrane que resultan de restar
aJ el numero de pares de engrane entre brazos y atarigtalmente deben eliminarse

todas aquellas estructuras isomorfas.
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Figura 5. Arboles de las CEP de seis miembros yeddo pares de engranes brazos

planetas.
Sy ”~
1 1 BN
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Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.

1.2.4. Deteccion de los isomorfos

Realizado el proceso descrito anteriormente, debgbarse que no se hayan
derivado grafos isomorfos de un mismo arbol. Uncgdimiento tradicional para la
deteccion del isomorfismo estructural de cadenasneéticas, es la determinacion del
polinomio caracteristico de la matriz de la adyatendel grafo. En este trabajo dicho
polinomio se ha evaluado dando los valores alem@icada uno de los valosde la
matriz de adyacencia. Los elementosy aii de la matriz de adyacencia Al se han

definido de la forma siguiente:

0 silos miembigsj no estan vinculados
1 Siy | estan vinculados por un par de rotacion central
i #j, aj =aj= g siyjestan vinculados por un par de engrane

r  Biyj estan vinculados por un par de rotacion no central
b iss un brazo

Qii = p sii es un planeta

S i®s un sol

13



De esta forma se han eliminado los posibles gragmmorfos. Con es
procedimiento hasta ahora descrito se han idemtifidodas las CEP que pueden dar
lugar a TEP.

1.2.5. Circuitos y configuracion de grafos

Como ya se comentd, para que una CEP quede pentgti definida, es
suficiente con especificar la¥ circuitos que contiene. En general, cada circuéo s
representara de la formi, (i, r«), siendoikel sol,jkel planeta ykel brazo del circuité.
el numero total de circuitos elementales sera pl@simero de pares de engrahese

define la matriz de circuitos C de una CEP, como:

[ L jin
B 2
C = 2 3B
\ b )
Figura 6. Tren de engranajes planetarios de ocbembiios y dos representaciones de
sus grafos.
2
- 4 8
6 7
— 1 3
[ n

Fuente: Hus, C.H., Lam, K.YAnalisis y representacion grafica de los TEP.
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En adelante, los circuitos se enumeraran de modosigge considera el nimero
formado por los digitosjkrkde cada circuito, se tenga gyerk < ik+1 jk+ 1 rk+ 1. De

este modo, la matriz C de los circuitos de losayale la figura 6 es:

{1 64\
1 7 4
C = 26 4
2 8
\\3 84/

Los grafos se han codificado mediante una sergigitos y dos letras, de la forma
“NNsNpJbpXy”, dondeN es el nimero de miembrdss es el nimero de soldsp es el
numero de planetasJpp es el nUmero de pares de engrane entre brazesigtas. Con
la letra “X” se etiquetan todos los grafos con Igdh, Np, Nsy Jbpademas con ladbp
pares de engrane entre los mismos brazos y plafaasiltimo, la letra “y” diferencia
aquellos grafos distintos que tienen igual letrd. “Ror otra parte, en este trabajo, se
adoptara la numeracion para los miembros mostnade fegura 7. La numeracion sigue

el orden: soles, brazos y finalmente planetasgsiemumerados de izquierda a derecha.

1.3. Obtencidn de los trenes de engranajes planetarios

Partiendo de un determinado grafo, se pueden eaunuelas las inversiones que
producen TEP que no poseen miembros redundante® @@ de los TEP queda
definido por su grafo (estructura cinemética) y laomversion adoptada. La inversion,
como ya se comento, es el trio de miembros qud@stado como miembro de entrada,
miembro de salida y miembro fijo. En el presenaébajo, se identificara la inversion en

la que el miembro de entrada esXl el de salida esy” y el fijo “Z”, como &, Y — 4.
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Figura 7. Ejemplo de enumeracion de los nodos dgafo.
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Fuente: Hus, C.H., Lam, K.MAnalisis y representacion gréfica de los TEP.

La enumeracion de todas las inversiones de unapDE&e automatizarse una vez
determinadas las CEP no isomorfas que pueden gar &I TEP. Esta enumeracion se
realiza siguiendo las etapas que se indican am@dion:

Deteccion de los grafos con subestructuras degdaeera

Determinacion de todas las posibles inversiones.

Deteccidén de miembros redundantes.
1.3.1. Deteccion de los grafos con subestructuras degendes.

La sintesis estructural de los TEP juega un papgbitante en su posterior disefio.
Por ello, es de gran interés encontrar aquellasstulzturas que sean degeneradas para
eliminarlas, evitando de este modo disefios error@asndo un conjunto de miembros
de un TEP giran a la misma velocidad, dichos miesibconstituyen lo que
denominamos una subestructura degenerada, ya quargortamiento es como el de
una estructura dentro del sistema. En otras paabieho conjunto de miembros podria
sustituirse por un Unico miembro. Esto aplica gisha conjunto de miembros tiene
cero grados de libertad. Por tanto, de acuerdo laoaxpresiéon (1), una CEP es
degenerada cuando una estructura formadaJeppéres de engrane N¢ miembros,

que cumpla:

Ne-Je =1 (12)
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La expresion (11) de acuerdo con la expresiénnfp)ica que dicho conjunto de
miembros de la CEP tenga cero grados de libertachoCconsecuencia, una estructura
degenerada se comporta en el conjunto de la CEPo conico miembro. En
consecuencia para que una CEP no sea degeneratierémcia entre el nimero de
miembros y el nimero de circuitos de cualquier wotgj de miembros de la CEP debe

ser mayor que 1.

El algoritmo propuesto para la deteccion de etiras degeneradas se basa en el
analisis de la matriz de circuitos C y en la coeisidion de las restricciones que sobre el
grafo de las CEP imponen en las propiedades déH®s El algoritmo consta de las

siguientes etapas:
Se obtiene la matriz C de los circuitos.

Se agrupan los circuitos de la matriz C en otragicea G Cada una de estas
nuevas matrices (de dimensiorrespor 3) estara formada por todos los circuitos que
tenga el mismo miembro planeta y el mismo braza i@se identificara cada una de las
matrices obtenidas, y camse indicara el nUmero de circuitos que la compongoe

sera igual al numero de filas de dicha matriz.

Se define el conjunto de elemen“#, como el conjunto de todos los elementos

distintos de cada matriz«C

Se hallan todas las combinaciones de los conjtc?%)s:ie modo que la suma del
numero de filasr(m) de las matrices&a que corresponde cada uno de los conjuntos que

constituyen cada combinacién, sea menor que 1. De este modo se tienen

combinaciones de dos 0 mas conjurc?'n;
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Posteriormente, se obtiene el conjuBtoesultante de la union de conjung;%
que constituyen cada una de las combinacionesdaasllan la etapa anterior. El

subindice t’ hara referencia a cada una de estas combinaciones.

Finalmente, se calcula el numero de elementogistit de cada uno de estos
conjuntosS. Entonces, si resulta gue menos el numero total de circuitos de las
matrices @ que constituyen la combinaciéti ;' es igual a la unidad, puede concluirse

que la estructura formada por los miembros de diclrauitos es degenerada.

Para la deteccion de los grafos con subestructegergradas hay que tomar
algunas consideraciones. La definicién de las pesric: implica que si el nUmero de
miembros distintos de la matriz Ms, entonces:

Nn—rm= 2 (12)

De este modo puede concluirse que la estructunaafta por los circuitos de una
matriz Gn no puede ser degenerada y que el nUmero minimoagtos de cada una de
estas matrices sera también 2.

Otra consideracion que puede extraerse es quedtnectura degenerada siempre
estara formada por los miembros de los circuitodaeo mas matricessCEN ningun
caso se puede encontrar una estructura degenemadada por los circuitos de una
matriz Gn y algunos otros circuitos de otra u otras matriCes A continuacion se
explica esta afirmacion. Elegida una matriz ctialquiera comNm miembros distintos y
rm circuitos, puede comprobarse que al elegir otr&rim&m distinta y un circuito
cualquiera de esta ultima matriz can €lementos distintos a los de la matriz anterior,
la estructura formada por los circuitos de la pranmatriz y el circuito elegido de la
segunda cumpliran que:

No(+n) — (fm+ 1) = 2 (13)
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Esto es debido a que=ln =3, ya que como minimo el planeta del circuito
elegido de la segunda matriz es distinto. Por tap#ya encontrar una estructura
degenerada, deben elegirse como minimo los cicdigouna matriz &£y al menos dos
circuitos de la otra. El segundo circuito elegi@da segunda matriz«@lara lugar a una
estructura degenerada con los anteriores si tadosnlembros del nuevo circuito son
también miembros de os circuitos anteriores. De mstdo se cumple la condicion dada
por la expresion (11). Cuando esto suceda, el destorcuitos de la segunda matria C
introduciran necesariamente un miembro distintcoahputo y un nuevo circuito, por lo
que todos los circuitos de dicha matriz tambiénstituiran la estructura degenerada, al
seguirse cumpliendo la expresion (11). Como comayspara que exista degeneracion,
uno de los circuitos de la segunda, tercera,. rizr@h elegida, que no sea de la primera,

no debe aumentar el nimero de miembros distintasbidizados hasta ese momento.

Una vez que esto suceda, el siguiente circuitoademibma matriz & volvera
necesariamente a aumentar en una unidad tantongtraide miembros como el de
circuitos y por tanto dicho circuito también seranstituyente de la estructura
degenerada. Gracias a esto, no es necesario irabamalo si la estructura formada por
la primera matriz elegida o por mas de una de estdsces y algunos de los circuitos
de otra matriz constituyen una estructura degenef@el puede afirmar directamente que
cuando uno de los dos circuitos contabilizados mmoduzca un nuevo miembro al
coémputo general, la estructura degenerada, tanalfééta a los circuitos que todavia no

se han contabilizado de la ultima matriz elegida.
Por tanto, la estructura degenerada estara forpadtodos los miembros de los

circuitos de dos o0 mas matrices. En el caso dd kR de cuatro y cinco miembros,
como solo existe una matrizeCya que C = @, no puede existir degeneracion.
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Analizando lo expuesto hasta ahora, pueden deductras consideraciones. Si se
analizan las restricciones que sobre el grafo irapdas propiedades de los TEP, puede
concluirse que los grafos con un determinado nurderbrazosNb), planetasNp) y
soles N9 para un determinado numero de miembkpsno dan lugar a estructuras
degeneradas, sin que sea necesario encontrarlozdgsafos (disponiendo de todas las
formas posibles de los pares de eng@ne que dicha combinaciomip,Np,N3 puede
dar lugar. Esto supone un avance importante eetkcdédn de los grafos degenerados,

ya que reduce considerablemente la busqueda.

Una vez deducidas todas las posibles combinaciditeblp,N3 para cada namero
de miembrosN de una CEP, si se calculan las particioned ele Np enteros positivos,
puede obtenerse el nimero de matricesaCjue da lugar cada una de las distintas

combinacionesNb,Np,N$ deducidas y el nUmero de circuitasde cada matriz.

El nimero de matricesnCdistintas ser& igual Bp y el nUmero de circuitos en
cada una de ellas sera igual al valor de cada endosdenteros positivos de la particion.
Noétese que el valor minimo para cada particion s pduesto que cada planeta debe
tener al menos dos pares de engrane para no aonstit miembro redundante. Por
ejemplo, para la combinacidwb,Np,Ns= 2,3,3 de la figura 6, las particiones de los 6
pares de engrane en tres enteros positivos (6=31-62+2+2+2), s6lo puede ser 2,2,2 ya
que cada uno de los enteros positivos de la pamtidebe ser como minimo 2 por
coincidir con el niumero de pares de engrane delamefa o lo que es lo mismo, la

matriz C de dicho grafo estara formada por tresiogst Ga con dos circuitos cada una.
Todas esta posibilidadesl§,Np,N$ para un nimero de miembrsen la CEP se

recogen en la tabla Il. Las distintas posibilidasesnuestran en la tercera columna con

nomenclaturai(b), dondea es el nimero de matricesr{onb circuitos.
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En la dltima columna de esta tabla se indica ctnel nUmero de circuitos que
pueden formar la estructura degenerada. Este salobtiene directamente por la suma
de los circuitos de todas las combinaciones denkasices G que pueden hacerse, de
modo que la suma de los circuitos de las matrisggdas sea siempre menor dle 1,
como ya se comentd. Observando la tabla Il puedadise que tanto el nimero de
matrices G distintas en las que se subdivide C, como el namercircuitos de cada una,

puede variar para aun mismo valoriie

Figura 8. Estructura degenerada con minimo nume@rduitos.

Fd
hY

b
”

Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.

Obsérvese también que el nUmero minimo de cikitdnimo valor dev) que
debe valorarse para encontrar una estructura degkness cuatro, ya que es la
estructura mas simple que se puede encontrar erCERaen la que se cumple lo
indicado en la expresion (11). Esta estructura egié se muestra en la figura 8. Esto es
debido, a que como minimo si cada matrizeSta formada por dos circuitos y una Unica
matriz Gn no puede formar una estructura degenerada porefinicibn y ademas
cualquier estructura degenerada esta compuesttogas los circuitos de dos o mas
matrices @, entonces la estructura degenerada mas simpleinfmimimero de

miembros) sera la formada por dos matricesi€dos circuitos cada una.
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Tabla Il. Subconjuntos y nimero de circuitos quedan dar lugar a la degeneracion.

N [ Np [ a(b) posibles a(b) que pueden M
formar estructura
de generada

4 1 1(2)
5 1 1(3)
6 2 2(2)
7 2 1(2) y 1(3) -

3 3(2) 3(2) 4
8 2 2(3) -

2 1(2) y 1(4) -

3 2(2) y 1(3) 2(2) y 1(3) 4,5
9 2 1(2) y 1(5) -

2 1(3) y 1(4) -

4 4(2) 4(2) 4,6
10 3 2(2) y 1(4) 2(2) y 1(4) 4,6

3 1(2) y 2(3) 1(2) y 2(3) 5,6

4 3(2) y 1(3) 3(2) y 1(3) 4,5,6,7
11 3 2(2) y 1(5) 2(2) y 1(5) 4,7

1(2), 13)y
3 1(4) 1(2), 1(3) y 1(4) 5,6,7

Analizando la informacion de la tabla Il, y el pedimiento dado para detectar una
estructura degenerada en una CEP, puede conduies& el nUmero de planetas de una
CEP es igual a 2 (Np = 2), ésta no puede albergfancturas degeneradas. Esto es
debido a que el numero de planetas de una CERi&salgnimero de matricesn@ por
tanto el nUmero de circuitos que suma entre ambagual aJ y ya se ha comentado
anteriormente que solo es posible encontrar umactsta degenerada cuando el nUmero
de circuitos es menor que— 1. De este modo, puede observarse que de la® cua
combinaciones Nb,Np,N3 que pueden dar lugar a una CEP de nueve miembros,
anicamente aquellas que permiten 2(2) y 1(3), puedigergar estructuras degeneradas.
Por tanto, las CEP que pueden derivarse de la ocatibn (Nb,Np,N} = (2,2,5) no
puede dar lugar a TEP degenerados. A continua@dpresentan unos ejemplos del

método descrito anteriormente.
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Ejemplo 1: considérese el grafo de ocho miemkepeesentado en la figura 9(a).
La deteccién de estructuras degeneradas de dielfm, gebe partir de la comprobacién
de que la combinaciémNp,Np,N3 = (3,3,2) puede contener estructuras degenerBdas.
serNp > 2 dicho grafo puede contener estructuras degdasr Ademas si es asi, estara
formada por los miembros de cuatro circuitos, camaleduce es la tabla Il. Aplicando

el algoritmo propuesto, se tiene que:

Figura 9. (a) grafo de ocho miembros ejemplo 1g(ajo de nueve miembros ejemplo

2.

4 NS 4 S 6
Q <IN

o~
S
|F -
”~
\\“':If 7 f,)‘\\-"“: 7 ﬁ)’/ = ~ 9
7 K
I

|
|
|
1O 2 K] 2y
(@) (b)

Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.

1
2 5
1) Matriz de circuitos: C = 4
4 5
5
\ 5 7 4)
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2)C1= 17 4 C2 2 8 | C3= 46 3
57 .) 485/ 56 3
3) ©1=11,4,5,7,°2 = [2,4,5,81,°3 =[3,4,5,6]

4) Las combinaciones posibles son todas las cortgsigr dos de los tres
subconjuntos, de modo que el nimero de circuitasnsenor que 5. Por tanto, deben
realizarse:

Combinacién 1“1 y <
Combinacién 21 y C3
Combinacion 32 y C3
5) El numero involucrado en cada una de las coacimnes es 4, por tanto, para

que exista degeneracion los miembros del conjumtinudeben de ser como mucho 5.

s1=C1u“2=[1,24578 = I

=6 — 6-4=2
2=C1U%=[134567] = l2 =6 = 6-4=2
B=1U%3=[1,34567]= Is =6 = 6-4=2

Todos los conjuntoSt tienen 6 miembros distintos y el nUmero de circuigs
para todos los casos 4, por lo tanto no existergggeion. En concreto, el nimero total
de combinacioneNC) puede obtenerse como:

z.f—l
NC = Qu3+ Coant ... + Qui-1 = “:=3 @,), donde @,) son las combinaciones de

elementos tomados deni.
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Ejemplo 2: el grafo de la figura 9(b) tiene nuenembros, y por tenekp = 3

puede contener una estructura degenerada. La conseale las etapas del algoritmo

conduce a:

[ 1 7 %

2 8 F

1) Matriz de circuitos: C = 29 6

3 8 &

3 9 @

5 7 4

\ 6 8 5

28

2)01:(174); C2 4 815 : :(1{3296)
57 6 8 39/6

3) C1= [1,4,5,7],c2 = [2,3,5,6,8],03 =[2,3,6,9]

4) Las combinaciones posibles son todas las cortggiger dos de los tres
subconjuntos, para que el numero de circuitos sg@onque 6. Ademas el numero de
circuitos que pueden dar lugar a la estructuramkgea es 4 6 5, como se identifica en
la tabla Il. Por tanto, deben realizarse:

Combinacién 1“1 y <
Combinacién 21 y C3

Combinacion 32 y C3
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5) ElI nimero involucrado depende de la combinagiiendo ser 4 6 5, por
tanto, para que exista degeneracion los miembrosod@unto union deben de ser como

mucho 5 0 6 respectivamente.

s1=C1u“2=012,345678 —> 1

8 —. 8-5=3

2=“1U%=[1,23456,79 = I

8=C1U“=235689 —= Is =6 —=6-5=1—= DEGENERADA

En el Ultimo casds= 6 y el nimero de circuitccE y C3 es 5, por lo tanto cumple con
la condicion de estructura degenerada dada pampl@&ion (11) y entonces la estructura
formada por los miembros 2, 3, 5, 6, 8 y 9 es degeia.

1.3.2. Determinacion de todas las posibles inversiones

Todas las posibles inversiones no isomorfas de CEBR pueden enumerarse
analizando sus circuitos, ya que éstos determinasisuctura cinematica. Como ya se
comento, la inversion estd definida por el trio ™deembros que constituyen los

miembros de entrada, salida y fijo respectivamente.

Debe tenerse en cuenta que tanto el miembro 6fmpdos miembros de entrada y
salida deben elegirse entre los mismos miembrogates. Ademas, la eleccion de los
miembros que constituyen la inversion no puedesaiquiera, sino que deben cumplir
con las propiedades de los TEP, por ello, deberplig® las consideraciones que se

comentan a continuacion.

Los miembros soles que Unicamente estén vinculeolodos demas miembro de
los grafos por un par de engrane, deberan formde médligatoriamente del trio de
miembros que constituyen la inversion. Este retyuiss necesario para que dicho

miembro sol no sea redundante.
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En los TEP puede existir como méaxirko+ 2 miembros con un soélo par de
engrane. Debido a lo anterior, se puede decir qual easo de los TEP de un grado de
libertad, el nimero maximo de miembros soles comnino par de engranes son tres.

En ese caso, las combinaciones de esos tres migsgmian las posibles inversiones.

En las CEP que solo tengan un miembro brazo, @@dra ser elegido como
miembro fijo del TEP. En ese caso, no existiria PePimpedir la existencia de un eje
de rotacidbn no central y moévil. Por tanto, Unicateenuando existan dos o0 mas

miembros brazos, podra elegirse uno de ellos coramhbro fijo.

Se crea el vectdsl de dimensiones @\or 1) siendo Nel nUumero de miembros

centrales del grafo (soles y brazos) distintoselfraso de la figura 6, se tiene:

/1)
2
Si=]| 3

5
\

Se crea el vectd®2 (Nst por 1) con aquellos miembros soles que uncidamente
estén vinculados con un par de engrane al restosdmiembros y que por tanto deben
formar parte de la inversion. Por tanto, debe ciunpgadra los TEP de un grado de

libertad queNst = 3. En el caso de la figura 6 el vecBno existe.
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Se comparan los vector& y S2, y se constituye un nuevo vect88 como
resultado de eliminar el vectdl las filas correspondientes a los miembros que

aparecen en el vect82. En el ejemplo tratado se obtendria:

[1)
2
S3= 3
4

5
\

Tabla Ill. Operaciones para tener las inversioresiypes de un CEP.

Ns1 Operaciones
0 V3 (S)
1 | P2 Cne,2(S3))
2 | P3(S2¥Cne1(S3))
3 P3(2)

Se determina el valor dés1y segun estealor las inversiones posibles, tal y como
se indica en la tabla Il.

En esta tabl& son los conjuntos formados por los elementos sledatoresS y
conNc se hace referencia al niumero de elementos dalmor3, esto eslNec1 = Nc —
Ns1. el operado® es el producto cartesiano. Cgmse quiere indicar que son todas las
variaciones sin repeticion de 3 elementos de lemmibios del conjunto resultante de
realizar la operacién indicada en el paréntesis. B3se indican las permutaciones de 3
elementos de los miembros del conjunto resultaeteedlizar la operacion indicada

entre paréntesis y conds) las combinaciones dex* elementos tomados ew™de “b".
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En el caso en quest = 1, ese numero de combinacionedlas/ (Nc1 — 2)! — 2!'Y

en el caso en quést = 2 ese numero ég1! / (Ne1 — 1)!.

En el ejemplo propuestdst = 0, por lo que las inversiones se obtienen caild
las variaciones de los elementos 8&)( Esto es/3(S1) = V3(1,2,3,4,5), las variaciones
sin repeticion de los miembros numerados del 1taffados de 3 en 3. Por tanto, deben

analizarse un total de 60 inversiones posibles.

En el caso de un grafo de siete miembros, se tlgedNs1t = 1 y por tanto, las
inversiones se calculan confa(S2¢ Cne,2(S3)). Puede comprobarse que para este
grafo S1 = (1,2,3,4,5) y en consecuentla= 5, sienddS2 = (1) con lo quéNst = 1y
3=(2,3,4,5) y por tantdNc = 4. Con estos datos puede verificarse finaimegoe el
numero total de inversiones posibles es de 36.

Siguiendo los pasos anteriores puede automatitareaumeracion de todas las
inversiones de una CEP que puede dar lugar a un UERamente debe tenerse en
cuenta una restriccion obvia para que la ternaidenbros seleccionada pueda constituir
una inversion. Esta restriccion implica que endasos en que la CEP so6lo tenga un

brazo, este miembro no puede ser el miembro fgmacse indico anteriormente.

1.3.3. Deteccion de los miembros redundantes

Las transmisiones en las que algunos de sus elespuoéedan eliminarse por ser
redundantes deben de ser igualmente detectadaminaglas. La eliminacion de las
CEP que pueden contener miembros redundantestseyaven la propia enumeracion
de las CEP, al verificar las condiciones necesgi&® no suficientes para que no
existan miembros sometidos a un Unico par. No otestalebido al caracter de dichas
condiciones no se puede asegurar que no puedair todsivia miembros redundantes,
por lo que deben ser detectados en una etapaiposter
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La deteccion de miembros redundantes en los TEBepgalizarse estudiando el
valor de la potencia de engrane de los planetasyatkd que un valor nulo implica la
existencia de miembros redundantes. En concretstetlio se basa en el célculo de las
J potencias de engrane del TEP. De este modo, sieexmiembros redundantes, la
potencia entre dichos miembros es nula y por Idotatichos miembros pueden

eliminarse sin que afecte al tren.

En principio podria parecer que la deteccion denmbros redundantes exige la
resolucion de las ecuaciones de velocidad y ellmalie los pares a que estan sometidos
los distintos miembros de la transmision. Sin embapara determinar la potencia que
circula por un par de engrane Unicamente es neégedaterminar la expresion de la
relacion de transmision del TEP y una vez elegalankersion, automéaticamente
obtenemos los pares de engrane por los que ndacpotencia. En consecuencia, los

miembros que constituyen dichos pares de engrafa sedundante.

Aunque se explicara mas adelante con mayor deghléglculo de la potencia que
circula por cada uno de los pares de engrane, s dra derivar la expresion de la
relacion de transmision del TEP respecto de lagiaies de dentado de cada uno de los
pares de engrane, siendo la relacion de dentado gar de engrane el cociente entero
el nimero de dientes de los engranajes que loittyest. Ademas puede comprobarse
gue las relaciones de dentado de los pares denengoa los que no circula potencia no

aparecen en la expresion de la relacion de trasndel TEP.
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1.4. Resultados obtenidos

En la tabla IV se muestra el nimero de CEP o gralfiésnidos y el nimero total

de TEP en funcién de nimero de miembros.

Tabla IV. Numero de grafos y TEP en funcion de nanae miembros.

N |4]|5[6] 7] 8] 9

Grafos | 1/ 1| 4| 5| 43| 114
No de
TEP 2l 1|26(39(419|821

El nimero con los que se identifican a cada unmsieniembros se han omitido
en las figuras para realizarse de forma sistemdtecdorma de enumerarlos es como se
indicé con la figura 7 se nombran primero los saliespués los brazos y finalmente los
planetas y siempre en sentido de izquierda a darech

Los grafos de nueve miembros se han clasificadol@amimero de brazos,
planetas y soles, indicandose con el nimero que tederencia al nimero de cada uno
de ellos respectivamente. Los grafos en los queeepda nomenclatura “redundante”
presenta siempre alguna potencia de engrane n@dqaias las inversiones posibles, los
gue implica la existencia de algin miembro redutelan la tabla V se muestran los
grafos redundantes, en funcién de los miembroscqustituyen la inversion y que se
muestran en la segunda columna, se indica el gtafta transmision resultante de
eliminar los miembros redundantes de la transmid@cualquier inversion constituida

por la terna de miembros de la segunda columna.
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Por ejemplo, los Tep cuyo grafo es el 9332DF y dayarsion esté constituida
por los miembros 1, 3 y 5 constituyen, una veziakltos los miembros redundantes, un

Tep de cuatro miembros.

Por dltimo, para ser referencia en adelante a BR &n particular, se indicara
primero el codigo de su grafo seguidamente entrénpesis la inversion. De este modo,
los TEP de la figura 2, que son todos el mismdfereticia de su solucién constructiva

como ya se comentd, se identificaran como 62210(R,4-

Tabla V. Tep resultantes de eliminar los miembeakindantes.

Grafo | Miembros | G210 964 Ve o fesutae
Redundantge Inversion
redundantes
9520b 1,2,3 5310
9431Bi 12,4 7420
9332DF 1,3,2 5310
9332DF 1,3,4 7321a
9332DF 1,3,5 4210
9332DF 1,3,6 7321a
9334Bb 1,2,3 7322
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2. RANGO DE RELACION DE TRANSMISION Y RENDIMIENTO

Una vez determinadas todas las CEP y los TEP quwdaiese derivan, se puede
asegurar que el andlisis de estas transmisionasceetpleto. No obstante, habra que
estudiar para cada una de las inversiones lasntdistisoluciones constructivas,
concluyendo asi con el estudio de todas las pasitthensmisiones planetarias que

pudieran construirse.

El rango depende de los valores de la relaciénesadoZ« (cociente entre el
numero de dientes de los engranajes vinculadosiograr de engrane). El criterio de
signos que se ha empleado para la relacion dediertaqueZc > O si el engrane es
externo yZk < 0 si el engrane es interno. Tedricamente lxi@iade dentado podrian
adoptar cualquier valor, pero en la realidad, slorvas limitado por los siguientes

factores.

Razon de tipo economico, por lo que las relaciateeslentado interior deben de
estar entre -4 y -8, estos valores son los queMtitéer (1982). La norma AGMA 6123-
A88 (1998), sefiala que es mas rentable aument@ingro de etapas cuando la relacion
de dentado, en este caso exterior exceda ded v&r8& mas adelante que la relacion 1:6
equivale a limitar la relacion de dentado interdod:8. Respetando estos valores, se

consiguen disefios de transmisiones mas pequejesdiy baratas.
Dependiendo del nimero de engranajes que congtiglyaaneta, las condiciones

anteriores pueden no ser validas. En cualquier, ¢edwia que comprobar que esto no

produce la colision entre los engranajes.
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Normalmente el planeta estd constituido por 2, 8 éngranajes, lo que limita
fisicamente el espacio disponible y por lo tantdiémetro del engranaje y con ello el
namero de dientes. En este trabajo, el miembroefdase considera compuesto por 3

sélidos dispuestos a 120° y equidistantes conahimio sol que engrana con ellos.

En el caso de que un mismo planeta esté constipgddos engranajes, como los
planetas 5, 6 de la figura 2(c), la relacion de d@smetros de los engranajes que lo
constituyen tampoco pueden superar ciertos val@eseste caso condicionado por
criterios de tipo resistente. A los planetas asstraidos se les denominara en adelante
planetas dobles. Este conjunto de restriccionedeben tener en cuenta al analizar un
TEP para determinar cualquiera de sus parametrdsimbBonamiento, ya que todos

dependen de los valores de las relaciones de adentad

En algunos casos especificos, pueden existiragestnes particulares en el disefio,
como podria ser el peso, el volumen o los esfuegmasojinetes y rodamientos debidos
a las fuerzas centrifugas. Con respecto a este, @ty nuevamente a la norma AGMA
6123-A88, en la que se comenta lo poco comun quenesntrar transmisiones
planetarias en la industria, (sector automovildstimaquinas herramientas, etc.) en las
que el brazo gire a mas de 1800 r.p.m; ya queaxigdaldes superiores comienzan a ser

importantes efectos dinamicos.
2.1.Restricciones para las relaciones de dentado
En este apartado se estudian las relaciones dadidegtie pueden utilizarse en el

caso de estar constituido el planeta por tres aegrdbviamente el nimero de circuitos

es igual al nimero de pares de engrane e iguahatro de relaciones de dentado.
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Para denotar a los miembros del circlitee usaran los subindicisy jk para los

miembros vinculados con el par de engranepara el brazo. Se defi@e= Zikjkcomo:

kZZikjk = Zik | Zj« (14)

DondeZk = Ziqk es la relacion de dentado del par de engraneimdeiito k, que
vincula al miembrdk con eljk. Con el fin de simplificar su expresion se escéiliij
para hacer referenciaZzajk. Para que dicha definicion sea coherente condacs@n de
Willis, Z« debe ser positivo si el engrane es exterior ythagai el engrane es interior.
Por ejemplo, para el tren de la figura 6(a) serfarglie adoptar2£< 0 y Zie > 0.

2.1.1. Relacién de dentado en planetas simples

Se denomina planeta simple a aquel miembro planetaesta constituido por un
Unico engranaje, como es el caso de los planetasl® |a figura 2(a). Las restricciones

se estudian en funcién de si el engrane es exteiigerior.

En el caso en que el engrane se produzca por tom=ierno Z« > 0) y estando
constituido el miembro planeta por tres engrandgsiestriccion impuesta en este
estudio es:

1/E= Zij =5 (15)

Hace falta comprobar que es posible la relaciédatgado interior. En la figura
10 se representan los circulos primitivos del sotylo central) y los tres engranajes
planetas (circulos exteriores). El radio del solResy el radio de cada uno de los
engranajes planetas es. EEn esta figura se representa la situacion lingge decir,
cuando la relacion de dentado hace que los engsisaan tangentes y por tanto se

impida su rotacion.
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Bajo estas condiciones y conocido el angulo de @80% los segmentos que unen
los centros de los engranajes planetas con el majgraol, se pueden plantear las

siguientes expresiones:

(R + R2)sen60 = R (16)

(R + R2)cos60 = x a7

Aplicando el teorema de Pitdgoras, resulta:

(R + R)2 = R2 + x2 (18)

Sustituyendo “X” por su valor (expresion (17))iyidido por R2 se tiene:

#R2)2 + 2(RIR2) = Va (R/R2)2 + Vi + ¥ (RIR2) (19)

Como todos los engranajes deben tener el mismalmé&E pueden relacionar los

cocientes de los diametros y las relaciones deadentle forma que la expresiéon (19) es

equivalente a:

(@2 + 2(Z12) = Ya (Z22)? + Ya + Yo(Z2) (20)
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Figura 10. Situacion de tangencia sol-planetdsiuygtas corona.

Fuente: Del Castillo, J.MAnalisis de las expresiones de la eficiencia de [dsp.

El resultado valido de la ecuacion (20) esZ0,1543, con lo que situar el limite
en Z2 = 1/5 esté justificado, no existiendo impedimedé&ola rotacion por colision
entre los engranajes. Si los circulos primarioseg@ran una distancia igual al modulo,
este valor es ligeramente superior, en concretitese Z2 = 0,16025. Aun en dichos
casos, el limite impuesto dei2Z sigue siendo suficiente para no aproximarse a la
situacion de colision. En este trabajo, se utifizaomo restriccion de disefio de la
expresion (15), esta situacion no esta préxima sitlecion de tangencia como se ha

comprobado.

Para engranes interiorea K 0) la restriccion de disefio sera:

770 =-2,2 (21)
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En esta figura se representa la situacion limilendo los engranajes engranan
interiormente. El radio del sol que engrana con gaetas es R el radio de los
planetas es Ry el de la corona que engrana interiormente cemplanetas essREn este

caso se cumple que:

R=2R+R: (22)

Expresando la ecuacion (22) en funcion del méglhdbnimero de dientes de cada

miembro, se tiene:

MZs | MeZ2) = 2 + (ruZs / meZ2) (23)

Dondemi es el médulo del engranajeY como los engranajes 1, 2 y 3 deben tener
el mismo mddulo, la expresion anterior se puedel#icar, siendo (la expresion se ha

escrito de acuerdo al signo adoptado para lasoekx de dentado anteriores):

Z32=-2- 242 (24)

Esta expresion no es exacta si los engranajeabsedn con desplazamiento pero

puede considerarse valida para los céalculos.

La relacion de dentado para engranajes extersards fijado en el rango de 0,2 a
5, por lo tanto y haciendo uso de la expresion €¢puede justificar un rango para la

relacion de dentado interior entre -7 a -2,2.

Falta comprobar que la relacion de dentado eritlacson representada en la
figura 10 (situacion limite) no se encuentra eraabo aceptado. Haciendo nuevamente

uso de la figura 10 puede comprobarse la relacdia ghor la siguiente expresion:

(R1+ R2)cos30 =R (25)
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Sustituyendo en (22) se tiene:

Rs3= 2R +R1= R + (R /c0s30) = ((2 #3)/2) R

R/R2= 2,1547 (26)

Como el modulo es el mismo tenemos que:

RR2=MZ | MZ =273/ Z2 = Z32 = 2,1547 27)

El valor minimo de la relacién de dentada sera en valor absoluto 2,1547, que
coincide con la relacion minima de entre los didosetle los engranajes sol exterior y
planeta. Del mismo modo que en el apartado anfesiose tiene en cuenta una
separacion entre los circulos primarios igual atluhd, el valor minimo seria 2,16025.
Por tanto, aunque préximos a la situacion de tasigeel valor 2,2 para la relacion de
dentado exterior es valido. El limite establecidoapla determinacion de las relaciones

de transmision maxima es para la relacion de dergztkrior (-2,16025 a -8,24).

2.1.2. Relaciones de dentado en planetas dobles

Cuando se requiere aumentar la relacion de trai®misna solucion es utilizar
planetas dobles, como se muestra en la figurarila eue el miembro planeta esta
constituido por los engranajes 2 y 3. De este miadorelaciones de dentado interior y
exterior dejan de ser valores dependientes, laiéelale didmetro de los engranajes que
constituyen el planeta no puede ser cualquiera, gire esta condicionada por criterios

de tipo resistente.
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Figura 11. Planeta construido por varios engranajes
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Fuente: Del Castillo, J.MAnalisis de las expresiones de la eficiencia de [6sp.

En este cazo las relaciones de dentadoyZZ43 y las relaciones 12 yZs3, estan
relacionadas con los radios de los engranajes apsittyen el planeta. De la figura 11
se puede extraerse la siguiente relacion geometrica

R+ R=R+Rs (28)

Expresando la ecuacion anterior en funcion deluiwdde los engranajes, se tiene:

Z{+ 22) (Z3 + Z4) = mea/ mui2 = (RsZ2 | ReZs) (29)

Dondemi2 es el médulo de los engranajes 1 y 2m¢ es el modulo de los

engranajes 3 y 4. De esta forma, la relacion dosreliametros de los engranajes 2 y 3

condiciona el valor deiZ y Zss. Operando la expresion anterior se tiene:

sRRe= (Zuz + 1) / (Zi3+ 1) (30)
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Del mismo modo puede obtenerse teniendo en cudnsggno negativo de la

relacion de dentadosZla expresion:
R Ro=(Z12+ 1)/ (| Zs3| —1)=(Z2 + 1)/ (-Z3— 1) (31)

La relacion de diametros entre los engranajescqustituyen el planeta doble se
fijard en el rango 1/3 a 3, por razones de tipasteste y para lograr un disefio
proporcionado.

2.1.3. Resumen de restricciones

En las tablas VI y VII se muestran un resumen de ristricciones que se
impondran en las relaciones de dentado, en fund&iue si su planeta es simple o
doble. En concreto, la tabla VI corresponde a &sdricciones impuestas cuando el

planeta es simple y la tabla VII. con las restdoeis con planetas dobles.

Tabla VI. Restricciones para relaciones de dentadglanetas simples.

SignoZk | Restriccion

Zk>0 |[1/5< 2k <5

k<0 |-7<2Zk< -2

Tabla VII. Restricciones para relaciones de dentamhoplanetas dobles.

SignoZk Restriccion
Z12>0, #43>0 R3/Re=(Zaz + 1)/ (Z3+ 1)
712>0, 23<0 Rs/Re=(Zi2 + 1)/ (| Zs3| — 1)
Diametros Extremos Restriccion
R3/R2 1/3< R3/R2< 3
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2.2.Calculo de velocidades

Para el célculo de velocidades de los miembrosndeep, se aplica la ecuacion de
Willis a cada circuito, de tal modo que se tiedegtuaciones W incognitas. De ladl
incégnitas, son conocidas una por ser la veloadighaniembro fijo, y por lo tanto nula y
F por fijar una velocidad como referencia para é&uwéa de las otras, (normalmente se
toma como base de calculo la velocidad de entrgual ia la unidad), con lo que el
sistema tieneN — F — 1 incégnitas. De este modo, se tiene un sisteomapatible
determinado. La ecuacion de Willis, sienda sol del circuitoj el planeta y el brazo,
es la siguiente:

W —wr + (Wi —wr)Zk = 0 (32)

Donde % es el valor de la relacion existente entre lostdedel sol y los planetas
y cuyo signo depende de si engrana interior o iexteente como ya se ha comentado.
Puede por tanto escribirse que:

kiki= Zk = signo— (Zik / Zjk) (33)

2.3.Resultados para los trenes de engranajes planetasi@e cuatro miembros

Este tren esta constituido por dos miembros salesjiembro bazo y un miembro
planeta. El grafo de la cadena cinemética de cumigmbros se representa en la figura
12. Los miembros se han etiquetado como se exeticél capitulo 1, de este modo los

circuitos son 1,4,3y 2,4,3 y por tanto las relae®de dentado serdm4 y Z24.

Existen dos inversiones no isomorfas, que sor2ly3®;1-2. Para hacer referencia
a una inversion se hara en funcion del miembroeguel miembro de entrada. De este
modo para la primera inversion se dird que esdastnision con entrada por el sol,

mientras que la segunda serd la transmision ceadanpor el brazo.
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Para el estudio de todas las transmisiones plaethasadas en la cadena
cinematica del tren de cuatro miembros, es necesgrcontrar todas las soluciones
constructivas que puedan obtenerse. Una solucidstraetiva la constituye cada una de
las posibilidades de adoptar cada relacion de dentiaterior o exterior de los
engranajes. Por tanto, como cada una de las reexcite dentado pueden ser interior o

exterior, en este caso, se tren cuatro posibilslade

Figura 12. Grafo de los trenes de cuatro miembros.
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Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.

Existen dos posibilidades en las que el planeta®igue puede estar constituido
por uno simple y so@14 > 0 yZ24 < 0 6Z14< 0 yZ24 > 0, como se representa en la
figura 13. Se estudiaran también las dos soluci@oestructivas que necesariamente
deben tener el planeta doble y los casos de leafityd constituidos por un planeta doble.

En la figura 14 se representan dichas solucionestieetivas.

Cada una de las seis transmisiones representsgasneaticamente en las figuras
13 y 14 se analizara detalladamente, tanto siige ebmo miembro de entrada el
miembro sol o el miembro brazo de la transmisiam, la finalidad de que el estudio sea

completo.
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Figura 13. Soluciones constructivas con planetaglss.
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Fuente: Hus, C.H., Lam, K.MAnalisis y representacion gréfica de los TEP.

Figura 14. Soluciones constructivas con planetagedo
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Fuente: Hus, C.H., Lam, K.YAnalisis y representacion grafica de los TEP.
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2.3.1. Identificacién de la solucidn constructiva

En lo sucesivo, se identificaran las distintas cohes constructivas de los trenes
de cuatro miembros por un par de numeros, se irfdicsi los pares de engrane cuya
relacién de dentado so#14 y Z24 son positivos o negativos. Asi, para indicar qae u
par de engrane es exterior y por lo tanto su r@hade dentado es positiva, se indicaran
con un 1, mientras que el dentado interior (relacié dentado negativa), se hara con un
0. En el caso de que las soluciones constructeragah doble planeta se indicara con un
asterisco al lado de los dos nimeros. Con estanagin, las soluciones constructivas

de las figuras 13 y 14 se identificaran como secadn la tabla VIII:

En el caso de que los dos pares de engrane dinetg) sean positivos (11) o
negativos (00), no se indicara con un asteriscosgueata de un planeta doble, pues no
deja de ser informacion redundante.

2.3.2. Rango de relaciones de transmision de los trenes dgatro miembros

El estudio cinematico de las transmisiones de cuaiiembros se ha realizado
para el tren con entrada por el sol. Logicamenseré&sultados de la inversién con

entrada por el brazo son inversos.

Con la transmisién 10* puede conseguirse una régluecndxima de 1/23,5 y con
la transmision inversa una multiplicacion de 23,8s transmisiones con planetas
simples solamente alcanzan una reduccion de 14k2.un rendimiento cercano a la

unidad.
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Tabla VIII. Cadigo de identificacion de las solunés constructivas del tren de cuatro

miembros.

Solucién Constructiva Codigo de Identificacior
figura 13(a) 10
figura 13(b) 01
figura 14(a) 10*
figura 14(b) 11
figura 14(c) 01*
figura 14(d) 00

Otro hecho significativo, es que si se requiere lgugansmision el sentido de la
velocidad de giro, es necesario utilizar las trasgmes de planetas dobles en las que
las relaciones de dentado son ambas interioresesia@es. Con estas transmisiones se

puede reducir la velocidad hasta —1/19 (entradaldomrazo) y multiplicar hasta —19.

La tabla IX resume los resultados obtenidos esifundel rango permitido de las
relaciones de dentado. En concreto, las relacida¢sansmision alcanzadas por los TEP
de cuatro miembros se han determinado en los easgsie las relaciones de dentado
exterior se mantienen en un intervalo 1/Zk< 3 y que se representan en la parte
superior de la tabla y para 1/5 Z < 5 mostradas en la parte inferior. Puede
comprobarse cémo al limitar el valor de las relaede dentado se reduce el rango de

las relaciones de transmision obtenidos.
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Tabla IX. Relacion de transmision alcanzada potrierses de cuatro miembros.

Solucion | Max Inversion Rango de Relacion de transmision
Constructivg (Zij) 9

10 1,3-2 de 0.008333 a 0.41667
01 1,3-2 de 0.583330 a 0.91670
10~ 3 1,3-2 de 0.032258 a 0.6667(
11+ 1,3-2 | de -19 a 0.041667 de 1.041670 a 19.000
01~ 1,3-2 de 0.333000 a 0.9667(
0 o* 1,3-2 | de-19a-0.714 de 1.714000 a 20.0000
10 1,3-2 de 0.115300 a 0.37500
01 1,3-2 de 0.625000 a .08847(
10~ 5 1,3-2 de 0.074074 a 0.5454(
11~ 1,3-2 | de -14 a 0.15385 de 1.153850 a 15.00p0
01~ 1,3-2 de 0.454500 a 0.9260(
0 o* 1,3-2 |de-19a-1 de 2.000000 a 20.0000

2.4.Resultados para los trenes de engranajes planetaside cinco miembros

Las transmisiones planetarias de cinco miembroseptan la cadena cinematica

de la figura 15. Esta transmision tiene tres mi@slsoles, un planeta y un brazo. Los

circuitos que definen el grafo son 1,5,4; 2,5,4,%,8 por lo tanto las relaciones de

dentado sox15, Z25y Z35.

La cadena cinematica de estos trenes tiene una iiiersion y es la resultante de

elegir una combinacion de los soles. En este estsglitomara como inversion la que

tiene como miembro fijo el 2, y como miembro deradd y salida el 1 y el 3

respectivamente.
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Las soluciones constructivas que se obtienenedeptires de engrane son doce, ya
que cada par de engrane puede tomar valor positivegativo. En este caso, debido a
que | miembro planeta tiene tres pares de engtadas las soluciones constructivas
tendran un planeta doble.

Figura 15. Grafo de los trenes de cinco miembros.
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Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios.
2.4.1. Identificacion de la solucion constructiva

La identificacion de las soluciones constructivaslaks transmisiones planetarias
de cinco miembros se hara siguiendo las mismadasegpme se ha descrito para la
identificacion de las de cuatro miembros. No olstacomo el planeta tiene tres pares
de engrane, dos de ellos engranaran en el misnrarejg del planeta y esto se indicara
con otro par de digitos separados de los idendifices del signo de cada una de las
relaciones de dentado. En la figura 16 se aclasaterior.

Las relaciones de dentado se enumeran en el olelgideepara los circuitos, esto
es,Z15, Z25y Z35. En la tabla X se relacionan las doce soluciooesteuctivas. En esta
tabla, para indicar la solucion constructiva sesdeina en la primera columna si el
engrane es exterioZK > 0) o interior Zk < 0). En la segunda columna de la tabla se

indican los soles que engranan sobre el mismo eajgralaneta.
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El cddigo correspondiente a cada una de las cowmibimes se muestra en la
tercera columna, indicando en primer lugar el sigaocada una de las relaciones de
dentado 1 6 0 al igual que para los trenes de @wuatembros y seguidamente los

miembros soles que engranan con el mismo engrplaagjeta.

Figura 16. Ejemplos de identificacion de las saoes constructivas del tren de cinco

miembros.
Zas o H 7., sy L Zas
215 A Zas s D [ Z3s A Zas
101 12 101 23 001 23

Fuente: Hus, C.H., Lam, K.YAnalisis y representacion grafica de los TEP.

Tabla X. Cadigo identificativo de las solucionesisiouctivas del tren de cinco

miembros.

Relaciones de dentacoSOIes que engranan - Céc_ii_go d_(/%
con un mismo planeta identificacion
Z15>0, 225<0, Z35>0 12 101 12
Z15>0, 225<0, Z35>0 23 101 23
Z15>0, 225<0, Z35<0 12 100 12
Z15>0, 225<0, Z35<0 13 100 13
Z15<0, 225>0, Z35>0 12 011 12
Z15<0, 225>0, Z35>0 13 011 13
Z15<0, 22550, Z35<0 12 010 12
Z15<0, 225>0, Z35<0 23 010 23
Z15>0, 225>0, Z35<0 23 110 23
Z15>0, 225>0, Z35<0 13 110 13
Z15>0, 225<0, Z35>0 23 001 23
Z715<0, 225<0, Z35>0 13 001 13
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Tabla XI. Relacion de transmision alcanzada potrirses de cinco miembros.

Solucién M‘?X Inversion Rango de Relacién de transmision
Constructivg (Zij)

001 13 1,3-2 | de-200a-5.9 de 2.8a120

001 23 1,3-2 | de-120a-2.4 de 6.9 a 200

010 12 1,3-2 de 0.8552 a 1.52
010 23 1,3-2 de 0.64 a 1.17

011 12 1,3-2 | de-8.75a-0.0243 de 0.0234 a 0.846
011 13 5 1,3-2 | de-5.42 a-0.0240 de 0.0237 a 0.88
100 12 1,3-2 | de -0.377 a-0.0030364 de 0.001B%44
100 13 1,3-2 | de-0.1692 a -0.00185 de 0.003083%v0
101 12 1,3-2 de 0.153 a 9.75
101 23 1,3-2 de 0.115 a 6.92
110 13 1,3-2 | de-28.3a-0.181 de 1.13 a 28.92
110 23 1,3-2 | de-27.92 a-0.130 de 1.168 a 29.3
001 13 1,3-2 | de-96.7a-9 de 3.667 a 56
001 23 1,3-2 | de -50.67 a-2.667 de 10 a67.5

010 12 1,3-2 de 0.9a1.52

010 23 1,3-2 de 0.85a1.108
011 12 1,3-2 | de-8.75a-0.0446 de 0.039 a 0.7885
011 13 3 1,3-2 | de-2.88 a-0.0439 de 0.0427 a 0.80
100 12 1,3-2 | de-0.377 a-0.00306 de 0.00323 a 0.
100 13 1,3-2 | de-0.169 a -0.00185 de 0.00302%40.
101 12 1,3-2 de0.211a7

101 23 1,3-2 de 0.197 a 4.2

110 13 1,3-2 | de-24.6 a-0.27 de 1.246 a 23.4
110 23 1,3-2 | de-22.4 a-0.246 de 1.346 a 25.6

2.4.2. Rango de relaciones de transmision de los trenes d@co miembros

En la tabla Xl se muestran las relaciones de trei@mque pueden obtenerse con
los trenes de cinco miembros. Los rangos son mayjre en lo de cuatro miembros, la
desmultiplicacion puede conseguirse hasta 1/540laadnversién 1,3-2 y la soluciéon
constructiva 100 12.
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Sin embargo, la multiplicacién de la velocidad mege ser 540 con el mismo tren
(inversion 3,1-2) ya que este tren es irreversidisto limita alcanzar altas
multiplicaciones, llegandose hasta una multipliéacide 200. Por tanto, puede

concluirse que los TEP de cinco miembros so6lo debgplearse como reductores.

2.5.Resultados para los trenes planetarios de seis mibros

En las transmisiones de seis miembros se distinguatno gafos (ver tabla XII).
La numerada por 6320, tiene tres miembros soles,ptimetas y un Unico brazo, sin
embargo, los otros tres grafos presentan dos sidesplanetas y dos brazos. Todos los
planetas tienen dos pares de engrane, por lo gegepuconstruirse con un engranaje.
También se analiza el rango de relacion de tram&mgpue puede conseguirse cuando

uno o los dos planetas estan constituidos por fdammbles.

Tabla XII. Circuitos de las cadenas cinematicasaie miembros.
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2.5.1. ldentificacién de la solucién constructiva

La identificacion de la solucion constructiva es TEEP de seis miembros se hara
siguiendo las mismas pautas que en los casos@eterkEn estas transmisiones los pares
de engrane correspondientes a cada uno de logt@ire@ran los que se muestran en la
tabla XII. Las dos primeras relaciones de dentamtoesponde con los dos pares de

engrane de un mismo planeta y las otras dos catelasro planeta.

El cédigo identificativo de la solucion construetivponsta de cuatro digitos, de los
que los dos primeros indicaran los signos de losspde engrane de las dos primeras
relaciones de dentado respectivamente y los dasdeg los signos de las dos ultimas,
siguiendo el orden de los circuitos de la tabla Eh el caso de que algun planeta fuese
doble, se indicara con un asterisco junto al padidgdos del planeta correspondiente.
Por ejemplo, en el caso del grafo 6220 la soluc@structiva 10 01* seria aquella en la
que 215> 0 y por lo tanto Z5< 0 ya que se trata de planeta simpleZ0 y 26> 0,
siendo este planeta doble.

2.5.2. Rango de relaciones de transmision con planetas gitas
En la tabla XIIl se muestran los rangos de lascietes de transmision capaz de
conseguirse con cada una de las transmisioneggidmey solucion constructiva) en las
que el miembro fijo es un sol.
2.5.3. Rango de relaciones de transmision con un planetdsble
En el caso de que uno de los planetas pueda sk, thbrelaciones de dentado de
ese planeta ya no siguen la relacion que expresaleguacion (24), sino que son

independientes. Unicamente se exigira que cumplanlas condiciones dadas en la

ecuacion (30) y la (31).
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El nimero de soluciones constructivas por cadasnve es de 16, por lo que en la
tabla XIV sélo se representan los valores de aagigdlansmisiones cuyo rango de
relaciéon de transmision las hace interesante (elald se han incluido también las
inversiones con brazo fijo). Con estas transmisiose pueden alcanzar mayores

reducciones y multiplicaciones de velocidad.
2.5.4. Rango de relaciones de transmision con los dos pktas doble
Con dos planetas dobles, los resultados son l&stdbla XV y como puede verse,
el rango de la relacion de transmision es algorsupal de las mismas transmisiones

con un solo planeta doble. En la tabla XV se hgoresentado Unicamente las

transmisiones con rangos de la relacion de tram@miisteresantes.
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Tabla XIII. Relaciones de transmisién alcanzadadgmtrenes de seis miembros con

planetas simples.

Grafos Solu0|or_1 1 Inversién Rango de Relacion de transmision
Constructiva
10 10 1,2-3 de -14 a -0.25 de1.25 al4
10 01 1,2-3 de-25a-0.1
01 10 1,2-3 del.lalb
01 01 1,2-3 de -23a-1.75 de 2.75a 27
10 10 1,4-3 de -9 a -0.1458 de 1.145a 10
6320 10 01 1,4-3 de -1.041 a -0.0083
01 10 1,4-3 de 1.008 a 2.041
01 01 1,4-3 de -9 a -0.1458 de 1.145a 10
10 10 1,3-2 de0.2a5
10 01 1,3-2 de 0.091 a 0.714
01 10 1,3-2 del4all
01 01 1,3-2 de 0.636 a 1.57
10 10 3,4-2 de 0.0833 a 0.416671
6220 10 01 3,4-2 del4d4all
01 10 3,4-2 de 0.091a0.714
01 01 3,4-2 de 0.636 a 1.57
10 10 2,4-1 de 0.16 a 0.66
10 01 2,4-1 de 0.618 a 0.951
01 10 2,4-1 de 0.618 a 0.951
01 01 2,4-1 de 0.826 a 0.993
10 10 4,3-1 de 0.18 a 0.895
6221 10 01 4,3-1 de 0.77 a 0.992
01 10 4,3-1 de 0.09 a 0.55
01 01 4,3-1 de 0.604 a 0.95
10 10 1,4-2 de 0.34a0.84
10 01 1,4-2 de 0.048 a 0.382
01 10 1,4-2 de 0.048 a 0.382
01 01 1,4-2 de 0.00069 a 0.173
10 10 1,3-2 de 0.18 a 0.895
10 01 1,3-2 de 0.09 a 0.55
01 10 1,3-2 de 0.77 a 0.992
01 01 1,3-2 de 0.604 a 0.95
6222 10 10 1,42 de 0.104 a 0.82
10 01 1,4-2 de 0.00075 a 0.23
01 10 1,4-2 de 0.45a0.91
01 01 1,4-2 de 0.05 a 0.395
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Tabla XIV. Relaciones de transmisién alcanzadadgsoirenes de seis miembros con

un planetas doble.

Grafos Solu0|ér_1 1 Inversién Rango de Relacion de transmision
Constructivg
10 11* 1,2-3 | de -0.667 a -0.0067 de 0.0072 a9.90
10 11* 1,4-3 de 0.007 a 0.904
6320 10 01* 1,4-3 | de -9 a-0.00396 de 2.27 a 9.85
11* 01 1,4-3 de 0.00694 a 0.914
10* 01 1,4-3 | de -9 a-0.00396 de 2.27 a 9.85
11* 10 1,3-2 | de-188a-0.2 de 2.6 a 200
10 11* 3,4-2 | de-188 a-0.2 de 2.6 a 200
10 00* 3,4-2 | de-228a-1.68 de 4.36 a 200
6220 10 10* 1,4-3 | de-0.224 a -0.0033 de 0.00169 870.8
01 11* 1,4-3 | de-149a-1.63 de 1.2 a 139
01 O0* 1,4-3 | de-179a-3.4 de 3.08 a 169
10 01* 2,4-1 de 0.62 a 0.994
01 11* 4,3-1 | de-5.33 a-0.00696 de 0.00542 a 7.5
10 11* 1,4-2 | de-6.5a-.00694 de 0.09 a 6.5
10 10* 1,4-2 de 0.024 a 0.39
10 01* 1,4-2 de 0.00347 a 0.29
10* 10 1,4-2 de 0.0402 a 0.645
6221 11* 01 1,4-2 | de -6.52 a -.00694 de 0.09 a 6.94
10* 01 1,4-2 de 0.00347 a 0.29
10 10* 4,3-1 | de-143 a-1.96
11* 10 4,3-1 de 0.184 a 156
10 10* 1,3-4 de 0.00377 a 0.337,
11* 10 1,3-4 | de-10.2 a -0.00645 de 1.226a11.4
10 01* 1,2-4 | de-0.423 a -0.00348
11* 01 1,2-4 | de -6.86 a -0.099 de 0.00591 a 5.21
10 11* 1,4-2 | de-10.2 a -0.00645 de 1.2a11.25
10 01* 1,4-2 de 0.00361 a 0.5
6222 11* 01 1,4-2 | de-4.8 a-0.0065 de 0.088 a 5
10* 01 1,4-2 de 0.00377 a 0.337,
11* 10 2,1-3 de 0.00641 a 5.41
01* 10 2,1-3 | de-1.041 a -0.00362
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Tabla XV. Relaciones de transmisién alcanzadasgsdrenes de seis miembros con los

dos planetas doble.

Grafos Cgr?éltjrﬂgtrilve Inversion Rango de Relacion de transmision
10* 11* 1,2-3 | de -1.76 a -0.0044 de 0.0051 a 0.87
10* 00* 1,3-2 | de -0.84 a -0.0045 de 0.0054 a 0.38
6320 | 11* 11% 1,4-3 | de -8.8 a -0.00551 de 1.01a9.8
11* 01* 1,4-3 de 0.0033 a 0.965
10* 01* 1,4-3 | de -8.85a -0.00189 de1.22a9.5
11* 11* 3,4-2 | de-94 a-0.0085 de 0.0095 a 105

6200 |00 01* | 3,42 | de-0.841a-0.00673| de 0.00617356
11* 11* | 1,43 | de-1042-0.00531 | de 0.00529 a318
01* 01* | 1,4-3 |de-11.5a-0.00213 | de 0.0021262D.

11* 01~ 1,4-2 | de -5.89 a -0.0034 de 0.0675 a 6.59
10* 11* 1,4-2 | de -5.89 a-0.0034 de 0.0675 a 6.59
10* 01* 1,4-2 de 0.00173 a 0.492

11* 10* 2,4-1 | de-7.87 a-0.00213 de 0.0024512 9.
00* 10* 2,4-1 | de-10.6 a -0.00185 de 0.0036 &4.1.

11* 11* 4,1-3 | de-168 a-0.01 de 0.0078 a 12.5
6221 11* 10* 4,1-3 de 0.089 a 312
11* 00* 4,1-3 | de -20 a -0.0067 de 0.0061 a 7.87
11* 11* 1,3-4 de 0.005 a 15
11* 10* 1,3-4 | de-10a-0.0032 del.lal2
10* 11* 1,3-4 | de -5a-0.0034 de 0.0795a 5.3
10* 10* 1,3-4 de 0.00180 a 0.622
11* 01* 1,2-4 | de -10.2 a-0.086 de 0.005 a 8.2
10* 01* 1,2-4 | de -0.968 a -0.00173
0l1* 10* 2,1-3 | de-1.64 a-0.00181
6222 10* 01* 2,1-3 de 0.00182 a 0.622

11* 00* 2,1-3 | de-121 a-0.056 de 0.135 a 148
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2.6.Rendimiento de los trenes de engranajes planetarios

Los TEP ofrecen ventajas relativas a su menor pelsmensiones en comparacion
a los trenes de engranajes ordinarios, sobre todondo las relaciones de transmision
son elevadas. No obstante, las perdidas de potencestas transmisiones pueden ser
considerablemente mayores que en un tren de efpggam@inario. Esto hace que una
de las etapas principales en el disefio de un TBFRasestimacion del rendimiento.
Existen diferentes métodos para la obtencion aelingiento pero el mas factible en
cuanto a su aplicacion debido a la posibilidadndl@iémentarlo en un ordenador son los
propuestos por (Mathis, 1999; Pennestri, 1993p<$stetodos se basan en la resolucion
de las ecuaciones de las velocidades y pares danend.a expresion del rendimiento de

un TEP vendra dada por:

n=- (Tout Wout)/ (Tin Win) (34)

El signo negativo se incluye en la expresion aoitgyara obtener el rendimiento
con signo positivo, debido a que la entrada denptdeal sistema y la potencia de salida

tienen distinto signo.

Como es sabido, la expresion del rendimiento ddER depende no soélo de la
relacion de dentaddij sino que ademas, para un mismo TEP, depende tks @ean
los miembros conductores del tren. En otras padabos valores de la relacion de
dentadoZij de un TEP determinan el sentido de la transmisiénla potencia, a
diferencia de los trenes de engranajes convenesnaestos hacen que en los TEP no
sea posible obtener una Unica expresion de sum@mdd. En concreto, el nimero de
expresiones distintas del rendimiento de un TER igeral al numero de combinaciones
posibles de los signos de las potencias de engemendo en cuenta que la suma de las

potencias de engrane en un mismo planeta es nula.
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De este modo, para un tren de cuatro miembroseexisposibles expresiones del
rendimiento, en un tren de cinco miembros existerpo8ibles expresiones del

rendimiento y para un tren de seis miembros s@s posibilidades.

El procedimiento para obtener la expresion analitiel rendimiento de un TEP

consta de las siguientes fases:

-.Célculo de las velocidades de todos los miemtebsren.

-.Célculo de todos los pares mediante las ecuasidaeequilibrio (ecuacion sin

considerar pérdidas).

-.Determinacion en cada circuito del miembro comaiug conducido.

-.Reemplazar las ecuaciones que relacionan loss gamacion sin considerar

pérdidas), por las ecuaciones reales, en las queossidera el rendimiento

ordinario.

-.Calcular de nuevo los pares sobre los miembrbseate

-.Finalmente sustituir los resultados en la expredel rendimiento.

2.6.1. Calculo de la potencia de engrane

En el apartado anterior, se ha comentado breventantéases para obtener la
expresion del rendimiento de una transmision p&argetEn este caso, se comprueba que
es necesario resolver las ecuaciones de la vetbgidte los pares. No obstante, puede

obtenerse una buena aproximacion del rendimiemoaiendo Unicamente las potencias

de engrane de los distintos circuitos.
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Ahora bien, puede pensarse que la determinaciolasi@otencias de engrane
requiere del calculo de los pares y las velocidageso no es asi. Para conocer las
potencias de engrane sélo es necesario conocezld@sones de transmision del tren y
en consecuencia para obtener una aproximacioneddimiento basta con obtener la
expresion de la relacién de transmision. La potem@nsmitida a través del par de

engrane correspondiente al circuites:

KBE — Tikk(Wik / W) (35)

En (Del Castillo, 2002) se demostro que la poteni@ engrane del circuitoes
igual a la elasticidad de la relacion de transmis&specto de la relacion de dentado de
dicho circuito. De este modo, si la relacion detdéo del circuitk esZikjk la relacion

entre ellas es:

5= Sikjk = (Zikjk/ Wout) (6Woul0Zikjk) = (Zk/ Wout) (0WoulOZK) (36)

Al valor & se le denominara en adelante sensibilidad dalitir&. Como se ha
comentado, en este tipo de transmisiones es partieente interesante que una de las
primeras etapas del disefio de un TEP sea la eghimae su rendimiento. No obstante,
esto no es sencillo en una etapa inicial, ya quedkelulo del rendimiento exige una
definicion total del TEP. En otras palabras, defgse el numero de miembros, su
estructura cineméatica (CEP), la inversion e inclie® valores de las relaciones de

dentado.
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2.6.2. Rendimiento de los trenes de engranajes planetariode cuatro

miembros
El rango de relacién de transmision capaz de comsegson las transmisiones
planetarias de cuatro miembros, es légicamenteidande la solucion constructiva,
aunque bien es cierto, que si mas de una soluoidstrtictiva puede adoptar una misma

relacion de transmision lo haran con el mismo marehto (si las dos tienen entrada por

el sol o por el brazo), como se demuestra a caation.

Las transmisiones planetarias de cuatro miembrosntrada por el sol, tienen la

relacion de transmision siguiente:

MW= Z14/ (Z14 — 224) (37)

Las sensibilidades o potencias de engrane dectadgto tienen el valor siguiente:

14§ —224 | (Z14 — 224) (38)

248 224 (214 — 224) (39)
Resulta sencillo establecer relaciones entre p@erde engrane y relaciones de
transmision y asi conocer qué miembro es condwtdiuncion de los valores de las
relaciones de dentado. Por ejemplo, en el casdiliaula transmision planetaria de
cuatro miembros con entrada por el sol como middgdbra de la velocidad y con el

mismo sentido de giro que la velocidad de entreeléiene:

oW>1 == 0<224/714< 1 (40)
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Con lo que la potencia de entradas s negativa y por lo tanto el miembro
conductor del circuito es el sol. Teniendo en cadénmtanterior puede comprobarse que

la expresion del rendimiento resulta:

Z7(Wout> 1) = Wout — (Wout/ ?]14?]24) + (1/ ?]14?724) (41)

Donde?714y 2724 son los rendimientos ordinarios de los circuitp4,By 2, 4, 3
respectivamente. El rendimiento ordinario es etlimrento que tiene el par de engrane
si el brazo vinculado al planeta estuviera fijo.didmte este rendimiento introducimos el
calculo del rendimiento global de la transmisios |serdidas por friccibn que se
producen en dicho par. Es comlUn asumir que unmeedio ordinario es constante o
igual para los distintos pares de engrane. Sin gyjob&sto es s6lo una aproximacion
aceptable, ya que en realidad el rendimiento ordirtiepende del nUmero de dientes de
los engranajes que constituyen el par de engrateelgs longitudes de acercamiento y
alejamiento. Este estudio también concluye un eqpooximadamente un 5% al suponer
estos valores aproximados. No obstante, este esrdel mismo orden de magnitud que
el que se puede cometer al medir el rendimientoard o cuando las condiciones de
operacion varian (variaciones de temperatura, sidad del aceite, lubricacion o par de

carga) por lo que esta justificado asumir un vetorstante.

En definitiva, si?]14= 0,98 quiere decir que el 2% de la potencia qusa per
dicho par de engrane se pierde por friccién ensariembros 1y 4.

Lo realmente interesante de la expresion (41)uesrp depende de la solucion
constructiva, sino que es valida para cualquier @&Ruatro miembros con entrada por
el sol y para una relacion de multiplicacion commé$mo sentido que la velocidad de

entrada.
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En el caso de que se multiplique la velocidad gerosentido de giro contrario al

de la velocidad de entrada, entonces:
< =1 => 1 <Z24/714< 2 (42)

Con lo que % toma valores positivos para ese rango del cocEa#&14y por lo

tanto puede comprobarse que la expresion del régtiones en este caso:

?7(W0ut< —1) = Wout — (Wout — 1)?71?72 = Wout — V\/out?]lyz + 171172 (43)

Si se utiliza la transmision como reductora, étudéa es similar. En el caso de
reduccién en el mismo sentido que la velocidadrdeada, el valor del cocien#e4/Z14
es:

OMout< 1l => 724/714<0 (44)

De este modo el valor de S14 es positivo y en emrencia la expresion que
relaciona el rendimiento y la relacion de transémss la misma cuando se utiliza como
multiplicadora con sentido contrario al de la vadad de entrada, expresion (43). En el
caso de reductora con cambio de signo respece\dddcidad de entrada se tiene:

—Wou< 0 => Z24/714< 2 (45)

En resumen, para las transmisiones de cuatro misngon entrada por el sol, las

expresiones que relacionan el rendimiento y lai@hade transmision son:

?7(Wout> 1) = Wbut + (1 — Wbuy) / (?714?724) (46)

?7(W0ut> 1) = Wout+ (1 — V\[Jut)(yl4z724) 47
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De la expresion (47) puede deducirse facilmente gurendimiento de una
reductora planetaria de cuatro miembros es suparioen de engranajes convencional,

con iguales rendimientos ordinarios. En términotematicos:

M — V\/outyl?]z + 271?]2 > ?]1]72 (48)

Para hallar la expresion que relaciona el renditoig la relacion de transmision,
se ha estudiado el signo del cocie®yZ14, lo que determina las soluciones
constructivas que se pueden emplear para cada eirfosdrangos en los que se ha

dividido la relacién de transmision.

Si la transmision se utiliza para multiplicar lelacidad de entrada o como
reductora con cambio de sentido de la velocidadatida respecto a la de entrada, ese
cociente es positivo. Por tanto, las configuracsomeie pueden utilizarse son las
representadas en las figuras 14(b) y 14(d).

En el caso de la reductora de velocidad con enmisentido de giro, el cociente
de las relaciones de dentado es negativo, porddaguconfiguraciones utilizadas son las

de la figura 13 o en el caso de utilizar planetddes, las de las figuras 14(a) y 14(c).

En la figura 17 se muestra que para los valoreseddimiento ordinario iguales a
0,90, puede comprobarse como la recta rendimi@igion de transmision
correspondientes a la transmisién con entradalsml @resenta mayor rendimiento que
la transmision con entrada por el brazo exceptaupgoequerio rango de la relacién de
transmision. En la practica, puede considerarsiecios de evaluacion de alternativas,
un valor del rendimiento ordinario proximo a 0,98 lo que debe utilizarse la

transmision con entrada por el sol para cualgei@uccion.
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Figura 17. Rendimiento vrs relacion de transmisiéfos trenes de engranajes
planetarios de cuatro miembros. Transmis@mentrada por el sol en linea

continua, transmision con entrada por @tbilinea discontinua.
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Relacian de transmision

Fuente: Elaboracion propisgoftware matematico.

En la tabla XVI se muestran todos los datos necsspara el analisis de las

transmisiones planetarias de cuatro miembros hdgiegferencia a la transmision con
entrada por el sol.

64



Tabla XVI. Datos del tren de engranajes planetarawsentrada por el sol.

A —Zﬁ. B
4210(1,3-2) We 24 g, B 2
Z14—7n Z14—Zn Zig=ZIy

Rangoyy Rango 7;; Rendimiento 1) = 2(Zi;,1ij) | Rendimiento 1) = g (W, 1i5)
0<Ww<l | 220
Z14
2y L4 =ZaM1aM24
1< Wy <0 —_2 _ Wt (1= 11470240 + 14724
Z14 Z14=—Zn oL

Woo—1 | 1<

Z14

2 Zigmanu = 1=,
W 1 02 4 . 14714124 — Z24 mm_l_(_t)

Z14 (Z14 —Z24) 14N MaNxu
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2.6.3. Rendimiento de los trenes de engranajes planetariogle cinco

miembros

En la figura 18 se muestra el rendimiento mas dievgue los TEP de cinco
miembros pueden alcanzar en el rano de la relabgdtransmision. Esta curva se ha
determinado de forma analitica mediante un prografoamatico (matematico) que se
ha utilizado para el andlisis de los TEP y quelevébdos los TEP de cinco miembros,
con todas las soluciones constructivas y en todargjo de la relacion de transmision.
Para cada una de las relaciones de transmisioa seléccionado el rendimiento mas
elevado entre los rendimientos obtenidos para dielzcion de transmision y de este
modo se ha generado la curva de la figura 18. tesesante tener en cuenta que cada
uno de los puntos de la figura 18 puede correspsadmn una solucidon constructiva

distinta del tren de cinco miembros.

Para las transmisiones planetarias de cinco miesnbeotiene la relacion de

transmision:
Wout = Z15(Z25 — Z35) | Z35(Z25 — Z15)

Otra forma méas simple de poder expresar la relag@transmision es dejar la
expresion en funcion denin (Wout = f(Znlm)) con lo cual se obtiene la ecuacion
siguiente:

Wout = (Z153— Z152) / 1 — 152

Para las sensibilidades o potencias de engrarerdeito SI5tenemos que:

S15=1/(1-452)
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Para las sensibilidades o potencias de engrare@rdeito 5 se tiene que:
SB5=1/(&52—-1)

Cuando expresamos la relacion de transmision ecidurde las sensibilidades o

potencias de engrane da como resultado la sigueenteion:
Wout= (1 —-85)/ (1 + 5)

Dicha expresion en los TEP de cinco miembros gengna serie de curvas en el

espacio que se estudiaran en el capitulo siguiente.

El valor del rendimiento ordinario empleado en dbkalculos es de 0,98. Es facil
deducir que los TEP no obtienen elevados rendimsepéara relaciones de transmision
multiplicadoras. En concreto, cuand®out| > 24 el rendimiento es inferior a 0,90 y

siendo por lo tanto peor que los TEP de cuatro imiesicon entrada por el brazo.

La misma conclusion se obtiene cuando se analim@anamision como reductora
de velocidad. La redaccion maxima para la que dekgdanto de vista practico, podria
emplearse para un TEP de cinco miembros seria iapgdamente de Wt = 1/45 que
consigue un rendimiento maximo de 0,84. Mayoresugeidnes implican un
rendimiento bastante reducido, por lo que seria oww/eniente el empleo de la

transmision multietapas (varias etapas del trematre miembros).
Con base a lo anteriormente expuesto, cabe comglaiel tren de cinco miembros

tiene un reducido rango de relacion de transmigidnel cual su aplicacion podria

resultar interesante.
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Este rango es el que no puede alcanzarse conansmision de cuatro miembros,
aun empleando planeta doble y hasta aquellas oekxide transmisién que reducen
drasticamente su rendimiento. Por tanto, este rdeda relacion de transmision puede
establecerse en 24 <d/W< 45. No obstante, que existen otros criteriogiths esta
alternativa deberia comparase con la de la trai@miaultietapa compuesta por dos

transmisiones de cuatro miembros con planetas sgmpl

Figura 18. Rendimiento maximo-relacion de transtnisle los trenes de engranajes

planetarios de cinco miembros.
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Fuente: Elaboracion propisgftware matematico.
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2.6.4. Rendimiento de los trenes de engranajes planetariosle seis

miembros

Como se demostrd en el capitulo anterior, existntigéis TEP distintos de seis
miembros, con cuatro soluciones constructivas cexasi se construyen con planetas
simples o dieciséis en el caso de que ambos ptaseteonstruyesen con planetas dobles.
También habria que analizar las soluciones coristascen la que uno de los planetas es
simple y el otro doble. En este ultimo caso, puedmprobarse que las soluciones
constructivas también son dieciséis. Por tantcandlisis similar al hecho con los TEP
de cinco miembros se ha realizado con los TEP gensembros. Se ha empleado el
mismo procedimiento numeérico para evaluar de foamalitica todos los TEP de seis

miembros (todo el rango de las relaciones de tresnsm).

Para tener un buen andlisis de los TEP de seishrnisnse estudian las distintas
ecuaciones que poseen cada una de las configueacpuredan tener dicho TEP. Por
ejemplo en el caso de la configuracion del TEP 62R@ual tiene dos configuraciones

gue son 6220 (3,4-2) y 6220 (1,4-3).

Para las transmisiones planetarias de seis mien@223 (3,4-2) se tiene que la

relacion de transmision en funcion delid es:
Wout = Z152— 1 / (2452)(1 — 22617)
Las sensibilidades o potencias de engrane de tadéa S15y 26 tienen el valor
siguiente:

S15=1/(Z152— 1)

S26 = 2261/ (1 — 261)

69



La expresion de la relacion de transmision en famale las sensibilidades o

potencias de engrane que da como resultado laidageilcurvas en el espacio es:

Wout= (1 + 26) / (1 + 95)

Para las transmisiones planetarias de seis miemB&) pero con una

configuracion de (1,4-3) se tiene la que relaciérdnsmision en funcién del es:

Wout = (1 — Z1527261) / (1 — 2261)

Por lo tanto, las sensibilidades o potencias deagegde cada circuitolSy 26

tienen el valor siguiente:

S15 = (Z152261) / (Z152Z2261— 1)

S26 = (Z261(1 — 2159) / (1 — 261)(1 — Z1527261))

Y la expresion de la relacion de transmision ercifum de las sensibilidades o

potencias de engrane que da como resultado laidaseilcurvas en el espacio es:

Wout= (1 -85+ 6) / (1 — 35)

Como resultado se muestra la curva de la figureri9a que se representa el
rendimiento maximo alcanzado por los TEP de semmhbios para el rango de las
relaciones de transmision alcanzadas. En estessnaé ha empleado un rendimiento
ordinario de 0,98. Es interesante destacar quéHE®sque cambian el sentido de giro de
la velocidad de salida respecto a la velocidadnta@a tienen un rendimiento inferior,

sobre todo cuando estos multiplican la velocidadrdeada.
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Esto es consecuencia de que los trenes que carabisentido de giro de la

velocidad son también los TEP que consiguen remditos mas reducidos.

Por ultimo se muestra la figura 20 en la que serbpresentado los rendimientos
maximos alcanzados por los trenes de cinco y sieisibnos en funcién de la relacion
de transmision. Para los trenes de seis miembrbs sepresentado el rendimiento de
los TEP que no cambian el sentido de la velocidadatida respecto a la de entrada. De
la figura 20 se deduce tanto elevadas reducciames enultiplicaciones de la velocidad

de entrada, existe algun TEP de seis miembroslgaeza un rendimiento mayor.

Figura 19. Rendimiento maximo-relacion de transinisle los trenes de engranajes

planetarios de seis miembros.

Rendimiento

107" 10 10" 10
Relacién de fransmisian

Fuente: Elaboracion propisoftware matematico.
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Figura 20. Rendimiento maximo — relacion de trasgmide los trenes de engranajes

planetarios de cinco y de seis miembros.
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Fuente: Elaboracion propisgftware matematico.
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2.6.5. Resultados de los trenes de engranajes planetariode mas de seis

miembros

Con los TEP de mas de seis miembros también sedie lun analisis similar al
desarrollado para los trenes de cinco y seis miesnlpara conocer el rango de las
relaciones de transmision y rendimiento que seguednseqguir.

Cabe destacar, que son muy pocos los TEP cuyasorets de transmision y
rendimiento sean comparables con los de la traremigsultante de la conexion en
serie de varias etapas de la transmision basicaudéro miembros (en adelante
transmision multietapa), de modo que el nUmero atepde engrane en ambas sea el
mismo. De este modo, los trenes de seis miemblmndsompararse con dos etapas del
tren basico y los de ocho con tres etapas. En etmcanicamente los TEP 8331Aa
(1,5-2), 83331Aa(1,5-4), 8233b(2,3-4) y 8234a(2,3@n reductoras de la velocidad

gue cumplen con lo anterior.

El empleo practico de algunos de esto TEP en Idgda transmision multietapa
deberia responder a otros criterios y no sélo sefaejanza de sus rendimientos. Estos
otros criterios ademas del rendimiento, podrian Isersencillez de la solucién
constructiva, el volumen reducido de la transmisé&io. En la tabla XVII se muestra las
relaciones maximas de los TEP que mayores rendiosiealcanzan. También se
encuentran los datos relativos al tren multietapa.valores de los rendimientos se han
calculando considerando un rendimiento ordinari®,88. Por ultimo que los datos con
asterisco hacen referencia al empleo de plantagsiehn la solucion constructiva de la
transmision. En los resultados de los trenes de odébmbros, no se muestran los datos
de la solucion constructiva con planetas doblesnpasuperar a los del tren multietapa,

ya que desde un punto de vista practico se comglicanstruccion.
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Tabla XIV. Relaciones de transmision y rendimiemt@ximos alcanzados.

TEP Wbut Rendimiento Wht* Rendimiento*
4210 (3,1-2) 1/12 0.963 1/24 0.962
4210 (3,1-2) 12 0.963 24 0.962
Dos etapas tren
basico 1/144 0.927 1/576 0.925
6221 (1,2-4) 1/143 0.926 1/575 0.917
6221 (1,3-4) 1/134 0.917 1/575 0.910
6222 (1,4-2) 1/134 0.917 1/575 0.910
Tres etapas tren
béasico 1/1728 0.893 1/13824 0.890
8331 Aa(1,5-2) 1/1451 0.862
8331 Aa(1,5-4) 1/1452 0.862
8333 b(2,3-4) 1/1596 0.867
8234 a(2,3-1) 1/1464 0.863
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3. MAPAS DE POTENCIA

El procedimiento descrito en el capitulo anteriarapla comparaciéon de los TEP
de seis miembros con las transmisiones miltietapalta muy laborioso y lento. En este
capitulo se aborda este problema y se presentanatwologia para la comparacion de
los TEP. Dicha metodologia para el andlisis y coagpén de los TEP, se basa
principalmente en la relacion que existe entregplatencias de engrane y las relacion de
transmision de un TEP. Con esta metodologia serdéaa unos mapas, denominados
mapas de potencia, que permiten el analisis y lapeoacion directa de distintas
alternativas de TEP. Este mapa de potencia peroéterminar faciimente las
transmisiones que presentan mayor rendimiento pae relacion de transmision
concreta. Ademas, estos mapas permiten comprob&rae rapida y sencilla si se
produce recirculacion de potencia, condicion enegdnindeseable ya que reduce
considerablemente el rendimiento de la transmigiira ventaja sobresaliente de estos
mapas es que no dependen de la solucion constaadivptada por el tren, por lo que
dicha metodologia resulta ser mas sistematica fjde eesolver las ecuaciones de las

velocidades y pares de engrane para todos los TEP.

Como se demuestra en este capitulo, los TEP 6224)16221 (1,3-4) y 6222
(1,4-2) pueden alcanzar elevadas relaciones decaigdu y multiplicacion de la
velocidad con rendimientos elevados, por lo tao®,TEP que deben compararse con el

tren multietapa.
El procedimiento aqui propuesto se basa en andéizmansmision en el espacio

de coordenadas definidas por las potencias de rm@patencia transmitida a través de

un par de engrane determinado por el tren).
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Como la potencia perdida por friccion y el deslimto entre los dientes de los
engranajes es proporcional a las sumas de lasqgidede engrane transmitidas por
todos los pares de engrane, el rendimiento del 4ezad inversamente proporcional a
dicha suma. En (Del Castillo, 2002) se muestra awpresion aproximada del

rendimiento de un TEP es precisamente:

g
= 1=y (L49 || (49)

Dondeyk es el rendimiento ordinario o estacionario del garengrané. este
rendimiento es el que mediria un observador qu#esplazara junto con el brazo que
mantiene constante la distancia entre los centeofosl engranajes de dicho par. La
potencia transmitida por el par de engrlrse denota poB. En (49) se supone que la
potencia de entrada es uno, por lo que en realdass la relacion entre la potencia

transmitida por cada par de engrane y la poterecentrada.

El éxito de este método radica en aprovecharrtagduncional caracteristica que
posee la relacion de transmision de cualquier THR selacion que existe entre las
potencias de engrane Yy la relacion de transmi&bresultado final es una expresion del
tipo:

F(S; Wou) =0 (50)
Para los trenes de cinco y seis miembros, diclpaesion parametrizada por la

relacion de transmisién, genera una familia de asien el espacio de las potencias de

engrane o mapas de potencia.
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3.1.Relacién de transmision y potencia de engrane

Es sabido que para un TEP de un grado de libedastituido poN miembros y
conJ = N — 2 pares de engrane, el sistema de ecuacionesprgperciona las
velocidades de los miembros del tren en relacilanvalocidad del miembro de entrada

se puede escribir como:

C-Q=b (51)

En dondeC es una matriz cuadrada de dimensiones N cuyamérprfila son las
ecuaciones de Willis que se pueden escribir parpdoes de engrane. Cada una de estas
ecuaciones involucra a tres miembros del tren. &st@into de tres miembros es el que
se ha denominado circuito. Cada circuito constdagemiembros que estan vinculados
por un par de engrane y un tercer miembro vincukatis dos primeros por un par de
rotacion. Este miembro es el brazo del circuitovi@iente el nimero de circuitos es
igual al namero de pares de engrane. Para de adtzs miembros del circuitd se
usaran los subindices y jk para los miembros vinculados por el par de engyane
para el brazo. Finalmente, las dos Ultimas filasCdestablecen que la velocidad del
miembro fijjo sea cero y que la velocidad del miemble entrada sea uno. Por

consiguiente:

Dondeegr4c €S un vector columna cuyos elementostedos cero excepto el
correspondiente al miembro fijo. De igual mododtamentos d&¥ son todos iguales a

cero excepto al correspondiente al miembro de @atra
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Los elementos de C vienen dados por:

Zk if n3k

1 if n

nc= 4
-1z if n=rk

0 otros casos

DondeZk = Zikjk es la relacion de dentado del par de engraneimeiito k, que
vincula al miembrdk con eljk. Para que la definicion de los miembros de la im&r
sea correctaZkdebe de ser positivo si el engrane es externo gtivegsi el engrane es

interno. Por ejemplo, para el tren de la figurg 8@tendra que adoptérs > 0 yZ15< 0.

Finalmente, el vector b tiene todos sus elemegtades a cero excepto el Gltimo
que es igual a uno. La expresion de la relaciotratesmision se obtiene aplicando la
regla de Cramer, de este modo:

o= | Cout| / |C| = Aout/A (52)

DondeCout es la matriz resultante de sustituir@ra columna correspondiente al
miembro de salida del vector b. como se ha heclolawelocidad del miembro de

entrada sea uno, dWes realmente la relacion de las velocidades i#asade entrada.

Por otra parte, tanto el numerador como el denaioinde la expresion (52) son
polinomios multivariables de grado uno en las lielaes de dentaddk Entonces sZp
es el conjunto de las relaciones de dentado quauicran al planeta p, siempre resulta

posible elegir arbitrariamente una relacion de agmdeZj(p).
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De este modo, se adoptara una relacion de dentadtcada, que se denomina
relaciéon de dentado a condensar. En lo que sigiregndinaremos relacién de dentado
condensada a la resultante de dividir la relaciénddntado por su correspondiente

relacién de dentado a condensar.

Si se divide en la expresion de relacion de trasimil numerador y el
denominador por el producto de la relacion de dntacondensar elegidas para cada
planeta, se podra expresar la relacion de trandmisn funcién de las relaciones de
dentado condensadas. En particulaj(g) = | las relaciones condensadas tendran la

siguiente expresion:
nl@d = Znl / Zml (53)

LasJp relaciones de dentado en las que interviene eefdgp daran lugardp— 1
relaciones de dentado condensadas. Por ello, semgulta posible expresar la relacion
de transmision en funcién dENP Jp € 1) relaciones de dentado condensadas donde
Np es el nimero de pIanetaI;del TEP. Este cambicadables reduce el nimero de
variables de la expresion de la relacion de trasi®mien una cantidad igual al nimero
de planetas. En aquellos casos en los que un alaaetonstruya con un solo engranaje,
como el planeta 5 de la figura 2(a), la relacibrddatado condensada sera el cociente
del nimero de dientes de los engranajes que emgcamael planeta. En concreto, para

dicho tren:
Z152= Z15/ Z25 = numero de dientes del engranaje 1 /nimero aeedielel engranaje 2
La potencia transmitida a través del par de emgraorrespondientes al circuito k

es.
KB — Tikk (Wik — WHK) (54)
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De modo que si la relacion de dentado del circkites Zikjk la relacion de
transmision y la relacion de dentado de dicho divces:

6= Sikjk = (Zikjk/ Wou) (OWouldZikik) = (Zki Woui) (OWouldZK) (55)

Al valor X se denominara en adelante sensibilidad del arckit Como el
numerador y el denominador de la expresion (52)pstinomio multivariables de grado
uno en las relaciones de dentad® = Zikjk, la sensibilidad puede expresarse

algebraicamente de la siguiente forma:

k S(Ak/ A) — (Aoutk / Aout) (56)

DondeAk esA parazk = 0, del mismo modaoutk €sAout parazk = 0. Como la
relacion de transmision se puede expresar en fund® las relaciones de dentado
condensadas, se comprueba que la sensibilidad papdesarse también en funcion de
las relaciones de dentado condensadas, en efecto:

Sl = (Znl | Zml Wouy) - (Zml) (Woud0Znl) = (Znim / Wout) (0Wou/0Znlm) (57)

La expresion anterior demuestra ademas que laadkerikespecto de la relacion de
dentado condensada es igual a la sensibilidadnatigiara aquellas sensibilidades
correspondientes a la relacién de dentado que Uneatago tras la condensacion. Por ello,

puede definirse la sensibilid&dllm = Sl como:
nl& = (Znim / Wout) (OWou0Znlm) (58)
Por otra parte, puede comprobarse que la sumadeihsibilidades de un mismo

planeta es cero. Esto es consecuencia del balangeteincia transmitida a través de los

pares de engrane del planeta.
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Por tanto, por cada planeta exislp — 1 sensibilidades independientes y
sensibilidades dependientes. En cada planeta, emaseleccionada la relaciéon de
dentado que se condensa, las Jp — 1 relacionesndi@dd condensadas dan lugar a sus
correspondientes sensibilidades o potencias demeagjue se pueden obtener mediante
(58). La potencia de engrane correspondiente al@angrane cuya relacion de dentado
ha sido eliminada, se puede obtener como la sumdiada de signo de lalp — 1
potencias de engrane independientes. En la tabldl )¢ muestra el nimero de

sensibilidades independientes de cada TEP en furdé nimero de miembros y

planetas.

Tabla XVIII. Sensibilidad independiente en funcaiel nUmero de miembros y planetas.

N Np S. Independienteq
4 1 1
5 1 2
6 2 2
7 2 3
8 2 4
3 3
9 2 5
3 4

El siguiente ejemplo muestra como puede expresansgacion de transmision y
la sensibilidad en funcién de las relaciones ddattncondensadas. Para este ejemplo
se han elegido las transmisiones 6221 (1,2-4).dumslitos son 1-5-3, 2-5-3, 2-6-4 y
3-6-4, donde el subindice intermedio es el pladetaircuito. Estos circuitos dan lugar
a cuatro ecuaciones de Willis. Las otras dos eonasison las resultantes de hacer la

velocidad del miembro fijo igual a cero y la veliex del miembro de entrada igual a

uno.
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El sistema de ecuaciones resultantes es:

(5 o a4 o 1 o [ M (o)
0 & -1-25 0 1 O AN
0 2B 0 1% 0 1
0 0 sZ-1m 0 1
0
1

0o o 1 0 s | o
0o o 0 Oﬁ\s;!;\o,ﬂ

Resolviendo el sistema se obtiene la relaciomadesmision VY

\Alt = W2 = (Z15736) / (Z15Z26 — 225226 + Z25736) (59)

El tren tiene dos planetas, que son los miembnp$§.5Tanto el planeta 5 como el
6 aparecen en dos relaciones de dentado. Arbitranite podemos adoptar para cada
planeta una cualquiera de estas dos para realizarohdensacion. Por ejemplo,
condensamos la relacionZpara el planeta 5 y la relacion&para el planeta 6 y nos
daran dos relaciones de dentado condensadas gqueetelo con (53) son:

2B1= 225/ Z15 763 = 226/ Z36
La relacién de transmisién en funcion de las retees de dentado condensadas se
obtienen entonces dividiendo el numerador y el denador por el producto de las

relaciones de dentado originales que han sido dersias: 7Z5Z36. El resultado es:

o= 1/ (263— 22517263+ Z251) (60)
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Por otra parte, las sensibilidades se pueden laalsin necesidad de derivar

haciendo uso de la expresién (56). El resultado es:
& = 705226 —Z36) | (215226 — 2257226 + Z25236) = —S.5
& = 226(L25—215) | (Z15226 — 225226 + Z25736) = —B6
Se comprueba que la suma de las potencias denendeacada planeta es cero.
Las sensibilidades expresadas en funcion de lasioekes de dentado condensadas se

pueden obtener simplemente en las expresionesicaagerel numerador y el

denominador por %236 y se obtiene:
25 = 7251263 —1) /| (2263 — 22512263 + Z251)
S26= 7263(263—1) | (2251 — 22517263 + Z251)
De acuerdo a lo mostrado anteriormente en (583sesxpresiones se pueden
obtener directamente derivando la expresion del#ivn de transmision en funcion de

las relaciones de dentado condensadas (60). Enetonse obtiene:

51=(Z251 Mout)(OWoul0Z251) = Z251Z263—1) /(2263 — 72517263+ Z251)=S25 (61)
63 =(Z263 MWout) (OWoul0Z263) = Z263(Z263—1) /(2263 — 72512263+ 7251)=S26 (62)

3.2.Relacién de transmision en funcién de la potenciaedengrane
En la seccidén anterior se ha demostrado que lanpatele engrane expresada en

funcion de las relaciones de dentado condensadaplen queSiim = S, cuando la

relacion que ha sido eliminada por la condensaesoznl .
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Ademds, se ha demostrado en (57) que esta forma getencia de engrane
también esta relacionada con la derivada de laiéslale transmisién. En conclusion,
expresar la relacion de transmisién y las potendsengrane en funcién de las
relaciones de dentado originales o condensadaguasgakente, solo que en el segundo

caso el numero de variables es menor.

Por otra parte y como consecuencia de lo antee®rfacil comprobar que la
relacion de transmision en funcion de las relagode dentado condensadas sigue
siendo el cociente de dos polinomios multivarialolesin grado. Por ello, para hallar la
expresion de potencia de engrane en funcion deelasiones de dentado condensadas
no es necesario derivar respecto de éstas sinpupde aplicar el resultado dado por
(56). De modo similar a la expresion (52), la rélaade transmision en funcion de las

relaciones de dentado condensadas se podra exgiersgare como:

oME (Aout/ A) (63)

La diferencia radical en que la expresion (63)tdafouit COMO A no son
determinantes del sistema de ecuaciones de lascidati®es sino simplemente
polinomios d grado uno en lasl&d. Finalmente, si denotamos p8ta la potencia de

engrane del circuitk y aplicamos el resultado dado por (56) se tendra:
kS (Ax/ A) — (Aoutk [ Aout) j64
Al igual que en (56)\k esA paraZk=0, del mismo mod@doutk €SA out parazk = 0.

Este resultado es la base del procedimiento paderpexpresar la relacion de
transmision en funcién de las potencias de engratependientes de forma sencilla.
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La sustitucion de variables en la expresion deelacidn de transmisién, en
concreto de las relaciones de dentado condensamlagap potencias de engrane
independientes, no es una tarea trivial. En cuatqudso, la eleccion de las relaciones de
dentado a condensar debe ser hecha a moda Quout sean iguales a uno. En el caso

de queA =1, se tendra tambiéxx = 1 y (64) se transforma en:

S=1- (/\outk/ Wout) (65)

Analégicamente si se consideYauit = 1, entonces (64) se convierte en:

S =WoutAk—1 (66)

Las expresiones (65) y (66) seran las expresi@mpleadas para hallar la
expresion de la relacion de transmision en funaien las potencias de engrane
independientes del TEP. El siguiente ejemplo maedtprocedimiento anterior. En la
seccion previa se obtuvo la relacién de transmideriren 6221 (1,2-4). En concreto se
adoptaron como relaciones de dentado condensaziEsyZZ263 y la relacion de
transmisién en funcion de éstas venia dada por BO) esta seleccibn se consigue
hacerAout = 1 y las potencias de engrane independienteswdsdo con (56) viene dad
por:

S251= 5= Wout A251— 1 = Whut Z263— 1

S263= 6 = Wout A263— 1 = Whut Z251— 1
Despejando los valores de2dA y Z263 de las expresiones anteriores y
sustituyéndolos en (60), se obtiene finalmentefaeasion de la relacion de transmision

en funcion de las potencias de engrane indepelrdient

Wout = [(1 + 251)(1 + 63)] / (1 + D51+ 63
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En el caso de la transmision 6222 (2,4-1) la esipn de la relacion de
transmisién en funcién de las potencias de engimhependientes no es trivial. Los
circuitos son los mismos que en el caso anteriobjen cambian los miembros que
definen la inversion. Planteando la expresion miatrdada por (51) y resolviendo para
la velocidad del miembro 4 se tiene:

Wout =Wia= (Z25Z26 —Z15226 —Z25736) | (225226 —Z15226 —Z25736+725236)  (67)

Condensando las relaciones de dentartoyZZ36 se obtiene de acuerdo con (53)
la relacién de la transmision en funcion de lasvagevariables:

Wt = (22512263 -2263 —2251) | (Z2512263—2263—2251+ 1) (68)

Cuando suceda queout = A — 1, la aplicacion del cambio de variables sig@en
permite encontrar la solucién buscada:

0=1—Wu=1/(22512263—7263—7251+ 1) (69)

Es importante observar que al hacer el cambio dablas, la nueva variablg
sigue siendo el cociente de dos polinomios multdes de grado uno en las relaciones
de dentado condensadas, por lo @t@mbién tiene una expresion como la dada por (63).
Por ello, las expresiones (65) y (66) resultancaplies si con el cambio de variables se
consigue que o bien = 1 o bienAout = 1. En el ejemplo que nos ocupa, se ha logrado
hacerAout= 1 con el cambio de variables y por lo tantceselta a partir de (66):

S251=0 A251-1=0 (1 — 22639 — 1 = (1 — W) (1 — 2263 — 1

S263=0A251-1=0(1—-251)—-1=(1—Wuw (1-251)-1
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Finalmente es facil encontrar la relacion exigearttre las variables 51y S263

y las sensibilidades del tren originas$yS™263. En concreto, se tiene:

8lm = (Znim /0) (00 /0Znim) = [Wout/ (Wout— 1)] Shlm (70)

Deshaciendo los cambios de variables se tienkrferde que:

S251 = [Wout/ (Wout— 1)] 51 = (1 — Wbuy) (1 — 263 — 1

S263= [Wout/ (Wout— 1)] 63= (1 — Wbuy) (1 — 251) — 1

Despejando ahora los valoregsZy 7263 de arriba y sustituyendo en la expresion

(68), se tiene que:

W2out + Wout (S251+ 263+ 515263 - 2) — 251— 63+ 1 =0

Es facil comprobar que el cambio de variable daato(69), equivale a tratar otra
inversion del grafo. En concreto, si el tren or&jiouya relacion de transmision se desea
encontrar es el correspondiente a la inversion {X),Ycon el cambio de variable (69) la
inversion cuya relacién de transmisiontess la (Z,Y-X). Por lo tanto en el ejemplo

anteriorf es la relacion de transmision del tren 6221 (},4-2

Como se ha comprobado, una expresion relativamanteleja como lo es la
anterior se puede obtener de forma sencilla cpnogledimiento expuesto anteriormente.
Con este procedimiento se han obtenido las expreside la relacién de transmision en
funcion de las sensibilidades independientes patastlos TEP de 4, 5 y 6 miembros.
Para el tren de 5 miembros se han considerado cpatencias de engranes
independientesiS y S35. Para los trenes de 6 miembros se han elegido potencias

de engranes independientas $ 6.
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Esta eleccidén se basa en la forma elegida paraneeracion de los miembros de
los TEP. En concreto, puede comprobarse que eates pe engrane (15 y 26) estan
siempre presentes en todos los TEP de 6 miembeo®xpresion resultante tiene la
forma: F (&; Wou) = 0, dondeSk representa las sensibilidades independientes de

cualquier TEP.

3.3.Propiedades de las curvas

En la tabla XIX se indican el tipo de curva a qa@ tugar las expresiones de las
relaciones de transmision en funcion de las padsnde engrane independientes para
cada TEP. La familia de curvas que resulta de petrégzar la expresion resultante por la

relacion de transmision se denominara “mapa denpiate

Para los trenes de 6 miembros las cuivdS15S6 ; Wout) = 0, son rectas para la
mayoria de ellos siendo en algunos casos paradias ejes coordenados. Este ultimo
caso es el que se da en aquellos trenes en quelaEidén de transmision puede
expresarse como funcién de un numero de senstbilidanor al de sensibilidades
independientes de la transmision. En concreto, @stiore en los trenes 6221 (1,3-4),
6221 (3,4-1), 6222 (1,3-2) y 6222 (1,4-2). En ent6320 (1,4-3), las potencias de
engranesisy $6 siempre son iguales por lo que cada relacionahestnision da lugar a
un Unico valor para las potencias de engrane. [IRmmérario, otros trenes como el 6221
(1,4-2), 6221 (1,2-4) y 6221 (2,4-1) conducen afangilia de hipérbolas.

Es importante destacar, que bajo estas expresiesté® recogidas todas las
soluciones constructivas de los trenes, es dasirclirvas obtenidas son independientes
de la solucion constructiva. Esto hace que estksande los TEP sea mas general que

otros métodos en los que debe partirse del TERetdée definido.
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Tabla XIX. Tipos de curvas de los mapas de poteseilws TEP de seis miembros.

Grafo | Inversion Tipo de curva
5310 1,3-2 Haz de rectas concurrentes
1,42 Recta
6320 112%2 Haz de rectas concurrentgs
Haz de rectas concurrentgs
6220 iié Haz de rectas concurrentps

Haz de rectas concurrentes
Familia de hipérbolas

1,42 — ——

2441 Familia de hipérbolas

3,441 Haz de rectas paralelas
6221 — —

1,24 Familia de hipérbolas

ij’é Haz de rectas paralelas

’ Haz de rectas paralelas

1,42 Haz de rectas paralelas
6222 1,32 Haz de rectas paralelas|

1,2-3

Haz de rectas paralelas

Un resultado destacable es el hecho de que p#wa tas trenes de 6 miembros, la
expresion de la relacion de transmision en funailen las potencias de engrane
independientes conducen a curvas conicas en eb plancoordenadasis— 6. En
concreto las curvas (S15,36 ; Wout) = 0, parametrizadas por la relacién de transmisio

Wout SON curvas conicas.

Aplicando el procedimiento expuesto en la seceinterior se han obtenido las
relaciones de transmision en funcion de las pa#snde engrane para los trenes de 7
miembros. Para estos trenes el nimero de potafeiasgrane independientes es 3. Para
los trenes de 7 miembros, resulta relevante elddelque las curvds (S15,$6;Wout)=0,
parametrizadas por la relacion de transmisiGu: ¥6n curvas cuadraticas en el espacio

de coordenadas definido por las tres potenciasgi@ee independientes.
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Figura 21. Mapas de potencia de los TEP de seisibngs tipo rectas.

-3 -2 -1 0 | 2 3 3 =2 -1 0 | 2 3
. S
" T6320(1.2-3) 6320(1.4-3)
:‘-_'-‘-——n______.__‘__
‘ 15 S1s
~
"l
.'i
3 *,
-_ D‘L‘lt_ I:I]. ————Wgut=[:]5 Wg'ut=2 I D‘L‘lt=10
—- Wt =- 0.1 === Wiy == 0.5 Wt = = 2 rnmnsna il =10
Fuente: Elaboracion propisgftware matematico.
Figura 22. Mapas de potencia de los TEP de seisibngs tipo rectas paralelas.
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Fuente: Elaboracion propisgftware matematico.

90



Figura 23. Mapas de potencia de los TEP de seisionas tipo familia de hipérbolas.

— = 0] —— —— mt—oﬁ

WD‘LI{ = - 2 smmmmmnnEn ot =- 10

L R LI Wmt=—0.1 — . — Dutz-l:l.ﬁ

Fuente. Elaboracion propisgftware matematico.

3.4. Trenes de minima potencia de engrane

En una fase inicial en la que la realidad la canfigion del tren esta relativamente
indeterminada, el objetivo de encontrar el tremdgor rendimiento de entre todos los

posibles, es demasiado ambicioso y a la vez paumipo.

Partiendo del hecho de que las pérdidas por friceid los pares de engrane son
proporcionales a la potencia transmitida por cauade ellos, resulta razonable adoptar
como criterio de seleccion de alternativas de disefi de minimizar la suma de las
potencias de engrane (en valor absoluto). De agueod este criterio, conocida la
relacion de transmision, la mejor solucion paradodicha relacion seria aquel tren para

el que la suma de las potencias de engrane fuarmai
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Una vez seleccionado el tren, se determinariamitfagnsiones y el nimero de
dientes de sus engranajes Yy finalmente se podifaagéssu rendimiento. Es de esperar
qgue el hecho de minimizar la suma de la potenciengeane conduzca a un rendimiento

elevado. De hecho, de acuerdo con (49), si el miedio ordinario de los pares de
engrangjk = po fuera igual para todos los pares, el rendimiefdgbaj para todo el tren

seria aproximadamente:
5
p=1-1-n) X || =1-(1#0)S
k=1

Aunque los rendimientos ordinarios dependen dehard de dientes de los
engranajes de cada par dg engrane y por lo tansomadguales para todos ellos, el
criterio de minimizarS= ;;T:l| S<| =1 es en principio acertado y desde luego razenabl
Al minimizar esta suma, es relativamente probabkelqs engranajes del tren resultante

estén menos solicitados y por ello el disefio sa®compacto.

La suma de los valores absolutos de las poterdgasngrane toma diversas
expresiones particulares dependiendo del tipoeatedn cuestion. En particular para el

tren de 5 miembros, esta suma es:
S |Sis| + | 25| + | 5| = | S5 + | 5| + | S5+ 35 (71)

En los trenes de seis miembros y de acuerdo cemuaeracion adoptada para los
miembros de los TEP en este trabajo, y que se nanest la figura 24, siempre se tiene
queSis + S5=0 yS6 + Ss6= 0. Los subindices y s dependen del tren concreto. Por
ejemplo, para lo trenes derivados de los grafo9,632 2 ys = 3. Por consiguiente se

tiene:

S |sis| + | S5 + | 6| + | Ss6| =2 (| Sus| + | 26]) (72)
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Figura 24. Grafos de los TEP de 4, 5, 6 y 7 miesibro
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Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios
La figura 25 muestra las formas de las curvas tasigls de hacer constante la
suma de los valores absolutos de las potenciasngeree para los Tep de 5y 6

miembros.

Figura 25. Curvas resultantes de los TEP de 5 miesr{a) y TEP de 6 miembros (b).

S'as Ss
S,fﬁ S/2
— S/E sz Sis —Sf2 /\ S’IE Sis
_ Sfﬁ — S/E
(a) (b)

Fuente: Del Castillo, J.MRestricciones en trenes de engranajes planetarios
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En el caso de las transmisiones de 7 miembros,lameta tiene tres pares de
engrane, por lo tanto dos sensibilidades indepatesie El otro planeta tiene dos pares
de engrane y una sensibilidad independiente. Easestnsmisiones existen tres
potencias de engrane independientes. Por consigularrelacion entre la suma total de
potencias de engrane y de sensibilidades indep#erdjdeniendo en cuenta que en estas

transmisiones siempre se tiene Que+ 6+ H6=0yB7+ 7= 0, es:
S=|si6|+| 6|+ | 6|+ | 7|+ | Sa7|=| St6| + | 6| + | S16+ 6| +2| 7| (73)

Teniendo en cuenta los signos que pueden ad@sgrdtencias de engrane, se

puede determinar la superficie generada por lagiciomes dadas de la expresion (73).

El procedimiento de seleccion del TEP de minimgemoa de engrane requiere
conocer la dependencia funcional entre la reladériransmision y las potencias de
engrane. Esta dependencia se ha obtenido antentargeviene dad por la expresion
(50). Para le tren de 5 miembros, dicha expresidratla formaF (S15,335 ; Wout) = 0,
para los de seis miembros la forfa(S15,36 ; Wou) = 0 y para los de 7 miembros
F(S16,26337 ; Wout) = 0. Las potencias de engrane anteriores sompdéncias de
engrane independientes. El problema de encontr@ERIde minima potencia total de

engrane con la relacion de transmision deseada es:
. 5

Min. S=% |&]|=1
k=1

i@ a F (S Wou) =0 {74
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Deducida la forma de las curvas de la figura 26nociendo las curvas resultantes
de las expresionds (&; Wout) = 0, la solucion grafica para la expresion (7d)apun
tren concreto, se reduce a determinar los valazdasisensibilidades independientes de
la interseccién de la cunka (&; Wou) = 0 para la relaciéon de transmision deseada y la
curva de menor valor de S. Por ejemplo, en la idié(a), se ha representado la curva
F(S15,S6 ; Wout) = 0 del tren 6221 (1,2-4) para una relacion degmision de 5. Por ser
un TEP de 6 miembros la curva resultante de hamestante la suma de los valores
absolutos de las potencias de engrane es la dguta £5(b). Como puede observarse,
existe un punto cuyas potencias de engrane hadmoét valor de S (representado por
un circulo). Estos valores de las potencias deagmgdeterminan en este caso el mejor
disefio del tren 6221 (1,2-4) para dicha relacidtralesmision. En este caso, si se optase
por el tren de terminado por los valores de lagmpoéas de engrane de los otros dos
puntos marcado (cuadrado y triangulo) los renditoende dichos TEP serian
potencialmente inferiores por circular mas potedeangrane. En concreto, la solucion
mas desfavorable seria la del punto representadel piangulo. Para la misma relacion
de transmision se ha representado en la figura) 2&gbcurvas correspondientes al tren
6221 (2,-41). Como puede comprobarse en este elasejor disefio corresponde al tren
con potencias de engrane muy superiores al tremiantpor lo que su rendimiento seria
con toda probabilidad considerablemente menor. &imitlva, este Ultimo caso, no

deberia contemplarse como alternativa de disef@lpaelacion de transmision anterior.

Los mapas de potencias obtenidos ofrecen la fidsithide distinguir de manera
inmediata aquellos trenes en los que existen rdagn de la potencia de entrada. La
recirculaciéon de potencia se produce cuando lanp@eajue se transmite por un par de
engrane es superior a la potencia de entradaldzan@nes de 6 miembros la region que
delimita la no recirculacién de potencia es la daola| S15| <1y | 26| <1, que es el

interior del cuadrado mostrado en linea de trazia éigura 26(a).
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En el caso de los TEP de 5 miembros, la regiétaeque debe encontrarse los
valores de las potencias de engrane independipatasgue no se recircule potencia es
la que se muestra en la figura 26(c), cuya fornmargrica coincide con la de las curvas

para S = 2. Esta regidén queda definida al hacer:
|si5]| <1 | 35| <1 |Si5+ 5| <1

Por otra parte, para el tren de cinco miembrosO581,3-2) la expresion
F(S15,385Wout) = 0 es Wut (1 + 5) + S15— 1 = 0. Dicha expresion parametriza una
familia de rectas que pasan siempre por el pumc=3, 5= —1. Teniendo en cuenta
esto y conocida la region de no recirculacion dempma, puede determinarse que solo
para las relaciones de transmision positivas lagasl(S15,335,Wout) = 0 tienen puntos
en el interior de dicha region, como se muestrdaefigura 26(c). No obstante, esta
condicién es necesaria pero no suficiente. Porotatictho TEP deberia emplearse

Unicamente para estas relaciones de transmisidtivass

Es facil ver que para cualquiero/> 0, el tren de menor suma de potencias de
engrane siempre se encuentra en algin de los pufgoscorte de la recta
Wout(1+335)+S15— 1 = 0 con los ejes de plaBs,35. En concreto, de los dos puntos de
corte de coordenadaSi6,0) y (035), el tren de menor potencia total de engrane séria
correspondiente a mif@Ls|, | B5|). En la figura 26(d) se ha representado la curva
correspondiente a W= 0,1. El punto de corte con el §&s determina el tren de menor
S. se ha representado también en la linea continwarva de los puntos de igual
potencia total de engrane. No obstante, los trendss en los que se anula alguna de las
potencias de engrane no son factibles ya que &igielaciones de dentado imposibles
de alcanzar. Por ello en la practica, los disefums adgben elegirse son aquellos cuyas
potencias de engrane independientes estén lo niesmais al punto tedricamente
optimo. La cercania al punto Optimo dependera devldores limite que se puedan

alcanzar para las relaciones de dentado.
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Por dltimo, es importante observar que la reladi@n la expresion (74) es

independiente de la solucion constructiva conayatase adopte para el tren.

Figura 26. Analisis de los mapas de potencia.

6221(1,2-4) 26 6201 (2.4-1) 526

5310(1,3-2) O35 Yue =0 5310(1,3-2)
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Fuente: Elaboracion propisoftware matematico.
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3.5.Resultado para los trenes de engranes planetariog geis miembros

En la seccion anterior se ha explicado como puegditarse los mapas de
potencia a la seleccion de un modelo de TEP. Sestmque los mapas de potencia son
independientes de la solucién constructiva adoptsda el tren. En esta seccion se
analizan los mapas de potencias de los TEP derseisbros cuando se consideran tan
solo soluciones constructivas del tipo planeta Bmpn estas soluciones constructivas,
los dos planetas del tren se construyen con unesgjanaje lo que obliga a que un par
de engrane sea interno y el otro sea externo. ®avite, la adopciéon de esta solucién
reduce el numero de engranajes y la complejidadiidefio. Se comprueba que para

cada tren existen cuatro soluciones constructiifasetites con los dos planetas simples.

Todos los parametros cinematicas y dindmicos detesmision dependen de los
valores de las relaciones de dentadw).(Teoricamente las relaciones de dentado
podrian adoptar cualquier valor, pero en la redliggomo ya se analizo en el capitulo
anterior su valor esta limitado principalmente mones de tipo técnico que dificulta el
montaje de engranajes mas alla de determinadosesalonite de las relaciones de
dentado. La norma AGMA 6123- A88 sefiala que es ma@dismble aumentar el nimero
de etapas cuando la relacion de dentado exteri@dexde 1:6. Respetando estos valores,
se consiguen disefios de transmisiones mas pequejass y baratas. Bajo estas
condiciones la relacion de dentado e Z 0,1547 y por lo tanto 24 = 6,464. Por
consiguiente y con el fin de tomar un criterio esteetrabajo se estableceran como
limites de la relacion de dentado exterior 0,2 v 5ea 0,X Zk < 5, para no estar tan
proximos a la situacion de tangencia. Considergoa@ las relaciones de dentado
externas el intervalo dado anteriormente se dedec&2 = -2 — 42 que los valores
limites para las relaciones de dentado intericfrse2,2 y -7, es decir: 4 Zk < -2,2.
Determinados los rangos d relacién de dentado, giuedtablecerse los valores que
toman las relaciones de dentado condensadas, Hacaiso de la expresion (53).
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Para determinar el rango de valores posiblesfatehay que tener en cuenta que
el planetd es comun para los pares de engraneml y por lo tanto la ecuacion del tipo
Z32 = =2 — A2 puede tomar dos formakependiendo de que par de engrane sea el
externo. En concreto, se tendra o bi@en=Z—-2 — Znl 0 bien Znl = -2 — 4. La tabla XX
muestra los valores limites que pueden tomar lasiomes de dentado originales y los
valores resultantes para la relacion condensadab8ene que el rango posible de
valores par&nim es la union de los intervalos (-11,-14) y (-0.78%,2-0.090909). el
producto cartesiano de estos productos determgn@t¢pones validas para las relaciones

de dentado condensadas para los trenes de seibmgoon planetas simples.

Realizando un cambio de plano de las regiones idafinpor las relaciones de
dentado condensadas validas para el disefio de Bn alplano de las sensibilidades
independientes, se obtienen regiones en las queuasask(SL5,335Wout) = 0 tiene
validez. Por ejemplo par el TEP 6221 (1,2-4), ecaghbio de variables de las relaciones
de dentado condensadas a las potencias de engdepeEndientes, expresiones (61) y

(62) hay que tomar en cuenta que es independiehtgd de tren.

Cada una de las regiones definidas en el pfamocoincide con una de las cuatro

soluciones constructivas que tienen un tren densieisibros con planeta simple.

Tabla XX. Valores extremos de la relacion de demtamhdensada.

Znl Zml Znlm

0.2 -2.2 -0.090909
5 -7 -0.714285
-2.2 0.2 -11

-7 5 -14
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Es sabido que la expresion analitica del renditoiglepende del signo de las
potencias de engrane, por lo que si éstas no candgasigno, la expresion del
rendimiento no variara. Al respecto cabe destacan#&isis de los mapas de potencia
para los trenes de seis miembros con planetas esnqule nos permite llegar a la
conclusion de que para la mayoria de estos trém@®tencia de engrane no cambia de
signo cuando las relaciones de dentado se mantiendos rangos establecidos de

validez.

3.6.Validez de los mapas de potencia

La aplicabilidad de los mapas de potencia a lacsgle de los TEP con
rendimientos adecuados parte de la suposicion deehuendimiento es inversamente
proporcional a la suma de las potencias de engeanealor absoluto. La expresion
aproximada del rendimiento en funcion de la sumésgotencias de engrane es (49).
Como dicha expresion es aproximada, cabe pregentasta que punto influye tal
aproximacion en la validez de los mapas de potenoi@o procedimiento para
seleccionar TEP de rendimiento adecuado. Para mdspca esta pregunta, se ha
estudiado un error cometido en el célculo del marghito con la expresion aproximada
(49) respecto al valor dado por la expresion doalfiropia de cada tren. Este estudio se
ha realizado para todas las transmisiones de serslros y para todas sus soluciones
contractivas, considerando valores usuales delmesigto ordinario. El resultado indica
que independientemente del tren analizado, el wd@brendimiento es practicamente
igual para los trenes con igual valor de la sumawdesensibilidades. Ademas puede
comprobarse que en cualquier caso, el error magoneetido el inferior al 2.5% y que
tales errores se alcanzan tan solo para valoreadsle de las potencias de engrane. Es
por ello que los mapas de potencias son perfectanagicables para seleccionar un

modelo de TEP de entre diversas alternativas.
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Los mapas de potencias permiten aplicar tambiés atriterios para determinar
las relaciones de dentado del tren en base a imipation de algun otro pardmetro
distinto al rendimiento. Por ejemplo, la distribiicide las potencias en los distintos
pares de engrane. En este caso, la localizaciénpaleio en el plano determina
directamente el valor de las sensibilidades indéieetes y por lo tanto las potencias de

engrane de todos los pares de la transmision.

3.7.Disefios alternativos al tren de engranajes planetars de cuatro miembros.

El método expuesto nos permite por lo tanto amaliza TEP y obtener una
primera aproximacion bastante exacta de su rendimigara una relacion de
transmision concreta. El principal objetivo quesigue dicho método es responder a la
pregunta de si existe algun tren de mas de cuaagmionos que puede conseguir grandes
reducciones o multiplicaciones de la velocidad oanelevado rendimiento. Podemos
preguntarnos si existe un tren de seis miembrogzcdg superar al tren compuesto por
dos etapas en serie del tren de cuatro miembrag) &n una mayor reduccion o

multiplicacién de la velocidad como en el rendinieeglobal de la transmision.

La transmision compuesta por dos etapas del trerua®o miembros, a la que se
hara referencia a partir de ahora como la tranémisiultietapa, tiene cuatro pares de
engrane. Es por ello, que la comparacion debazezaé con los TEP de seis miembros.
Concretamente el tren 6221 (1,4-2) es el resultdateonectar en serie dos trenes de
cuatro miembros del tipo 4210 (1,3-2). La soluaidmstructiva basada en al conexion
en serie de varios trenes 4210 (1,3-2) es la qweepta mayoria de los reductores
planetarios industriales. Por ello, el tren 6224-Q), que equivale a do etapas del 4210
(1,3-2), servira como patron para establecer coagpares con el resto de trenes de seis

miembros.
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Para determinar los trenes de seis miembros capadeealcanzar elevadas
relaciones de transmision deben analizarse sus smdpapotencias, ademas debe
representarse en ellos las regiones en las quasdathivas tienen validez. De este modo
los TEP cuyos mapas de potencias sean validossepréximidades del origen para
elevadas reducciones y multiplicaciones de la vedakt constituyen el grupo de TEP
que deben ser analizados. Entonces de este ar@lisigsinicamente los trenes 6221
(1,4-2), 6221 (1,2-4), 6221 (1,3-4) y 6222 (1,4&@)mplen con dichos requisitos.
Ademés debemos eliminar el tren 6221 (1,4-2) yaeguel tren objeto de comparacion.

En la figura 23 correspondiente al tren 6221 (3,pukede observarse que para los
valores de Wit > 1 y Wout < 0, los tramos de las curvas resultantes comlescntre
los puntos de interseccion con los ej@5\ys5S26 se encuentran en el cuadrante @5<3
y -1 < 26 < 0. Por consiguiente, para el rango de relacidleegansmision Wit > 1y
Wout < 0, este tren no recircula potencia y en primcipabe esperar un elevado

rendimiento.

Para el caso de &/ > 1 existe un punto que determina la transmisg®méima
potencia total de engrane, como se mostro en laafig6(a). Dicho punto verifica que
S15 = -S6. Por tanto, el disefio de minima potencia de ewegdah TEP 6221 (1,2-4)
para Wut > 1 requiere que todas las potencias de engrameigeales en valor absoluto.
Dicho tren puede compararse facilmente con el tnettietapa, pues en éste siempre
todas las potencias de engrane son también igeialealor absoluto, por tratarse de una
conexion en serie de trenes de cuatro miembros.ePor puede establecerse una

comparacion definiendo el ratior como el cociente entre la potencia total de eregra

de ambos trenes, es decir:

- _(|5|5|+ |26 6221 (1,2—4) _ |S15]6221 (1.2=4)
(151s] + [S26D 6221 4= |S15]622101.4-3) (75)

102



De este modcfj1-+ es menor que la unidad, implicara que la sumasipdtencias
de engrane en el TEP 6221 (1,2-4) ser& menor quedelatren multietapa y
probablemente su rendimiento ser4d mayor para lasioees de transmision que lo

cumplan.

El ratioi—i_tendré sentido a igualdad de las relaciones dsrtrizion, por lo que
debemos encontrar su expresion en funcion deksta.el tren 6221 (1,2-4) en el punto

de minima potencia total de engrane se tiene:

Wt — U — 515 (1 +S6)  (1=8)5)°

| — S5+ S | =255 | Sirain

Entonces tenemos que:

|S|_:, = | — Wout + \/,Wmt (Woat — 1)

(76)

Del mismo modo, para el tren multietapa se tiene:

Wout — (| = §,5) (1 + S56) = (1 =5,5)° = W Is

min
Por lo que:

1515] = 1 = Ve 77)

Para este tren, debemos tener en cuenta que lasiGivepresenta mayor
rendimiento como reductora que como multiplicadpar, lo tanto para establecer la
comparacion debe elegirse el tren inverso, estel €221(4,1-2), cuya potencia de

engrane sera:
|

— 1= f—

515
ot I?8
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Sustituyendo (76) y (78) en (75), se tiene:

1+ — | — Wout + \/Wmtlzwmt— 1)

En la figura 27(a) se ha representado el valoz;'-—,',_afrente alog(Wout). De la

curva se deduce que paraw\> 3,3829,i+< 1 y por lo tanto el rendimiento de la

transmision 6221 (1,2-4) deberia ser mayor. Puedgmbarse que cuando mayor es

Wout menor esf'-+, gue representa un valor asintéticoj-—i_: 0,5. En otras palabras,
que podria obtenerse una transmision con aproximei@ la mitad de la potencia total
de engrane para multiplicaciones de la velocidadrdeada elevadas, lo que implicaria
sin duda un mayor rendimiento. No obstante, con sola etapa del tren de cuatro

miembros se puede llegar hastauM¥12, por lo que la comparacion solo tiene sentido
para Wut > 12.

Figura 27. Valores df'-+ y A",

35 5 ?
3t .+ i

lﬂ. 4 S
25} "
21\ 3 /
15 ‘\ /
. L
i :

\“"n.., 1 --_--_-____..nl"'
05 e ————-
0 1 ) 3 PE(Wa) 3 -25 -2 15 -1 -05 g (W)
(a) (b)

Fuente: Elaboracion propisgoftware matematico.
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Empleando planetas dobles no puede llegarse mdad/at =10, de modo que para
el resultado tan favorable que muestra en un praméfisis la figura 27(a) no existe

solucién constructiva valida.

Para valores de M < -1, aunque el rendimiento seria algo inferiar @&tar las
curvas del mapa de potencias para estas relactmésansmision mas alejadas del
origen, también podrian obtenerse rendimientosadiey. Sin embargo, vuelve a suceder
lo mismo que anteriormente y tan solo puede llagangn valor de Wt = —5 empleando
planetas simples. Incluso permitiendo planetasedobb pueden obtenerse relaciones de
transmision mucho mayores. Por lo que dicha trasiémino es valida para este

intervalo de relaciones de transmision.

En el intervalo —1 Wit < 0 aunque el punto de minima potencia de engtak
seria el definido por el corte con los ejes, pusmlesiderarse como punto aceptable de
disefio el definido por el punto en quis S -&6. De este modo y haciendo nuevamente
uso de las expresionBgSk; Wout) = 0, la relacién entre las potencias de engranena
dada por:

(1515 + |S26D6221 2= 1= Wout + \/ Wout [ Wor — 1)

~ ([S1s]+ [S26D 6221 (14-) | — . /L
Wont (79)

En la figura 27(b) se ha representado el vi™frente alog(-Wou). Se deduce
gue para elevadas relaciori™ es practicamente la unidad. El rendimiento sera
aproximadamente igual al del tren multietapa. Sedpulegar a una reduccion de la
velocidad muy aproximada con igual rendimiento. Rgemplo, la transmisiéon
multietapa con planetas simples puede alcanzaraghecion maxima de W = —1/144
con un rendimiento de la transmision de 0.911, trasnque con esta transmision se

llega a Wut = —1/143 con el mismo rendimiento.
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Si se construyen ambas transmisiones con planebdssdios valores son en estos
casos Wut = —=1/576 y Wut = —1/575 respectivamente, con un rendimiento ebhaam
transmisiones de 0,907. Estos valores se han adtrudon la expresion analitica del
rendimiento, par aun rendimiento ordinarjo = 0,975 en el TEP 6221 (1,2-4) esta

reduccion maxima se consigue cars2 0y 26 < 0.

Los TEP 6221 (1,3-4) y 6222 (1,4-2) también permitdtener una reduccion
aproximada a la del tren de dos etapas, aunqu@amipferior al caso anterior, puede
obtenerse it = —1/134 con planetas simples con un rendimiertétadransmision de
0,907. Del mismo modo, si los engranajes se coyestrieon planetas compuestos en
estos dos TEP, los resultados tampoco llegan aaupdos del tren multietapa, que

dando ligeramente por debajo.

En definitiva, se ha demostrado que ningun treseie miembros permite obtener
mayores reducciones o multiplicaciones de la vdbltide entrada respecto del TEP
compuesto por el de dos etapas del tren de cuagmbros, ni tampoco mejorar el
rendimiento. Cabe destacar que de todos los TERaas el 6221 (1,2-4) ofrece los
mejores resultados. Ademas, los trenes 6221 (1,2-6R21 (1,3-4) presentan la
particularidad de tener un brazo fijo, algo questattivamente hablando puede ser

interesantes para ciertas aplicaciones.

Légicamente, si lo que se desea es multiplicaelacidad de entrada, los TEP que
deben emplearse son los inversos de los anterestses: 6221 (2,1-4), 6221 (3,1-4) y
6222 (4,1-2). Con el TEP de cinco miembros, noossiguen relaciones de transmision
elevadas y ademas el rendimiento es bajo, por éosguha omitido un analisis mas

detallado.
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CONCLUSIONES

Con la transmision de cuatro miembros se puedeegoirse una reduccion
maxima de 1/23,5 y con los trenes de cinco miemlaraesmultiplicacion puede

conseguirse hasta 1/540.

Las principales restricciones de las estructuraa pae un tren de engranajes

planetarios pueda ser Util son las funcionales gémstructivas.

La expresion del rendimiento de un tren de engesnplianetarios depende de las

relaciones de dentado y también de cuales seani¢émsbros conductores del tren.

Los mapas de potencia permiten determinar facilenéas transmisiones que

presentan mayor rendimiento para una relacionagesitnision concreta.
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RECOMENDACIONES

Hay que tener en cuenta que no todos los rangasudigplicacion de velocidad

son el inverso de la reducciéon de velocidad.

En algunos casos especificos, pueden existirgeistnes particulares en el disefio,

como el peso y el volumen.

Tener sumo cuidado de que las aproximaciones dalimgento basandose
Gnicamente en las potencias de engrane de lostdsstircuito no exceda el 5% de

error.

Los mapas de potencia de los trenes 6221 (1,2221 §1,3-4) y 6222 (1,4-2)

constituyen una alternativa bastante aceptable.
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Figura 28. Mapas de potencia |.
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Fuente: Elaboracién propisgftware matematico.
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Figura 29. Mapas de potencia Il.
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Figura 30. Mapas de potencia lll.
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Fuente: Elaboracion propisoftware matematico.

115




Figura 31. Mapas de potencia IV.
-3

-2 -1

6221
(1,3-4)

S1s

N
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Figura 32. Mapas de potencia V.
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Figura 33. Mapas de potencia VI.
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Fuente: Elaboracion propisgftware matematico.



Figura 34. Mapas de potencia VII.
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