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OBJETIVOS

General

Aplicar mecanismos teóricos que logren explicar interacciones entre partículas
con spin-medio.

Específicos

1. Establecer las reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica.

2. Describir la estructura de la interacción débil, aplicada a interacciones de lep-
tones cargados y neutrinos.

3. Presentar una formulación teórica que explique la oscilación del neutrino.
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INTRODUCCIÓN

El modelo estándar explica con precisión muchos fenómenos que suceden en la
naturaleza. Hasta la fecha, casi todas las pruebas experimentales de las tres fuerzas
descritas por el modelo estándar están de acuerdo con sus predicciones. No obstante,
este modelo posee inconsistencias teóricas. Una de ellas predice que ciertas partí-
culas no poseen masa, pero experimentos recientes han encontrado que estas sí la
poseen. Ejemplo de esto son los neutrinos.

Este trabajo se compone de cuatro capítulos. En el primero se introduce a la
ecuación de Dirac, la cual es una formulación relativista de la mecánica cuántica que
describe los fermiones fundamentales del modelo estándar. En el segundo se usan
los diagramas de Feynman para estudiar las interacciones entre partículas. El tercer
capítulo describe la estructura de la interacción débil. Finalmente, el último capítulo
estudia del fenómeno mediante el cual los neutrinos se someten a oscilaciones de sus
sabores al propagarse largas distancias.
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1. Electrodinámica Cuántica

1.1. Ecuación de Dirac

Se define la partícula libre como aquella que no está sometida a ninguna fuerza.
Cuyo hamiltoniano relativista provisto por la mecánica clásica [5] está dado por{

p0 −
√
m2c2 + p2

1 + p2
2 + p2

3

}
ψ = 0 (1.1)

los momenta son interpretados como operadores pµ = i~ ∂
∂xµ

. El término mc2 co-
rresponde a la energía en reposo de la partícula, la cual no tiene influencia en las
ecuaciones de movimiento.

La ecuación 1.1 toma en cuenta la relación entre la energía y momentum re-
queridos por la relatividad. Sin embargo, esta ecuación es aun insatisfactoria, puesto
que no es simétrica entre p0 y los pi

{
p2

0 −m2c2 − p2
1 − p2

2 − p2
3

}
ψ = 0 (1.2)

La ecuación 1.2 es invariante y puede ser tomada convenientemente como base
de una teoría relativista. Como puede notarse, la ecuación 1.2 no es completamente
equivalente a la ecuación 1.1. Esto debido a que toda solución de la ecuación 1.1 es
solución de la ecuación 1.2, pero lo inverso no es cierto. Solo los valores positivos p0

para la ecuación 1.2 son también soluciones de la ecuación 1.1 [5].

Por ello se debe buscar una ecuación de onda que sea lineal en p0 y que sea
equivalente a la ecuación 1.2

{p0 − α1p1 − α2p2 − α3p3 − β}ψ = 0 (1.3)

Las soluciones de la ecuación 1.3 representan partículas relativistas, que deben
cumplir con la relación energía-momentum. Las condiciones que deben ser satisfechas
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por α y β se obtienen a partir de

{p0 − α1p1 − α2p2 − α3p3 − β} · {p0 − α1p1 − α2p2 − α3p3 − β}ψ = 0{
p2

0 +
∑
1,2,3

[α2
1p

2
1 + (α1α2 + α2α1)p2

1p
2
2 + (α1β + βα1)p1]− β2

}
ψ = 0 (1.4)

el símbolo
∑

1,2,3 se refiere a la permutación cíclica de los sufijos 1, 2, 3. Para
satisfacer la ecuación 1.2, α y β deben completar las siguientes relaciones:

α2
1 = 1 ; α1α2 + α2α1 = 0

β2 = m2c2 ; α1β + βα1 = 0

si se reescribe a β como
β = αmmc

junto con las relaciones obtenidas de las permutaciones 1, 2, 3 pueden ser resumidas
en una.

αaαb + αbαa = 2δab (a, b = 1, 2, 3 o m) (1.5)

La relación de anticonmutación no puede ser satisfecha si αi y β son números
normales. En ese caso, los únicos objetos matemático que pueden cumplir la relación
de anticonmutación son las matrices.

Estas deben tener propiedades algebraicas similares a las matrices de Pauli.
Para ello es necesario un conjunto de cuatro matrices que cumplan con la relación
de anticonmutación. No obstante, si se mantiene la representación de 2×2 no puede
obtenerse una representación con más de tres matrices que anticonmuten. Así, se
debe tener una representación de 4×4 para obtener la representación para las cuatro
matrices αi que cumplan con la relación de anticonmutación.

Es conveniente expresar las matrices en términos de las matrices de Pauli,
además de agregar un segundo conjunto de tres matrices cuyo cuadrado sea la matriz
unitaria. Este debe ser independiente y anticonmutar con las matrices de Pauli. Se
construyen como un producto directo de las matrices de Pauli y la matriz unitaria

2



[5]

σi,Dirac = I ⊗ σi,Pauli (1.6)

ρi = σi,Pauli ⊗ I (1.7)

Se pueden tomar cuatro matrices entre otras posibilidades

α1 = ρ1σ1 α2 = ρ1σ2 α3 = ρ1σ3 αm = ρ3 (1.8)

Ya que se pudo obtener una representación para los factores αi y β, estas tienen
ciertas propiedades: dimensión par y traza cero. Así, la función de onda está forzada
a tener cuatro grados de libertad [9].

1.1.1. Densidad de probabilidad y densidad de corriente

Se deben definir dos cantidades físicas importantes: la densidad de probabilidad
y la densidad de corriente. Reemplazando los operadores de momentum y energía
en la ecuación 1.3

p→ −i5 ; E → i
∂

∂t

Por lo tanto, la ecuación de Dirac

− iαx
∂ψ

∂x
− iαy

∂ψ

∂y
− iαz

∂ψ

∂z
+mβψ = i

∂ψ

∂t
(1.9)

el conjugado Hermitiano de la ecuación de Dirac

[
−iαx

∂ψ

∂x
− iαy

∂ψ

∂y
− iαz

∂ψ

∂z
+mβψ = i

∂ψ

∂t

]†
Se debe recordar que α y β son matrices y que ψ es un vector columna de 4

componentes

i
∂ψ†

∂x
α†x + i

∂ψ†

∂y
α†y + i

∂ψ†

∂z
α†z +mψ†β† = −i∂ψ

†

∂t
(1.10)

Se multiplica por la izquierda ψ† a la ecuación 1.9 y por la derecha ψ a la
ecuación 1.10. Después se suman las dos ecuaciones:

3



i

(
ψ†
∂ψ

∂t
+
∂ψ†

∂t
ψ

)
= − i

(
ψ†αx

∂ψ

∂x
+
∂ψ†

∂x
αxψ

)
− i

(
ψ†αy

∂ψ

∂y
+
∂ψ†

∂y
αyψ

)
(1.11)

− i

(
ψ†αz

∂ψ

∂z
+
∂ψ†

∂z
αzψ

)

La ecuación 1.11 puede ser simplificada si

ψ†
∂ψ

∂t
+
∂ψ†

∂t
ψ =

∂(ψ†ψ)

∂t
∨ ψ†αx

∂ψ

∂x
+
∂ψ†

∂x
αxψ =

∂(ψ†αxψ)

∂x

Reescribiendo la ecuación 1.11.

∇ · (ψ†αψ) +
∂(ψ†ψ)

∂t
= 0 (1.12)

si se asume que la partícula no decae o interacciona, la probabilidad total del sistema
debe de ser constante. Esta conservación de la probabilidad puede ser expresada en
términos de una ecuación de continuidad [1]

∇ · j +
∂ρ

∂t
= 0 (1.13)

al comparar la ecuación 1.12 y la ecuación de continuidad, se identifican la
densidad de probabilidad y la probabilidad de corriente para las soluciones de la
ecuación de Dirac como

ρ = ψ†ψ ∨ j = ψ†αψ (1.14)

al escribir la densidad de probabilidad en términos de las cuatro componentes
del spinor de Dirac es

ρ = ψ†ψ =| ψ1 |2 + | ψ2 |2 + | ψ3 |2 + | ψ4 |2

la densidad de probabilidad en la ecuación 1.14 tiene valores positivos para
todas las soluciones de la ecuación de Dirac.
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1.2. Forma covariante de la ecuación de Dirac

La representación de la ecuación de Dirac hasta ahora es en términos de α y
β, la cual posee una conexión natural con el spin [9]. Lo siguiente es representar a
la ecuación de Dirac de forma tal que sea invariante ante las transformaciones de
Lorentz. La forma covariante es alcanzada multiplicando la ecuación de Dirac 1.3
por β

iβαx
∂ψ

∂x
+ iβαy

∂ψ

∂y
+ iβαz

∂ψ

∂z
+ iβ

∂ψ

∂t
−mβ2ψ = 0 (1.15)

De donde se definen las cuatro matrices γ de Dirac

γ0 = β γ1 = βαx γ2 = βαy γ3 = βαz

usando la propiedad que β2 = I, la ecuación 1.15 se escribe como

iγ0∂ψ

∂t
+ iγ1∂ψ

∂x
+ iγ2∂ψ

∂y
+ iγ3∂ψ

∂z
−mψ = 0 (1.16)

Por lo tanto, la ecuación de Dirac expresada en su forma covariante es

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (1.17)

Las matrices γ de Dirac no son cuatro vectores sino matrices constantes que son
invariante ante las transformaciones de Lorentz.

1.2.1. Propiedades de las matrices de Dirac

Las propiedades de las matrices γ pueden ser obtenidas de las propiedades de
las matrices α y β [9]

(γk)2 = βαkβαk = −αkββαk = −I

donde la convención usada será el índice k = 1, 2 o 3

(γ0)2 = ββ = I

5



Se multiplica β por la izquierda y por la derecha en la ecuación 1.5, se obtendrá la
relación de anticonmutación para la parte espacial

(βαi)(αjβ) + (βαj)(αiβ) = 2δijββ

−γiγj − γjγi = 2δij

γiγj + γjγi = −2δij

la parte temporal se logra multiplicando a la ecuación 1.5 por β

αiβ + βαi = 0

β(αiβ) + (βαi)β = 0

γ0γi + γiγ0 = 0

Por lo tanto, las relaciones de anticonmutación cumplen con 1

γµγν + γνγµ = 2gµν (1.18)

Las matrices α y β son Hermitianas 2. En este sentido, la hermiticidad de las matrices
gamma debe ser comprobada de manera similar

(γi)† = α†β† = αβ = −βα = −γi

Con esto se demuestra que para los componentes espaciales son antihermitianos

γ0† = γ0 ∨ γk† = −γk (1.19)

Con las ecuaciones 1.18 y 1.19 se ha definido toda el álgebra de las matrices γ, que
es suficiente para las soluciones de la ecuación de Dirac.

1.3. El spinor adjunto y la corriente covariante

Como se expuso anteriormente la densidad de probabilidad y la probabilidad
de corriente para una función de onda satisfacen la ecuación de Dirac, estas dos
probabilidades se pueden escribir de forma compacta. Se define el spinor adjunto
como

ψ = ψ†γ0

1En un espacio Euclidiano gij = δij
2A† = A

6



la representación del spinor adjunto es

ψ = (ψ∗1, ψ
∗
2,−ψ∗3,−ψ∗4)

Ahora para poder escribir la forma compacta de las dos probabilidades se debe
escribir el adjunto hermítico de la ecuación 1.17 como

ψ (i∂µγ
µ +m) = 0 (1.20)

donde la derivada opera sobre la izquierda. Se multiplica ψ por la izquierda a la
ecuación 1.17 y ψ por la derecha a la ecuación 1.20, se suman y se obtiene

ψ (i∂µγ
µ −m)ψ = 0

ψ (i∂µγ
µ +m)ψ = 0

ψ (γµ∂µψ) +
(
ψγµ∂µ

)
ψ = 0

Por lo tanto, la forma compacta es

∂µ
(
ψγµψ

)
= 0 (1.21)

esta es la forma invariante de Lorentz de un producto escalar. Siendo esta la cuatro
divergencia3 con respecto al cuatro vector de corriente

∂µj
µ = 0

La definición del spinor adjunto permite escribir el cuatro vector corriente jµ como

jµ = (ρ, j) = ψγµψ (1.22)

1.4. Soluciones a la ecuación de Dirac

Se debe proponer una solución para la ecuación de Dirac, que sea la forma de
la función de onda de las partículas con spin-1/2 [3]. La solución propuesta para
una partícula libre es una onda plana

ψ(x, t) = u(E,p)ei(p·x−Et) (1.23)

3∂µ = (∂t,∇)

7



donde u(E,p) es un cuatro componente del spinor de Dirac y satisface la ecuación
de Dirac. El spinor u(E,p) es una función de energía y momentum de la partícula

∂0ψ =
∂ψ

∂t
= −iEψ, ∂1ψ =

∂ψ

∂x
= ipxψ, ∂2ψ =

∂ψ

∂y
= ipyψ, ∂3ψ =

∂ψ

∂z
= ipzψ

substituyendo en la ecuación de Dirac

(
γ0E − γ1px − γ2py − γ3pz −m

)
u(E,p)ei(p·x−Et) = 0

Por lo tanto, el spinor u(E,p) satisface

(γµpµ −m)u = 0 (1.24)

Esta es la ecuación de Dirac de la partícula libre.

1.4.1. Partícula en reposo

El término de momentum desaparece en una partícula en reposo, entonces la
función de onda

ψ = u(E, 0)e−iEt

Así, la ecuación de Dirac queda reducida

Eγ0u = mu

se expande

E


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



φ1

φ2

φ3

φ4

 = m


φ1

φ2

φ3

φ4


expresa una ecuación de eigenvalores, la cual admite cuatro soluciones ortogonales
independientes que son

u1(E, 0) = N


1

0

0

0

 ; u2(E, 0) = N


0

1

0

0

 (1.25)
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las dos soluciones con eigenvalores de energía positiva son E = m

u3(E, 0) = N


0

0

1

0

 ; u4(E, 0) = N


0

0

0

1

 (1.26)

las dos soluciones con eigenvalores de energía negativa son E = −m. Estos 4 spinors
son estados del operados Ŝz, por lo tanto cada uno representa un estado diferente de
spin. Las soluciones a la ecuación de Dirac para una partícula en reposo, incluyen
dependencia del tiempo

ψ1(E, 0) = N


1

0

0

0

 e−imt ; ψ2(E, 0) = N


0

1

0

0

 e−imt (1.27)

ψ3(E, 0) = N


0

0

1

0

 eimt ; ψ4(E, 0) = N


0

0

0

1

 eimt

1.4.2. Solución general para partículas libres

La partícula se encuentra en movimiento y se procede a resolver la ecuación de
Dirac para una onda plana[(

I 0

0 −I

)
E −

(
0 σ · p

−σ · p 0

)
−m

(
I 0

0 I

)]
u = 0 (1.28)

desarrollando el segundo término de la ecuación 1.28

γk · pk = γ1px + γ2py + γ3pz =

(
0 σ · p

−σ · p 0

)
(1.29)

=


0 0 pz px − ipy
0 0 px + ipy −pz
−pz −px + ipy 0 0

−px − ipy pz 0 0


9



Para facilitar la notación de las matrices γ, se usa la representación de matriz en
bloque de 2 × 2. Así el spinor se puede escribir en representación de dos vectores
columnas de dos componentes, uA y uB

u =

(
uA

uB

)

al trabajar la ecuación 1.28 queda expresado como(
E −m −σ · p
σ · p −E −m

)(
uA

uB

)
= 0 (1.30)

las ecuaciones para uA y uB

uA =
σ · p
E −m

uB (1.31)

uB =
σ · p
E +m

uA (1.32)

se sustituye la ecuación 1.32 en la ecuación 1.31

uA =
(σ · p)2

E2 −m2
uA

la representación de σ · p es

σ · p =

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)

Entonces
(σ · p)2 = p2I

Así, la ecuación para uA

uA =
p2

E2 −m2
uA

E2 −m2 = p2

esta satisface la ecuación de Dirac y obedece la relación de energía-momentum de
la relatividad especial. Las soluciones propuesta para uA son:

uA =

(
1

0

)
∨ uA =

(
0

1

)
(1.33)

10



se encuentra, las dos soluciones para las partículas libres u1 y u2

u1 =
N

E +m


1

0

pz

px + ipy

 ∨ u2 =
N

E +m


0

1

px − ipy
−pz

 (1.34)

Se debe notar que la elección de las formas de uA es análoga a la notación que se
usa para los spinores de Pauli. Si se eligen dos formas ortogonales para uA, esta será
igualmente valida. Las dos soluciones de la ecuación de Dirac restantes se hallan

uB =

(
1

0

)
∨ uB =

(
0

1

)
(1.35)

la solución para u3 y u4 son:

u3 =
N

E −m


pz

px + ipy

1

0

 ∨ u4 =
N

E −m


px − ipy
−pz

0

1

 (1.36)

Las cuatro soluciones para una partícula libre de la ecuación de Dirac son:

u1 =
N

E +m


1

0

pz

px + ipy

 , u2 =
N

E +m


0

1

px − ipy
−pz

 , (1.37)

u3 =
N

E −m


pz

px + ipy

1

0

 y u4 =
N

E −m


px − ipy
−pz

0

1


Los spinores u1 y u2 son soluciones con energía positiva E = +|

√
p2 −m2|.

Así, u3 y u4 son soluciones con energía negativa E = −|
√
p2 −m2|. Estos spinores

representan estados de antipartículas4 [3].
Para evitar posibles confusiones es conveniente trabajar con spinores de anti-

4Para interpretación de las antipartículas, existen dos interpretaciones el mar de Dirac y la otra
es la interpretación de Feynman-Stückelberg, esta última será la interpretación que se usará de
ahora en adelante.
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partículas en términos de momentum y energía física, siguiendo la interpretación
Feynman-Stückelberg. La energía negativa de los spinores de las partículas u3 y u4

puede ser escrita con energía positiva de los spinores de la antipartícula, v1 y v2

v1(E,p)e−i(p·x−Et) = u4(−E,−p)ei[−p·x−(−E)t]

v2(E,p)e−i(p·x−Et) = u3(−E,−p)ei[−p·x−(−E)t]

Se propone la solución a la ecuación de Dirac para la antipartícula

ψ(x, t) = v(E,p)e−i(p·x−Et) (1.38)

substituyendo la ecuación de onda 1.38 en la ecuación 1.17, se obtiene:

(
−γ0E + γ1px + γ2py + γ3pz −m

)
v = 0,

(γµpµ +m) v = 0.

esta es la ecuación de Dirac en el espacio de momentum para el espinor v. Se procede
como antes escribiendo

v =

(
vA

vB

)
dando un par de ecuaciones

vA =
σ · p
E +m

vB y vB =
σ · p
E −m

vA

proporciona las soluciones

v1 =
N

E +m


px − ipy
−pz

0

1

 , v2 =
N

E +m


pz

px + ipy

1

0

 , (1.39)

v3 =
N

E −m


1

0

pz

px + ipy

 , y v4 =
N

E −m


0

1

px − ipy
−pz


Como anteriormente se ha identificado E = +|

√
p2 −m2| son los spinores v1 y

v2, las energías negativas E = −|
√
p2 −m2| son los spinores v3 y v4. Se tiene ocho
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soluciones para la ecuación de Dirac. De estas ocho soluciones solamente 4 pueden ser
linealmente independientes. Para trabajar se usan las cuatro soluciones con energía
positiva de las partículas/antipartículas:

soluciones para partículas

ψi = uie
−i(p·x−Et)

u1 =
N

E +m


1

0

pz

px + ipy

 , u2 =
N

E +m


0

1

px − ipy
−pz

 , (1.40)

soluciones para antipartículas

ψi = vie
−i(p·x−Et)

v1 =
N

E +m


px − ipy
−pz

0

1

 , v2 =
N

E +m


pz

px + ipy

1

0

 ,

Es conveniente normalizar estos spinores, usando la convención u†u = 2E partículas
por unidad de volumen5, entonces

u†u = |N |2
(

1 +
p2

(E +m)2

)
2E =

2E

E +m
|N |2

|N | =
√
E +m (1.41)

1.5. Helicidad

En general u1, u2, v1 y v2 no son estados propios del spin, si se define la matriz
de spin para las partículas de Dirac como

Ŝz =
1

2
Σz Σ =

(
σ 0

0 σ

)

si el movimiento de la partícula es en dirección ẑ, entonces u1, u2, v1 y v2 son estados
propios de Sz. Sin embargo, el spin no conmuta con el hamiltoniano [ĤD, Ŝz] 6= 0

5Existen diferentes convenciones u†u = 2E (Halzen y Martin), u†u = |E|/mc2 (Bjorken y Drell)
, u†u = 1 (Bogoliubov y Shirkov).
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por este motivo es imposible construir spinores que al mismo tiempo sean estados
propios del spin Ŝ y del hamiltoniano ĤD. Se introduce el concepto de helicidad el
cual es una proyección del Spin sobre la dirección del movimiento de la partícula.
La helicidad ĥ de una partícula se define como el componente normalizado de su
spin a lo largo de su movimiento [9]

ĥ =
S · p
p

(1.42)

ĥ =
Σ · p

2p
=

1

2p

(
Σ · p 0

0 Σ · p

)
(1.43)

se demuestra que la helicidad conmuta con el hamiltoniano

[HD,Σ · p] = [α · p̂ + βm,Σ · p]

= [α · p̂,Σ · p] +���
��

��:0
[βm,Σ · p]

= [αxpx + αypy + αzpz,Σxpx + Σypy + Σzpz] = 0

Los eigenestados simultaneos del hamiltoniano para la partícula libre y el operador
de helicidad son soluciones a la ecuación de Dirac, estos deben satisfacer la ecuación
para los eigenvalores

ĥu = λu

1

2p

(
σ · p 0

0 σ · p

)(
uA

uB

)
= λ

(
uA

uB

)

los vectores uA y uB son vectores columna de dos componentes

(σ · p)uA = 2pλuA (1.44)

(σ · p)uB = 2pλuB (1.45)
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Figura 1.1. Los eigenestados de la helicidad para una partícula.

Para obtener los eigenvalores se multiplica la ecuación 1.44 por σ ·p, recordando que
(σ · p)2 = p2

(σ · p)2uA = 2λp(σ · p)uA
p2uA = 4λ2p2uA

(p2 − 4λ2p2)uA = 0

p2 − 4λ2p2 = 0

λ = ±1

2

esto significa que las dos posibles estados de helicidad para un fermion h = +1
2
,

llamado right-handed donde el spin es alineado en la misma dirección del momentum,
ó h = −1

2
llamado left-handed donde el spin es alineado en la dirección opuesta del

momentum.

Con esto surge un problema, la helicidad no es un invariante de Lorentz para
una partícula con masa, ya que es posible encontrar un marco inercial en que la
dirección de la partícula sea opuesta. La única manera que esto sea un invariante
de Lorentz es en una partícula sin masa [3].
Ahora se deben encontrar los eigenestados de la helicidad que tambien son eigenes-
tados de la ecuación de Dirac.

(σ · p)uA = (E +m)uB

sustituyendo en la ecuación 1.44

uB = 2λ

(
p

E +m

)
uA (1.46)

Para resolver la ecuación 1.44 se expresa a los estados de helicidad en coordenadas
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esféricas:
p = (p sin θ cosφ, p sin θ sinφ, p cos θ)

reescribiendo el operador de helicidad

1

2p
(σ · p) =

1

2p

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
1

2p
(σ · p) =

1

2p

(
p cos θ p(sin θ cosφ− i sin θ sinφ)

p(sin θ cosφ+ i sin θ sinφ) −p cos θ

)

usando la forma de Euler eiφ = cosφ+ i sinφ

1

2p
(σ · p) =

1

2

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)

se escribe las componentes de uA como

uA =

(
a

b

)
(

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)(
a

b

)
= 2λ

(
a

b

)

el sistema de ecuaciones

a cos θ + b sin θe−iφ = 2λa

a sin θeiφ − b cos θ = 2λb

si se despeja para el radio de b
a

b

a
sin θe−iφ = 2λ− cos θ

b

a
=

2λ− cos θ

sin θ
eiφ

para encontrar el eigenestado right-handed con eigenvalor λ = 1/2

b

a
=

1− cos θ

sin θ
eiφ
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usando las siguiente identidades

sin2 θ

2
=

1− cos θ

2

sin θ = 2 cos
θ

2
sin

θ

2

b

a
= eiφ

sin θ
2

cos θ
2

se encuentra el eigenestado left-handed con eigenvalor λ = −1/2

b

a
=
−1− cos θ

sin θ
eiφ

b

a
= −eiφ

cos θ
2

sin θ
2

Se escribe el spinor de la helicidad right-handed y left-handed, denotado por u↑ y
u↓.
Para los estados RH (right-handed), a = cos θ

2
y b = eiφ sin θ

2
y los estados LH

(left-handed) a = − sin θ
2
y b = eiφ cos θ

2

u↑ =
√
E +m


c

seiφ

p
E+m

c
p

E+m
seiφ

 ∨ u↓ =
√
E +m


−s
ceiφ

p
E+m

s

− p
E+m

ceiφ

 (1.47)

Los spinores estan normalizados a 2E partículas por unidad de volumen, N =
√
E +m. Los terminos s = sin θ

2
y c = cos θ

2
. Una característica de la antipartícula

es Ŝ(v) = −Ŝ, por lo tanto para la helicidad h = +1/2 el estado de la antipartícula(
Σ · p

2p

)
v↑ = −1

2
v↑

Entonces los spinores normalizados de las antíparticulas son
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v↑ =
√
E +m


p

E+m
s

− p
E+m

ceiφ

−s
ceiφ

 ∨ v↓ =
√
E +m


p

E+m
c

p
E+m

seiφ

c

seiφ

 (1.48)

1.6. Carga conjugada

El efecto de esta conjugación es remplazar la partícula con su correspondiente
antipartícula y vice versa. El operador carga conjugada cambia el signo de todos los
números cuánticos internos, los únicos números cuánticos que deja este intactos es
la masa, energía, momentum y spin [3].

Se debe encontrar ahora la representación del operador de carga conjugada. La
fuerza de Lorentz:

F = q(E + v ×B)

reescribiendo los campos con sus potenciales E = −∇φ− ∂A
∂t
, B = ∇×A

F = q(−∇φ− ∂A

∂t
+ v ×∇×A)

usando la identidad v ×∇×A = ∇(A · v)− (v · ∇)A

(v · ∇)A = −∂A

∂t
+
dA

dt

F = q

[
−∇(φ−A · v)− dA

dt

]
dA

dt
=

d

dt

∂

∂v
(φ−A · v)

F = −∇U +
d

dt

∂U

∂v

−∇U +
d

dt

∂U

∂v
= q

[
−∇(φ−A · v)− d

dt

∂

∂v
(φ−A · v)

]
U = q(φ−A · v) (1.49)

El movimiento de la partícula cargada en un campo electromagnético Aµ = (φ,A)

se encuentra con las ecuaciones canónicas −p = ∂H
∂q̇

E → E − qφ ; p→ p− qA (1.50)
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se escribe en notación de cuatro-vector

pµ → pµ − qAµ (1.51)

se reemplaza la energía y momentum por los operadores E = i∂
∂t

y p = −i∇

i∂µ → i∂µ − qAµ (1.52)

se sustituye en la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ − eγµAµ −m)ψ = 0

γµ(∂µ − ieAµ)ψ + imψ = 0 (1.53)

Se busca una manera de cambiar la ecuación de Dirac, tal que las soluciones de
energías positivas y negativas sean intercambiables mientras que la forma de la
ecuación de Dirac se mantenga. El complejo conjugado de la ecuación 1.53 esta
dado por

(γµ)∗(∂µ + ieAµ)ψ∗ − imψ∗ = 0 (1.54)

se multiplica por la izquierda −iγ2

−iγ2(γµ)∗(∂µ + ieAµ)ψ∗ + im− iγ2ψ∗ = 0 (1.55)

la matriz iγ2 es hermitico y unitario, por consiguiente UU∗ = I, (iγ2)∗ = iγ2

−iγ2(γµ)∗iγ2(iγ2)∗(∂µ + ieAµ)ψ∗ + imiγ2ψ∗ = 0

γµ(∂µ + ieAµ)iγ2ψ∗ + imiγ2ψ∗ = 0 (1.56)

se define a ψ′

ψ′ = iγ2ψ∗

entonces escribiendo la ecuación 1.56

γµ(∂µ + ieAµ)ψ′ + imψ′ = 0 (1.57)

Por lo tanto, ψ′ es una función de onda que describe una partícula con la misma
masa que la partícula original pero con carga opuesta; se puede definir a ψ′ como
la función de onda que describe a la antipartícula. Entonces en la representación de
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Dirac-Pauli, del operador carga conjugada Ĉ.

ψ′ = Ĉψ = iγ2ψ∗ (1.58)

Para confirmar el efecto que tiene el operador carga conjugada sobre el spinor de
una partícula

ψ′ = Ĉψ = iγ2ψ∗ = iγ2u∗1e
−i(p·x−Et)

iγ2u∗1 = i


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

√E +m


1

0
pz

E+m
px+ipy
E+m


∗

ψ′ =
√
E +m


px−ipy
E+m
−pz
E+m

0

1

 (1.59)

Como se observa este es el spinor de la antipartícula v1.
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2. Interacción por Intercambio de Partículas

En QFT proponen que la interacción entre partículas es mediado por el inter-
cambio de partículas, a causa de esto la fuerza entre partículas es el resultado de la
transferencia del momentum de las partículas mediadoras.

El enfoque matemático completo sobre el cálculo se logra usando la teoría
cuántica de campos. Sin embargo, se puede tener el mismo resultado usando la
teoría de perturbación en mecánica cuántica relativista.

2.1. Primer y segundo orden en la teoría de perturbación

Se considera la interacción a + b → c + d que ocurre por el intercambio de
una partícula X. Examinando todas las posibilidades para esta interacción, pueden
existir dos posibilidades en un diagrama espacio-tiempo para esta interacción como
se muestra en la figura 2.1.

Para la primera posibilidad de interacción, se define el estado inicial |i〉 = a+b,
el estado intermedio |j〉 = c + X + b, el estado final |f〉 = c + d. Obteniendo así la
matriz de transición [1]

T abfi =
〈d|V |X + b〉 〈X + c|V |a〉

(Ea + Eb)− (Ec + EX + Eb)
(2.1)

La normalización de una función de onda por unidad de volumen1 solamente
es valida para el marco de referencia al cual esta pertenece, por lo tanto no es un
invariante de Lorentz [9].

La función de onda normalizada por unidad de volumen en la mecánica cuántica

1Es usual adoptar un esquema donde cada onda plana está normalizada a una partícula en un
volumen cúbico de lado a.
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Figura 2.1. Las dos posibilidades del proceso a+ b→ c+ d

no relativista es ∫
V

ψ∗ψd3x = 1

Se normaliza la función de onda de tal manera que esta sea un invariante de Lorentz,
esto se logra normalizando la función a 2E partículas por unidad de volumen [9]∫

V

ψ′∗ψ′d3x = 2E

entonces la representación de ψ′ es

ψ′ = Lψ∫
V

Lψ∗Lψd3x = 2E

L2

∫
V

ψ∗ψd3x = 2E∫
V

ψ∗ψd3x = 1

L2 = 2E

L =
√

2E (2.2)

La función de onda que se usa en la matriz de transición debe de ser un invariante
ante las transformaciones de Lorentz, para un proceso general a+b+· · · → 1+2+· · ·
se define

Mfi = 〈ψ′1ψ′2 · · · | Ĥ ′ |ψ′aψ′b · · · 〉 (2.3)
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Mfi = 〈ψ′1ψ′2 · · · | Ĥ ′ |ψ′aψ′b · · · 〉 =
√

2E1 · 2E2 · · · 2Ea · 2Eb · · · Tfi (2.4)

La matriz de transición no es un invariante de Lorentz. La matriz de elementos Vji
es relacionado a la matriz de transición [9]

Vij = Mij

∏
k

(2Ek)
−1/2

el índice corre sobre las energías de las partículas involucradas

Vij = 〈c+X|V |a〉 =
Ma→c+X√

2Ea2Ec2EX

La cantidad más simple que sea invariante de Lorentz es un escalar, entonces
la matriz elemento es Ma→c+X = ga

Vij = 〈c+X|V |a〉 =
ga√

2Ea2Ec2EX

la constante de acoplamiento ga es una medición de la fuerza de interacción escalar
en el vértice a→ c+X. Similar para el otro vértice

Vfj = 〈d|V |X + b〉 =
gb√

2Eb2Ed2EX

se sustituye los valores en la ecuación 2.1.

T abfi =
〈d|V |X + b〉 〈X + c|V |a〉

(Ea + Eb − (Ec + EX + Eb))

=
1

2EX
· 1√

2Ea2Eb2Ec2Ed
· gagb
Ea − Ec − Ex

(2.5)

la matriz invariante de Lorentz para el proceso a+ b→ c+ d.

Mab
fi =

√
2Ea2Eb2Ec2Ed T

ab
fi

Mab
fi =

1

2EX
· gagb
Ea − Ec − EX

(2.6)

Se debe considerar el otro posible proceso para la interacción a + b → c + d

representado en la figura 2.1. Repitiendo los pasos realizados para llegar a la ecuación
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2.6. La matriz elemento para el segundo diagrama es

M ba
fi =

1

2EX
· gagb
Eb − Ed − EX

(2.7)

En mecánica cuántica la suma sobre todas las amplitudes para un proceso corres-
ponde a la amplitud total [3]

Mfi = Mab
fi +M ba

fi

Mfi =
gagb
2EX

(
1

Ea − Ec − EX
+

1

Eb − Ed − EX

)
usando la conservación de la energía

Ei − Ef = 0

Ea + Eb − Ec − Ed = 0

Eb − Ed = Ec − Ea

Mfi =
gagb
2EX

(
1

Ea − Ec − EX
+

1

Ec − Ea − EX

)
Mfi =

gagb
2EX

(
1

Ea − Ec − EX
− 1

Ea − Ec + EX

)
Mfi =

gagb
(Ea − Ec)2 − E2

X

(2.8)

la partícula X satisface la relación de energía-momentum

E2
X = p2

X +m2
X = (pa − pc)

2 +m2
X

se sustituye esta expresión para la ecuación 2.8

Mfi =
gagb

(Ea − Ec)2 − (pa − pc)2 −m2
X

en el denominador se tiene el cuatro-momentum pa − pc

Mfi =
gagb

(pa − pc)2 −m2
X

entonces se define el cuatro-momentum de la partícula de intercambio X como q =
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Figura 2.2. Diagrama de Feynman proceso a+ b→ c+ d

pa − pc
Mfi =

gagb
q2 −m2

X

(2.9)

Los términos ga y gb están asociados con la interacción de los vértices. El término

1

q2 −m2
X

(2.10)

es referido como el propagador, el cual es asociado con el intercambio de partículas.
La ecuación 2.9 es la amplitud total de transición de un estado inicial a un estado
final teniendo una dispersión por un estado intermedio j [1].

2.2. Diagramas de feynman

En QFT, como en la teoría de perturbación el proceso de la figura 2.2 se suma
sobre todos los posibles ordenes de tiempo en los cuales pueda ser representado
este diagrama de Feynman. La partícula de intercambio el cual aparece en el estado
intermedio del diagrama de Feynman es llamado partícula virtual2.

2.3. Cálculo de la matriz de elementos

Para tener una descripción completa de lo que sucede en un proceso físico tal
como e− + τ− → e− + τ− ver figura 2.3. El campo para un fotón libre Aµ puede
ser escrito en términos de una onda plana y un cuatro-vector ε(λ) para el estado de
polarización λ

Aµ = ε(λ)
µ expi(p·x−Et) (2.11)

2Una partícula virtual es una construcción matemática que representa el efecto de la suma
sobre todos los posibles ordenes de tiempo del proceso y la suma sobre todos los posibles estados
de polarización de la partícula de intercambio.
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Figura 2.3. Diagrama de Feynman para el proceso QED e− + τ− → e− + τ−

En la ecuación 1.53 se obtuvo la ecuación de Dirac para un electrón 3. La
interacción para un fermión cargado es

γµ∂µψ + iqγµAµψ + imψ = 0 (2.12)

ahora bien, si se desarrolla la ecuación

γ0 ∂

∂t
ψ + γ · ∇ψ + iqγ0φψ − iqγiAψ + imψ = 0

la interacción del Hamiltoniano puede ser obtenida multiplicando por iγ0

i
∂

∂t
ψ + iγ0γ · ∇ψ − qγ0γµAµψ −mγ0ψ = 0

De la mecánica cuántica no relativista, la ecuación de Schrödinger

Ĥψ = i
∂ψ

∂t

Entonces el Hamiltoniano para una partícula de spin − 1/2 en un campo electro-
magnético puede ser identificado [3]

Ĥ = (mγ0 − iγ0γ · ∇) + qγ0γµAµ

donde identificamos al operador de la energía potencial

V̂D = qγ0γµAµ (2.13)

Ahora ya que se sabe cual es la interacción fundamental de un fermión y un campo

3Debemos recordar que en esta ecuación se hizo la sustitución q = −e.
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electromagnético. Se escribe la matriz de elemento para el proceso que se ejemplifica.
Para la interacción en el vértice e−γ, el cual se etiquetara con el índice µ es

〈ψ(p3)| V̂D |ψ(p1)〉 = u†e(p3)V̂Due(p1)

〈ψ(p3)| V̂D |ψ(p1)〉 = u†e(p3)qγ0γµAµue(p1)

La solución a la ecuación puede ser escrita en términos de la ecuación 2.11

〈ψ(p3)| V̂D |ψ(p1)〉 = u†e(p3)qγ0γµελµ(q)e−i(p·x−Et)ue(p1)

el cuatro-momentum del fotón puede ser escrito como q = p1 − p3, entonces

〈ψ(p3)| V̂D |ψ(p1)〉 = u†e(p3)e−i(p3·x−E3t)qγ0γµελµ(q)e−i(pγ ·x−Eγt)ue(p1)ei(p1·x−E1t)

〈ψ(p3)| V̂D |ψ(p1)〉 → u†e(p3)Qeeγ
0γµε(λ)

µ ue(p1)

donde la carga q = Qee. Usando el mismo procedimiento anterior se encuentra
la interacción en el vertice τ−γ, el cual se etiquetará con el índice ν.

u†τ (p4)Qτeγ
0γνε(λ)∗

ν uτ (p2)

Para obtener la matriz de elemento, se debe sumar sobre todos los posibles
estados de polarización del fotón

M =
∑
λ

[
u†e(p3)Qeeγ

0γµue(p1)
]
ε(λ)
µ

1

q2
ε(λ)∗
ν

[
u†τ (p4)Qτeγ

0γνuτ (p2)
]

(2.14)

donde la suma sobre los posibles estados de polarización del fotón esta dada por∑
λ

ε(λ)
µ ε(λ)∗

ν = −gµν

La matriz de elementos 2.14 se reduce a

M =
[
u†e(p3)Qeeγ

0γµue(p1)
] −gµν

q2

[
u†τ (p4)Qτeγ

0γνuτ (p2)
]

(2.15)
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Figura 2.4. Reglas de Feynman para QED

Al simplificar la matriz de elementos con la notación de spinor adjunto queda

M = −QeQτe
2 [ūe(p3)γµue(p1)]

gµν
q2

[
ūτ (p4)γ0γνuτ (p2)

]
(2.16)

entonces se puede escribir en forma de un producto escalar con cuatro vectores que
es la forma manifiesta de un invariante de Lorentz4 [9]

M = −QeQτe
2 je · jτ
q2

(2.17)

La obtención de la matriz de elementos para cualquier proceso se puede escribir
inmediatamente siguiendo un conjunto simple de reglas. La matriz de elementos
posee tres elementos básicos que se pueden identificar en el diagrama de Feynman.
Para cada uno de estos 3 elementos básicos le corresponde una regla de Feynman la
cual esta representado en la figura 2.4, el producto de estos tres elementos básicos
es equivalente a −iM.

Un ejemplo sería encontrar la matriz de elementos para el proceso de aniquila-
ción e+ + e− → µ− + µ+ que se muestra en la figura 2.5 [9].

Entonces se puede escribir la densidad de corriente del electrón y el muón

v̄(p2)[−ieγµ]u(p1) ∨ ū(p3)[−ieγν ]v(p4)

4Se trabaja con una métrica, el cual todo producto interno proporciona un espacio métrico.
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Figura 2.5. Proceso de aniquilación e+ + e− → µ− + µ+.

donde los spinores v describen las antipartículas. El propagador del fotón

−igµν
q2

Por lo tanto, la multiplicación de los tres elementos básicos debe de ser equivalente
a −iM

− iM = [v̄(p2)(ieγµ)u(p1)]
−igµν
q2

[ū(p3)(ieγν)v(p4)] (2.18)

La matriz de elementos debe tomar en cuenta los estados de spin de las par-
tículas involucradas en el proceso. Para el proceso en un estado inicial existen 2N
posibles configuraciones de helicidad, en la que cada una constituye un proceso físico
separado.

Para el proceso particular de aniquilación e+ + e− → µ− + µ+, en el estado
inicial existe cuatro posibles configuraciones de helicidad las cuales cada una tienen
la misma probabilidad que ocurra. Esto es representado mediante la definición de la
matriz de elementos

〈|Mfi

∣∣2〉 =
1

4

(
|MRR|2 + |MRL|2 + |MLR|2 + |MLL|2

)
En general la matriz de elementos es

〈|Mfi

∣∣2〉 =
1

4

∑
spins

|M|2 (2.19)

2.4. Técnica de la traza

La relación de completitud es definida como la suma sobre los dos posibles
estados de spin como el tensor formado del producto del spinor con su spinor ad-
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junto5

2∑
s=1

us(p)ūs(p)

la suma puede ser realizada usando los spinores de helicidad o bien los spinores u1

y u2 los cuales son soluciones de la ecuación de Dirac, ambos forman un conjunto
completo de estados

2∑
s=1

us(p)ūs(p) = u1(p)ū1(p) + u2(p)ū2(p)

se escribe los spinores us en términos de vectores columna de dos componentes

us(p) =
√
E +m

(
φs

σ·p
E+m

φs

)
con φ1 =

(
1

0

)
y φ2 =

(
0

1

)

la representación de σ · p permite la siguiente propiedad (σ · p)† = σ · p, escribiendo
el spinor adjunto

ūs(p) = u†s(p)γ
0 =
√
E +m

(
φ†s −

σ·p
E+m

φ†s

)
Realizando la suma sobre los spinores:

2∑
s=1

us(p)ūs(p) = E +m

[(
φ1

σ·p
E+m

φ1

)(
φ†1 −

σ·p
E+m

φ†1

)
+

(
φ2

σ·p
E+m

φ2

)(
φ†2 −

σ·p
E+m

φ†2

)]
2∑
s=1

us(p)ūs(p) = E +m

(
φ1φ

†
1 + φ1φ

†
1 − σ·p

E+m
[φ1φ

†
1 + φ1φ

†
1]

σ·p
E+m

[φ1φ
†
1 + φ1φ

†
1] − (σ·p)2

(E+m)2
[φ1φ

†
1 + φ1φ

†
1]

)

Pero usando

2∑
s=1

φsφ
†
s = I y p2 = (E +m)(E −m), entonces :

2∑
s=1

us(p)ūs(p) = E +m

(
I − σ·p

E+m
σ·p
E+m

− (σ·p)2
(E+m)2

)
2∑
s=1

us(p)ūs(p) =

(
E +m −σ · p
σ · p −(E −m)

)
2∑
s=1

us(p)ūs(p) = E

(
I 0

0 −I

)
−

(
0 σ · p

−σ · p 0

)
+m

(
I 0

0 I

)
(2.20)

5Los estados usados son ortogonales.
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La ecuación 2.20 puede ser escrita en terminos de las matrices-γ

2∑
s=1

us(p)ūs(p) = γµpµ +mI = �p+m (2.21)

En la ecuación 2.21 se introduce una nueva notación que es una forma de abreviar
el producto invariante, esta notación es llamada “Feynman slash”, este es un vector
covariante �p = γµpµ = gµνγ

µpν = Eγ0 − pxγ1 − pyγ2 − pzγ3

Repitiendo la derivación anterior, se puede demostrar la relación de completitud
para los spinores de antipartículas

2∑
r=1

vr(p)v̄r(p) = γµpµ +mI = �p−m (2.22)

2.4.1. La suma de spin y el formalismo de la traza

Los vértices en QED pueden ser escritos en forma ū(p′)Γ(p′), donde Γ es una
matriz de 4× 4 compuesta de una o más matrices de Dirac-γ.

Para el vertice de QED Γ = γµ, retomando el ejemplo anterior el proceso e+ +e− →
µ− + µ+ la matriz de elemento está dada en la ecuación 2.18

M = −e
2

q2
[v̄(p2)γµu(p1)][ū(p3)γµv(p4)] (2.23)

Los observable físicos dependen de la matriz de elementos elevada al cuadrado
|M|2 = MM†, entonces para calcular esto definimos el adjunto de la matriz de
elementos:

M† = −e
2

q2
[v̄(p2)γνu(p1)]†[ū(p3)γνv(p4)]†

el orden en el cual las componentes de las corrientes sean escritas no importa, ya
que las componentes de las corrientes son simples números

|M|2 =
e4

q4
[v̄(p2)γµu(p1)][v̄(p2)γνu(p1)]† × [ū(p3)γµv(p4)][ū(p3)γνv(p4)]†
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se realiza la suma promedio sobre los spines iniciales y finales

〈|M
∣∣2〉 =

1

4

∑
spin

|Mfi|2

〈|M
∣∣2〉 =

e4

4q4

∑
s,r

[v̄r(p2)γµus(p1)][v̄r(p2)γνus(p1)]†

×
∑
s′,r′

[ūs
′
(p3)γµv

r′(p4)][ūs
′
(p3)γνv

r′(p4)]† (2.24)

donde los indices s, r, s′, r′ representa las distintas posibilidades de los estados de
spin. La matriz de elementos puede ser escrita∑

spin

[ψ̄Γ1φ][ψ̄Γ2φ]† (2.25)

Para este proceso Γ1 = γµ y Γ2 = γν . La ecuación 2.25 puede ser reducida escribiendo
el complejo hermítico

[ψ̄Γφ]† = [(ψ†γ0)(Γφ)]† = [(Γφ)†(ψ†γ0)†] = [φ†Γ†γ0ψ] = [φ̄γ0Γ†γ0ψ]

Por lo tanto6

[ψ̄Γφ]† = φ̄Γ̄ψ con Γ̄ = γ0Γ†γ0

Por las propiedades de las matrices-γ, esto puede ser escrito como:

(γ0)† = γ0

(γk)† = −γk

Γ̄ = γ0γµ†γ0 = γ0γ0†γ0 − γ0γk
†
γ0

= γ0 + γ0γkγ0 = γ0 − γkγ0γ0γµ

Γ̄ = γ0γµ†γ0 = γµ = Γ

Como se demuestra Γ̄ = Γ, esto también se mantiene para QCD y la interacción
débil. Por lo tanto, es cierto para todas las interacciones del modelo estándar como

[ψ̄Γφ]† ≡ φ̄Γψ (2.26)

6Se usaron las siguientes propiedades (ψφ)† = φ†ψ†, (ψ†)† = ψ, (γ0)† = γ0.
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se usa la propiedad de la ecuación 2.26

∑
spin

|Mfi|2 =
e4

q4

∑
s,r

[v̄r(p2)γµus(p1)][ūs(p1)γνvr(p2)]

×
∑
s′,r′

[ūs
′
(p3)γµv

r′(p4)][v̄r
′
(p4)γνu

s′(p3)] (2.27)

Definiendo un tensor Lµνe , para el estado inicial

Lµνe =
∑
s,r

v̄rj (p2)γµiju
s
i (p1)ūsn(p1)γνnmv

r
m(p2) (2.28)

reescribiendo la multiplicación de las matrices

Lµνe =
∑
r

v̄rj (p2)γµij

[∑
s

usi (p1)ūsn(p1)

]
γνnmv

r
m(p2)

usando la relación de completitud de la ecuación 2.17

Lµνe =
∑
r

v̄rj (p2)γµij(�p1 +m)inγ
ν
nmv

r
m(p2)

se realiza el seguimiento de la multiplicación con los índices, donde v̄jvm = vmv̄j ya
que son solamente números

Lµνe =

[∑
r

vrm(p2)v̄rj (p2)

]
γµij(�p1 +m)inγ

ν
nm

Lµνe = (�p−m)mjγ
µ
ij(�p1 +m)inγ

ν
nm

donde es una matriz de 4× 4

Lµνe = [(�p2 −m)γµ]mj[(�p1 +m)γν ]im

Lµνe = [(�p2 −m)γµ(�p1 +m)γν ]mm

Lµνe = Tr([�p2 −m]γµ[�p1 +m]γν) (2.29)

Por definición
Tr(AB) = [AB]ii =

∑
AijBij
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Entonces el estado inicial del proceso e+ + e−∑
s,r

[v̄r(p2)γµus(p1)][ūs(p1)γνvr(p2)] = Tr([�p2 −m]γµ[�p1 +m]γν)

Como se observa, la suma sobre los estados iniciales de spin fue remplazado por la
traza de las matrices de 4 × 4, las cuales corren sobre las dieciséis posibles combi-
naciones de los incides µ y ν. Escribiendo la suma sobre los estados finales µ+ + µ−

Lµµν =
∑
s′,r′

[ūs
′
(p3)γµv

r′(p4)][v̄r
′
(p4)γνu

s′(p3)]

Lµµν = Tr ([�p3 +M ]γµ[�p4 −M ]γν)

expresando la matriz 2.27 en términos de la traza

∑
spin

|Mfi|2 =
e4

q4
Lµνe Lµµν

∑
spin

|Mfi|2 =
e4

q4
Tr([�p2 −me]γ

µ[�p1 +me]γ
ν)×

Tr ([�p3 +Mµ]γµ[�p4 −Mµ]γν) (2.30)

Este tipo de álgebra es facilitada por un número de teoremas. Las tres propiedades
generales sobre las trazas son los siguientes: si A y B son dos matrices, y α es un
número cualquiera.

1. Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)

2. Tr(αA) = αTr(A)

3. Tr(AB) = Tr(BA)

El álgebra de las matrices γ es definido por la relación de anticonmutación

γµγν + γνγµ = 2gµνI (2.31)

aplicando la traza a la ecuación 2.31

Tr(γµγν) + Tr(γνγµ) = 8gµν
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Cabe recordar que de las propiedades enumeradas anteriormente se puede reducir,
por lo tanto

Tr(γµγν) = 4gµν (2.32)

Las matrices γ tiene ciertas contracciones:

1. γµγν = 4

2. γµγνγµ = −2γν

3. γµγνγλγµ = 4gνλ

4. γµγνγλγσγµ = −2γσγλγν

La traza de un número impar de matrices γ es cero, se demuestra esto insertando
la identidad de la siguiente forma γ5γ5 = I

Tr(γµγνγρ) = Tr(γ5γ5γµγνγρ)

Tr(γµγνγρ) = Tr(γ5γµγνγργ5)

Tr(γµγνγρ) = −Tr(γ5γµγνγ5γρ)

Se usa la propiedad cíclica de la traza Tr(ABC) = Tr(BCA) = −Tr(BAC) =

−Tr(ABC)

Tr(γµγνγρ) = −Tr(γ5γ5γµγνγρ)

Tr(γµγνγρ) = −Tr(γµγνγρ)

Tr(γµγνγρ) = 0

El cálculo de la traza para un número par de matrices γ

γµγνγργσ = 2gµνγργσ − γνγµγργσ

γµγνγργσ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + γνγργµγσ

γµγνγργσ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + 2gµσγνγρ − γνγργσγµ

γµγνγργσ + γνγργσγµ = 2gµνγργσ − 2gµργνγσ + 2gµσγνγρ

se toma la traza de ambos lados y usando las propiedades 1 y 3 de la traza

2Tr(γµγνγργσ) = 2gµνTr(γργσ)− 2gµρTr(γνγσ) + 2gµσTr(γνγρ)
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Usando la ecuación 2.32 para la traza de las dos matrices γ

Tr(γµγνγργσ) = 4gµνgρσ − 4gµρgνσ + 4gµσgνρ (2.33)

La matriz γ5 está compuesta por γ5 = iγ0γ1γ2γ3

1. Tr(γ5) = 0

2. Tr(γ5γµγν) = 0

3. Tr(γ5γµγνγργσ) = 4iεµνρσ

Donde εµνρσ es antisimétrico:

εµνρσ =


−1 si µνρσ es un número par de permutaciones de 123,
+1 si µνρσ es un número impar de permutaciones,

0 si cualquiera de los dos índices es el mismo.

El cálculo de la sección eficaz por el método de la traza y los estados propios de la
helicidad se incluye en el apéndice A.
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3. Interacción Débil

3.1. Paridad

Un ejemplo de una transformación discreta simétrica entre partícula y antipar-
tícula, es la transformación de paridad, el cual corresponde a inversiones espaciales
mediante el origen

x→ x′ = P̂ x = −x

al ser una inversión espacial se recobra de nuevo la función de onda original si el
operador paridad es aplicado dos veces

P̂ P̂ψ(x, t) = P̂ψ(−x, t) = ψ(x, t)

el operador de paridad se define como:

P̂ P̂ = I ∨ P̂ = P̂−1

Se debe comprobar que el operador paridad sea hermitico:

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x(〈φ|x〉 〈x| P̂ |ψ〉)†

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x(〈φ|x〉 〈−x|ψ〉)†

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x 〈ψ| − x〉 〈x|φ〉

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x 〈ψ| − x〉 〈x| P̂ P̂ |φ〉

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x 〈ψ| − x〉 〈−x| P̂ |φ〉

(〈φ| P̂ |ψ〉)† =

∫
d3x′ 〈ψ|x′〉 〈x′| P̂ |φ〉

(〈φ| P̂ |ψ〉)† = 〈ψ| P̂ |φ〉
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Por lo tanto
P̂ † = P̂ P̂ † = P̂−1 (3.1)

El operador paridad conmuta con el hamiltoniano. Por lo tanto, si ψ(x, t) es un
eigenestado del hamiltoniano, entonces este también lo es del operador paridad con
un eigenvalor λ [5]

P̂ |ψ〉 = λ |ψ〉

se aplica nuevamente el operador P̂

P̂ P̂ |ψ〉 = i |ψ〉 = λ2 |ψ〉

(I − λ2) |ψ〉 = 0

(I − λ2) = 0

λ = ±1 (3.2)

Se define a P̂ |ψ〉 = |ψ〉 como un estado de paridad par y P̂ |ψ〉 = − |ψ〉 como un
estado de paridad impar.
Si ψ es una solución de la ecuación de Dirac y ψ′ es la correspondiente solución
diametralmente opuesta obtenida por la acción del operador paridad es

ψ → ψ′ = P̂ψ

La forma del operador paridad se deduce considerando una función de onda que
satisfaga la ecuación de Dirac para una partícula libre es

iγ1∂ψ

∂x
+ iγ2∂ψ

∂y
+ iγ3∂ψ

∂z
−mψ = −iγ0∂ψ

∂t
(3.3)

la paridad transforma la función de onda en un nuevo sistema de coordenadas que
debe satisfacer la ecuación de Dirac

iγ1∂ψ
′

∂x′
+ iγ2∂ψ

′

∂y′
+ iγ3∂ψ

′

∂z′
−mψ′ = −iγ0∂ψ

′

∂t′
(3.4)

Escribiendo ψ = P̂ψ′, la ecuación 3.3 multiplicando esta por γ0 y expresando la
derivada en términos del sistema primado, esto introduce el signo negativo en las
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coordenadas espaciales

−iγ0γ1P̂
∂ψ′

∂x′
− iγ0γ2P̂

∂ψ′

∂y′
− iγ0γ3P̂

∂ψ′

∂z′
−mγ0P̂ψ′ = −iγ0γ0P̂

∂ψ′

∂t′

iγ1γ0P̂
∂ψ′

∂x′
+ iγ2γ0P̂

∂ψ′

∂y′
+ iγ3γ0P̂

∂ψ′

∂z′
−mγ0P̂ψ′ = iγ0γ0P̂

∂ψ′

∂t′
(3.5)

Comparado la ecuación 3.4 y la ecuación 3.5, el término γ0P̂ debe ser proporcional
a la matriz identidad

γ0P̂ ∝ I

(γ0)2 = P̂ 2

P̂ = γ0 P̂ = −γ0

La paridad intrínseca de una partícula fundamental es definida por la acción del
operador paridad P̂ = γ0 en un spinor para una partícula en reposo1

P̂ u1 = u1

La acción del operador paridad en el spinor de Dirac está dado por

P̂ u1(E,p) = u1(E,−p)

De acuerdo a la teoría cuántica de campos la paridad de los fermiones, que satisfacen
la ecuación de Dirac tienen la paridad opuesta a su correspondiente antipartícula
[9].

3.2. Conservación de la paridad

El proceso e−+q → e−+q que se muestra en la figura 3.1 la matriz de elementos
para este proceso es

M =
Qqe

2

q2
je · jq

jµe = ū(p3)γµu(p1) y jνq = ū(p4)γνu(p2)

P̂ = γ0 se aplica a los spinores

1Es una convención elegir P̂ = γ0.
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Figura 3.1. Diagrama del proceso de scattering electro-quark.

u
P̂−→ P̂ u = γ0u

ū = u†γ0 P̂−→ (γ0u)†γ0 = u†γ0γ0 = ūγ0

ū
P̂−→ ūγ0

Se transforman los cuatro vectores corrientes

jµe = ū(p3)γµu(p1)
P̂−→ ū(p3)γ0γµγ0u(p1)

j0
e = ū(p3)γ0γ0γ0u(p1) = ū(p3)γ0u(p1)

jke = ū(p3)γ0γkγ0u(p1) = −ū(p3)γku(p1) = −jke

Consecuentemente el producto escalar en la matriz de elementos está dado por

je · jq = j0
e j

0
q − jkq jkq

P̂−→ j0
e j

0
q − (−jkq )(−jkq ) = je · jq (3.6)

La matriz de elementos en QED es invariante bajo la operación del operador paridad.

Existen cantidades físicas que pueden ser clasificadas de acuerdo a su rango y
a su transformación bajo el operador de la paridad, estos son listados en la tabla
3.12

2Para una mayor profundidad sobre estas cantidades físicas que son afectadas por la paridad,
mire David Griffiths, Introduction to Elementary Particles, capitulo 4.
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Tipo Paridad Ejemplo
Escalar + Masa, m
Pseudoescalar - Helicidad, h
Vector - Momentum, p
Pseudovector (Vector Axial) + Momentum Angular, L

Tabla 3.1. Comportamiento de escalares, pseudoescalares, vectores y pseudovecto-
res, bajo la transformación de la paridad P.

3.3. Estructura de la interacción débil

En 1957 Chien-Shiung Wu y colaboradores, investigaron si la paridad es con-
servada en la interacción débil, por medio del decaimiento beta del Cobalto-60 po-
larizado

60Co→60 Ni∗ + e− + ν̄e

Wu y sus colaboradores observaron que los electrones preferentemente eran emitidos
en dirección opuesta al campo magnético aplicado. Si la paridad fuera conservada
entonces se esperaría la misma cantidad de e− producidos en dirección a lo largo y
opuesto al spin. Se concluyó entonces que la paridad es violada en las interacción
débil, lo cual conlleva que la forma del vértice de la interacción débil no sea ūeγµuν
[3].

Solo hay 5 posibles combinaciones de las matrices gamma que sean invariante
de Lorentz, estas combinaciones son llamadas bilinear covariante son listadas en la
tabla 3.2.

Para poder formar estos invariantes se introduce γ5 el cual se define3

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 =

(
0 I

I 0

)
(3.7)

La forma general de la interacción entre un fermión y bosón es una combinación

3La cual cumple con las siguientes propiedades (γ5)2 = 1, (γ5)† = γ5, γ5γν = γνγ5.
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lineal de la forma bilineal vector y pseudovector

jµ ∝ ū(p′)(gV γ
µ + gAγ

µγ5)u(p) = gV j
µ
V + gAj

µ
A

donde gV y gA son las constantes de acoplamiento del vector y el vector axial.
El operador paridad transforma la densidad de corriente de un vector axial, esta

Tipo Forma Componente Spin bosón
Escalar ψ̄φ 1 0
Pseudoescalar ψ̄γ5φ 1 0
Vector ψ̄γµφ 4 1
Pseudovector (Vector Axial) ψ̄γµγ5φ 4 1
Tensor ψ̄(γµγν − γνγµ)φ 6 2

Tabla 3.2. Forma bilinear covariante invariante de Lorentz para el cuatro vector
corriente.

dado por

jµA = ū(p′)γµγ5u(p)
P̂−→ ū(p′)γ0γµγ5γ0u(p)

j0
A

P̂−→ ū(p′)γ0γ0γ5γ0u(p) = ū(p′)γ5γ0u(p) = −j0
A

jkA
P̂−→ ū(p′)γ0γkγ5γ0u(p) = ū(p′)γkγ5u(p) = jkA

jµA = −jµA

El producto escalar entre dos densidades de corriente de dos vectores axiales es

j1 · j2 = j0
Aj

0
A − jkAjkA

P̂−→ (−j0
A)(−j0

A)− jkAjkA = j1 · j2

se realiza el producto escalar de la densidad de corriente de un vector y la densidad
de corriente de un vector axial

jV · jA = j0
V j

0
A − jkV jkA

P̂−→ j0
V (−j0

A)− (−jkV )jkA = −jV · jA

El producto no se conserva bajo la paridad, esto provee un mecanismo que explica
el efecto observado de la violación a la paridad en la interacción débil [9].

Se considera una combinación lineal general de vector y vector axial mostrada
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Figura 3.2. Diagrama del proceso general de combinación lineal de vector y vector
axial.

en la figura 3.2

j1 = φ̄1(gvγ
µ + gAγ

µγ5)ψ1 = gV j
V
1 + gAj

A
1

j2 = φ̄2(gvγ
µ + gAγ

µγ5)ψ2 = gV j
V
2 + gAj

A
2

La matriz de elementos es proporconal al producto escalar de los cuatro-vectores

Mfi ∝ j1 · j2 = g2
V j

V
1 · jV2 + g2

V j
A
1 · jA2 + gV gA(jV1 · jA2 + jV2 · jA1 )

Considerando la transformación de este producto escalar bajo la paridad

j1 · j2
P̂−→ g2

V j
V
1 · jV2 + g2

V j
A
1 · jA2 − gV gA(jV1 · jA2 + jV2 · jA1 )

La intensidad relativa de la parte violación de paridad de la matriz de elementos
comparada con la parte de conservación de paridad es proporcional a

gV gA
g2
V + g2

A

La paridad es conservada si la gA o gV son cero, es decir que la paridad se conserva
si son interacciones puras vectores o vectores axiales [8]

−igW
2
√

2
γµ(1− γ5) (3.8)

3.4. El propagador del bosón W

El propagador de Feynman, correspondiente a una partícula sin masa de spin-1
[3]

−igµν
q2
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Figura 3.3. El diagrama de Feynman para la interacción débil y el límite más bajo
de energía en el cual una interacción solo ocurre en un punto del espacio-tiempo.

La interacción débil es mediada por una partícula masiva el bosón W4, un bosón
de spin-1 con masa también puede existir en un estado de polarización longitudinal.
La forma del propagador del bosón W [1] es

1

q2 −m2
W

Los cuatro vectores de polarización para un bosón de spin-1, viajando a lo largo del
eje z son,

εµ− =
1√
2

(0, 1,−i, 0), εµ+ =
1√
2

(0, 1, i, 0), εµL =
1

m
(pz, 0, 0, E)

la correspondiente relación de completitud para la suma sobre los estados de pola-
rización de un bosón spin-1, ∑

λ

ε∗λµ ε
∗λ
ν = −gµν +

qµqν
m2
W

El propagador asociado con el bosón W es[9]

−i
q2 −m2

W

(
gµν −

qµqν
m2
W

)
(3.9)

Sin embargo, para el limite de más baja energía, q2 � m2
W el propagador toma la

forma
−igµν

q2 −m2
W

(3.10)

Fermi propuso una teoria en la cual los leptones ligeros e− ν̄e eran emitidos por el

4Con una masa aproximada de mW ∼ 80GeV .
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neutrón5. Fermi describe este proceso [8]

Mfi = GFgµν [ūpγ
µun][ūeγ

νuν ] (3.11)

donde GF es la constante de Fermi describe la fuerza de la interacción débil la cual
es menor a la fuerza electromagnética.

Luego del descubrimiento de la violación a la paridad por Wu en 1957, la
expresión fue modificada

Mfi =
1√
2
GFgµν [ūpγ

µ(1− γ5)un][ūeγ
ν(1− γ5)uν ] (3.12)

La expresión obtenida por las reglas de Feynman

Mfi = −
[
gW√

2
ūp

1

2
γµ(1− γ5)un

]
·

[ gµν− qµqν
m2
W

q2 −m2
W

]
·
[
gW√

2
ūe

1

2
γν(1− γ5)uν

]

Si se trabaja en el limite de baja energía, q2 � m2
W esto se reduce a

Mfi =
g2
W

8m2
W

gµν [ūpγ
µ(1− γ5)un][ūeγ

ν(1− γ5)uν ] (3.13)

Relacionando las ecuaciones 3.12 y 3.13 en el limite de baja energía. La constante
de Fermi es relacionada a la constante de acoplamiento débil:

GF =

√
2g2

W

8m2
W

(3.14)

La estructura general que se ha discutido sobre la interacción débil será aplicada a
los leptones cargados y neutrinos en el apéndice B.

5Decaimiento beta n→ p+ e− + ν̄.
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4. Oscilaciones de neutrinos

4.1. Estado propio de sabor y masa del neutrino

La fusión nuclear en el Sol emite aproximadamente 2 × 1038νes
−1 (neutrinos

electrónicos). En la superficie de la Tierra, el flujo se reduce a ∼ 6×1010cm−2s−1 en
el intervalo de energías E ≤ 0.42MeV y ∼ 5×106cm−2s−1 en el intervalo de energías
0.8MeV ≤ E ∼ 15MeV . El proceso primario de conversión en el sol es la cadena
pp[4] de reacciones produce el 98% de toda la energía; el ciclo CNO contribuye solo
el 2%

p+ p → D + e+νe

D + p → 3
2He+ γ

3
2He+3

2 He → 4
2He+ p+ p

El espectro de energía de la cadena pp es mostrado en la figura 1.58. Los neutrinos
producidos en este proceso son de muy baja energía, Eν < 0.5MeV . Pero en el Sol
se producen neutrinos de alta energía originados del decaimiento β del boro-8

8
5B →8

4 Be+ e+ + νe

Produciendo neutrinos con energía arriba de los 15MeV. Todos los experimentos
detectan una gran discrepancia entre el número de neutrinos que llegan a la Tierra
y los modelos teóricos del interior del Sol, conocido como el problema del neutrino
solar [4].

La transformación de los sabores del neutrino observado por el experimento
SNO es explicado por el fenómeno de oscilación de los neutrinos, es un fenómeno
mecánico cuántico que prueba de manera contundente que los neutrinos son partí-
culas masivas. Los autoestados de sabor son superpociones coherentes de los estados
de masa, posibilitando la oscilación entre estados de distinto sabor. El eigenestado
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Figura 4.1. Espectro de energía de la cadena pp predecida por el modelo estándar
del Sol [4].

de masa, es un estado estacionario del Hamiltoniano y satisface [5]

i
∂ψ

∂t
= Eψ

ψ(x, t) = φ(x)e−iEt

Los estados propios de masa de los neutrinos son ν1, ν2 y ν3. Una de las principales
distinciones del estado propio de masa y el estado propio de sabor es ilustrada en la
figura 4.2. El sistema debe ser tratado como un estado coherente de la combinación
lineal de los eigenestados de masa

|ψ〉 = U∗e1 |ν1〉+ U∗e2 |ν2〉+ U∗e3 |ν3〉 (4.1)

La base de los sabores pueden ser relacionados a la base de masa por medio de la
matriz unitaria νeνµ

ντ

 =

Ue1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3


ν1

ν2

ν3

 (4.2)
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Figura 4.2. Interacción en términos de los eigenestados de masa.

4.2. Oscilación del neutrino

Las características básicas de la oscilación de los neutrinos pueden estudiarse
considerando solamente dos eigenestados de sabor. El caso de 2 sabores contiene la
esencia del análisis de datos experimentales1

|ν1(t)〉 = |ν1〉 eip·x−E1t = e−ip1·x

|ν2(t)〉 = |ν2〉 eip·x−E2t = e−ip2·x

donde p · x es la fase que es un invaritante de Lorentz. Ya que se considera la
oscilación entre dos especies de neutrinos. Los estados propios de sabor se obtienen
de los estados propios de masa por medio de una transformación unitaria 2× 2 que
se expresa en terminos de un solo ángulo(

νe

νµ

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
ν1

ν2

)
(4.3)

La transformación es equivalente a una rotación en el plano como se ilustra en la
figura 4.3. En general, el ángulo puede tener cualquier valor entre 0◦ y 90◦. La
máxima diferencia se alcanza en los 45◦, que es llamado máxima mezcla [1]

La función de onda en t = 0 es la superposición lineal coherente de los estados
propios de masa ν1 y ν2, correspondiente al estado νe es

|ψ(0)〉 = |νe〉 = cos θ |ν1〉+ sin θ |ν2〉

1Los estados propios de masa de una partícula libre son soluciones de la ecuación de onda, estas
se propagan como una onda plana.
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Figura 4.3. Rotación de sabor para la familia de neutrinos (1,2).

La función de onda se transforma de acuerdo a la evolución temporal del estado
propio de masa

|ψ(x, t)〉 = cos θ |ν1〉 e−ip1·x + sin θ |ν2〉 e−ip2·x

Suponga realizar una observación a una distancia z del punto de producción. Una
buena aproximación es v ≈ c; z = ct = t

pi · x = Eit− piz = (Ei − pi)z

|ψ(z)〉 = cos θ |ν1〉 e−i(Ei−p1)z + sin θ |ν2〉 e−i(Ei−p2)z

Entonces para la condición mi � Ei

p2
i = E2

i −m2
i = E2

i

(
1− m2

i

E2
i

)
pi = Ei

(
1− m2

i

E2
i

) 1
2

≈ Ei −
m2
i

2Ei

Entonces
(Ei − pi)z = Eiz −

(
Ei −

m2
i

2Ei

)
z =

m2
i

2Ei
z

El estado del neutrino en este punto del espacio-tiempo

|ψ(z)〉 = cos θ |ν1〉 e−iφ1 + sin θ |ν2〉 e−iφ2 (4.4)

donde φi =
m2
i

2Ei
L que es la fase de la onda para el estado propio de la masa i a una

distancia L del punto de su producción.

La ecuación 4.4 puede ser expresada en terminos de los estados propios de sabor
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usando la matriz inversa de la ecuación 4.3 es(
ν1

ν2

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
νe

νµ

)
(4.5)

Llevando a

|ψ(L)〉 = cos θ(cos θ |νe〉 − sin θ |νµ〉)e−iφ1 + sin θ(sin θ |νe〉+ cos θ |νµ〉)e−iφ2

|ψ(L)〉 = (e−iφ1 cos2 θ + e−iφ2 sin2 θ) |νe〉 − (e−iφ1 − e−iφ2) cos θ sin θ |νµ〉 (4.6)

Si los estados propios de masa poseen la misma masa, se mantendrán en fase φ1 = φ2.
Sin embargo, si las masas son distintas φ1 6= φ2, existe un componente que pertenece
al estado muonico del neutrino.

La probabilidad que un neutrino con estado de sabor electrónico oscile a un
estado de sabor muónico2 esta dado por

P (νe → νµ) = | 〈νµ|ψ(L)〉 |2

P (νe → νµ) = cos2 θ sin2 θ(e−iφ1 − e−iφ2)(eiφ1 − eiφ2)

P (νe → νµ) = cos2 θ sin2 θ(2− (ei(φ1−φ2) + e−i(φ1−φ2)))

P (νe → νµ) =
1

4
sin2 2θ(2− 2 cos (φ1 − φ2))

P (νe → νµ) = sin2 2θ sin2

(
φ1 − φ2

2

)
(4.7)

donde
φ1 − φ2

2
=
m2

2L

4E2

− m2
1L

4E1

≈ (m2
2 −m2

1)

4E

Las oscilaciones ocurren sólo si θ y ∆m2 son ambos distintos de cero. Estos son los
parámetros que se busca determinar en los experimentos de oscilaciones de neutrinos.
La probabilidad de los neutrinos electrónicos que sobreviven es

P (νe → νe) = 1− sin2 2θ sin2

(
(m2

2 −m2
1)

4Eν

)
(4.8)

Para pequeños valores de ∆m2, la oscilación de los sabores solo se desarrolla a gran-
des distancias.

2Se usaron las identidades trigonometricas cos θ = eiθ+e−iθ

2 y sin2 θ
2 = 1−cos θ

2
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Los tres estados propios de sabor son relacionados a los estados de masa por
una matriz unitaria de 3 × 3 llamada Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata3 [1], des-
cribe la amplitud con que un neutrino de tipo i participa en una reacción corriente
cargada con un lepton cargado aνeνµ

ντ

 =

Ue1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3


ν1

ν2

ν3

 (4.9)

usando la definición de la matriz unitaria U−1 = U † = (U∗)T se puede expresar
los estados propios de masa en términos de los estados de saborν1

ν2

ν3

 =

U
∗
e1 U∗µ1 U∗τ1

U∗e2 U∗µ2 U∗τ2

U∗e3 U∗µ3 U∗τ3


νeνµ
ντ

 (4.10)

la condición unitariaUe1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3


U

∗
e1 U∗µ1 U∗τ1

U∗e2 U∗µ2 U∗τ2

U∗e3 U∗µ3 U∗τ3

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


proporciona nueve relaciones entre elementos de la matriz PMNS, por ejemplo

Ue1U
∗
e1 + Ue2U

∗
e2 + Ue3U

∗
e3 = 1 (4.11)

Uµ1U
∗
µ1 + Uµ2U

∗
µ2 + Uµ3U

∗
µ3 = 1 (4.12)

Ue1U
∗
µ1 + Ue2U

∗
µ2 + Ue3U

∗
µ3 = 0 (4.13)

Para calcular la probabilidad de oscilación se usa el mismo procedimiento desa-
rrollado anteriormente. Considerando un estado que es producido en t = 0 como |νe〉,
que corresponde a un estado coherente.

|ψ(0)〉 = |νe〉 = Ue1 |ν1〉+ Ue2 |ν2〉+ Ue3 |ν3〉

La ecuación de onda evoluciona en el tiempo como

|ψ(t)〉 = Ue1 |ν1〉 e−ip1·x + Ue2 |ν2〉 e−ip2·x + Ue3 |ν3〉 e−ip3·x

3Debe de ser unitaria para conservar la probabilidad.
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luego de viajar una distancia L

|ψ(L)〉 = Ue1 |ν1〉 e−iφ1 + Ue2 |ν2〉 e−iφ2 + Ue3 |ν3〉 e−iφ3

donde φi = (Ei − pi)L, se puede aproximar φi ≈ mi
2Ei
L, como se vio anteriormente

[9]. Expresando los estados propios de masa en términos de los estados de sabor.

|ψ(L)〉 = Ue1(U∗e1 |νe〉+ U∗µ1 |νµ〉+ U∗τ1 |ντ 〉)e−iφ1

+ Ue2(U∗e2 |νe〉+ U∗µ2 |νµ〉+ U∗τ2 |ντ 〉)e−iφ2

+ Ue3(U∗e3 |νe〉+ U∗µ3 |νµ〉+ U∗τ3 |ντ 〉)e−iφ3

Se puede reescribir la función de onda:

|ψ(L)〉 = (Ue1U
∗
e1e
−iφ1 + Ue2U

∗
e2e
−iφ2 + Ue3U

∗
e3e
−iφ3) |νe〉

+ (Ue1U
∗
µ1e
−iφ1 + Ue2U

∗
µ2e
−iφ2 + Ue3U

∗
µ3e
−iφ3) |νµ〉

+ (Ue1U
∗
τ1e
−iφ1 + Ue2U

∗
τ2e
−iφ2 + Ue3U

∗
τ3e
−iφ3) |ντ 〉 (4.14)

La probabilidad de oscilación entre sabor puede ser obtenido

P (νe → νµ) = | 〈νµ|ψ(L)〉 |2

P (νe → νµ) = |Ue1U∗µ1e
−iφ1 + Ue2U

∗
µ2e
−iφ2 + Ue3U

∗
µ3e
−iφ3|2 (4.15)

Si la fase fuese la misma implicaría que la probabilidad de cambio de sabor es cero.
Para que esto no suceda, la masa de los neutrinos debe ser distinta[1]. Usando la
identidad de números complejos.

|z1 + z2 + z3|2 = |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + 2R(z1z
∗
2 + z1z

∗
3 + z2z

∗
3)

la probabilidad se puede escribir:

P (νe → νµ) = |Ue1U∗µ1|2 + |Ue2U∗µ2|2 + |Ue3U∗µ3|2 + 2R(Ue1U
∗
µ1U

∗
e2Uµ2e

−i(φ1−φ2))

+ 2R(Ue1U
∗
µ1U

∗
e3Uµ3e

−i(φ1−φ3)) + 2R(Ue2U
∗
µ2U

∗
e3Uµ3e

−i(φ2−φ3)) (4.16)

se simplifica aplicando la identidad anterior al modulo cuadrado de la relación uni-
taria 4.13

|Ue1U∗µ1|2 + |Ue2U∗µ2|2 + |Ue3U∗µ3|2 = −2R(Ue1U
∗
µ1U

∗
e2Uµ2 + Ue1U

∗
µ1U

∗
e3Uµ3 + Ue2U

∗
µ2U

∗
e3Uµ3)

53



Así, la ecuación 4.16 puede ser escrita

P (νe → νµ) = 2R[Ue1U
∗
µ1U

∗
e2Uµ2(e−i(φ1−φ2) − 1)]

+ 2R[Ue1U
∗
µ1U

∗
e3Uµ3(e−i(φ1−φ3) − 1)]

+ 2R[Ue2U
∗
µ2U

∗
e3Uµ3(e−i(φ2−φ3) − 1)] (4.17)

La probabilidad de los neutrinos electrónicos sobrevivientes es obtenido mediante el
coeficiente de |νe〉 de la ecuación 4.14

P (νe → νe) = | 〈νe|ψ(L)〉 |2

P (νe → νe) = |Ue1U∗e1e−iφ1 + Ue2U
∗
e2e
−iφ2 + Ue3U

∗
e3e
−iφ3|2 (4.18)

usando la identidad unitaria de la ecuación 4.11 y la identidad de los números
complejos, la probabilidad de que el neutrino electrónico sobreviva es

P (νe → νe) = 1 + 2|Ue1|2|Ue2|2R(e−i(φ1−φ2) − 1)

+ 2|Ue1|2|Ue3|2R(e−i(φ1−φ3) − 1)

+ 2|Ue1|2|Ue3|2R(e−i(φ2−φ3) − 1) (4.19)

la probabilidad se puede simplificar usando esta expresión

R(e−i(φi−φj) − 1) = cos (φi − φj)− 1

= −2 sin2

(
φi − φj

2

)
= −2 sin2

(
(m2

i −m2
j)L

4E

)
= −2 sin2 ∆ij

donde ∆ij es una diferencia de fase.

∆ij =
φi − φj

2
=

(m2
i −m2

j)L

4Eν

Por lo tanto, la probabilidad que el neutrino electrónico sobreviva.

P (νe → νe) = 1− 4|Ue1|2|Ue2|2 sin2 ∆21

− 4|Ue1|2|Ue3|2 sin2 ∆31 − 4|Ue2|2|Ue3|2 sin2 ∆32 (4.20)
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Figura 4.4. Violación ĈP̂ en el decaimiento del pión.

4.3. La matriz PMNS

La estructura V-A de la interacción débil implica una violación máxima a la
paridad y la simetría carga conjugada. Considerando el decaimiento π− → µ− + ν̄µ.
La masa del neutrino es pequeña comparada con las energías involucradas, los neu-
trinos son emitidos en un estado de helicidad LH y los antineutrinos RH[9]. Como se
observa en la figura 4.4 la interacción viola la simetría de paridad y carga conjugada.
El efecto combinado de C y P, resulta ser valido, por esta razón es posible que la
interacción débil respete la simetría CP.

La inversión del tiempo es una simetría discreta t → −t. La combinación de
las simetrías paridad, carga conjugada e inversión del tiempo (CPT) es invariante
de Lorentz. Una consecuencia de la simetría CPT es que las partículas y sus anti-
partículas tienen masa idéntica, momento magnético, etc. Si la simetría de CP se
mantiene, entonces la simetría de inversión del tiempo se mantiene. Si la simetría
CP es violada entonces la simetría inversión del tiempo también es violada.

Si la simetría de la inversión del tiempo es cierta entonces la probabilidad para
P (νe → νµ) es igual a P (νµ → νe). La expresión correspondiente a la probabilidad
de oscilación P (νµ → νe)

P (νµ → νe) = 2R[Uµ1U
∗
e1U

∗
µ2Ue2(e−i(φ1−φ2) − 1)]

+ 2R[Uµ1U
∗
e1U

∗
µ3Ue3(e−i(φ1−φ3) − 1)]

+ 2R[Uµ2U
∗
e2U

∗
µ3Ue3(e−i(φ2−φ3) − 1)] (4.21)

La probabilidad de oscilación P (νe → νµ) se muestra en la ecuación 4.17. Si los
elementos de la matriz PMNS son complejos entonces la oscilación del neutrino no
es invariante ante la simetría de la inversión temporal. El efecto T, CP y CPT sobre
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la oscilación del neutrino

νe → νµ
T̂−→ νµ → νe

νe → νµ
ĈP̂−−→ ν̄e → ν̄µ

νe → νµ
ĈP̂ T̂−−−→ ν̄µ → ν̄e

si la interacción débil es invariante bajo CPT

P (νµ → νe) = P (ν̄µ → ν̄e)

si la matriz PMNS no es real puro

P (νµ → νe) 6= P (ν̄e → ν̄µ)

Por lo tanto, CP es violado en la oscilación del neutrino. Si la matriz PMNS es real,
se desprecia la violación CP

P (νµ → νe) = −4Ue1Uµ1Ue2Uµ2 sin2 ∆21−4Ue1Uµ1Ue3Uµ3 sin2 ∆31−4Ue2Uµ2Ue3Uµ3 sin2 ∆32

donde ∆ij =
∆m2

ijL

4E
, usando ∆31 ≈ ∆32 [9].

P (νµ → νe) = −4Ue1Uµ1Ue2Uµ2 sin2 ∆21 − 4(Ue1Uµ1 + Ue2Uµ2)Ue3Uµ3 sin2 ∆32

Usando la identidad Ue1U∗µ1 + Ue2U
∗
µ2 + Ue3U

∗
µ3 = 0 se simplifica la probabilidad.

P (νµ → νe) ≈ −4Ue1Uµ1Ue2Uµ2 sin2 ∆21 + 4U2
e3U

2
µ3 sin2 ∆32

La matriz PMNS es unitaria, no real, puede ser expresada en terminos de tres ángulos
de mezcla θ12, θ13, θ23 y una fase compleja δ

UPMNS =

Ue1 Ue2 Ue3

Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3

 =

1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23


 c13 0s13e

−iδ

0 1 0

−s13e
iδ 0 c13


 c12 s12 0

−s12 c12 0

0 0 1


donde sij = sin θij y cij = cos θij. Los elementos son obtenidos de la multiplicación
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de la matriz.

U =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c23c13

 (4.22)

La matriz PMNS para el tratamiento de oscilación del neutrino en dos sabores la
cual depende del ángulo. Es real y por lo tanto no puede violar la simetría CP.
Entonces la violación a CP solo se origina para la matriz PMNS en tres o mas
generaciones de sabores de leptones[9].
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A. Apéndice

Sección eficaz para el proceso de aniquilación
Para hallar la sección eficaz del proceso de aniquilación, se usa el marco de referencia
del centro de masa y la condición que los spinores son ultra-relativistas (E � m)

p1 = (E, 0, 0, E)

p2 = (E, 0, 0,−E)

p3 = (E,E sin θ, 0, E cos θ)

p4 = (E,−E sin θ, 0,−E cos θ)

El estado final µ− + µ+ es producido con ángulos azimutales de φ = 0 y φ = π.
Usando la condición ultra-relativista el limite de los eigenestados de helicidad

u↑ =
√
E


c

seiφ

c

seiφ

 , u↓ =
√
E


−s
ceiφ

s

−ceiφ

 ; v↑ =
√
E


s

−ceiφ

−s
ceiφ

 , v↓ =
√
E


c

seiφ

c

seiφ


Para el estado inicial el electrón (θ = 0, φ = 0) y el positrón (θ = π, φ = π), el
estado final para µ− (θ = θ, φ = 0) y para µ+ (θ = π − θ, φ = π)1

u↑(p1) =
√
E


1

0

1

0

 , u↓(p1) =
√
E


0

1

0

−1

 ; v↑(p2) =
√
E


1

0

−1

0

 , v↓(p2) =
√
E


0

−1

0

−1



u↑(p3) =
√
E


c

s

c

s

 , u↓(p3) =
√
E


−s
c

s

−c

 ; v↑(p4) =
√
E


c

s

−c
−s

 , v↓(p4) =
√
E


s

−c
s

−c


1Se debe recordar estas relaciones trigonométricas sin π−θ

2 = cos θ2 , cos π−θ2 = sin θ
2 y eiπ = −1
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La matriz de elemento para el proceso de aniquilación

M = −e
2

q2
je · jµ

Es necesario evaluar para todas las posibles combinaciones de helicidad. La compo-
nente de la corriente del muón

jµ,RL = ū↑(p3)γνv↓(p4) = 2E(0,− cos θ, i, sin θ) (A.1)

jµ,RR = ū↑(p3)γνv↑(p4) = (0, 0, 0, 0)

jµ,LL = ū↓(p3)γνv↓(p4) = (0, 0, 0, 0)

jµ,LR = ū↓(p3)γνv↑(p4) = 2E(0,− cos θ,−i, sin θ) (A.2)

los componentes de la combinación de helicidad de la corriente del electrón

jµ,RL = v̄↓(p2)γνu↑(p1) = 2E(0,−1,−i, 0) (A.3)

jµ,RR = v̄↓(p2)γνu↓(p1) = (0, 0, 0, 0)

jµ,LL = v̄↑(p2)γνu↑(p1) = (0, 0, 0, 0)

jµ,LR = v̄↑(p2)γνu↓(p1) = 2E(0,−1, i, 0) (A.4)

usando las corrientes del muón y del electrón, la matriz de elementos correspondiente
para las cuatro combinaciones de helicidad

|MRL→RL|2 = |MLR→LR|2 = (4πα)2(1 + cos θ)2 (A.5)

|MRL→LR|2 = |MLR→RL|2 = (4πα)2(1− cos θ)2 (A.6)

La matriz de elementos para la ecuación 2.19

〈|Mfi

∣∣2〉 =
1

4
× (|MRL→RL|2 + |MLR→LR|2 + |MRL→LR|2 +MLR→RL|2)

〈|Mfi

∣∣2〉 =
1

2
e4[(1 + cos θ)2 + (1− cos θ)2]

〈|Mfi

∣∣2〉 = e4(1 + cos2 θ) (A.7)

La correspondiente sección eficaz diferencial es obtenida sustituyendo la matriz de
elementos encontrada, escribiendo en términos de la constante de acoplamiento α =
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e2

4π

dσ

dΩ
=

1

64π2s
e4(1 + cos2 θ)

dσ

dΩ
=

α2

4s
(1 + cos2 θ) (A.8)

Regresando al proceso estudiado e+ + e− → µ− + µ−, la matriz de elementos

〈|Mfi

∣∣2〉 =
1

4

∑
spin

|Mfi|2 =
Q2
µe

4

4q4
Tr(�p2γ

µ
�p1γ

ν)×

Tr ([�p3 +Mµ]γµ[�p4 −Mµ]γν) (A.9)

sustituyendo la notación slash �p1 = γσp1σ y �p2 = γρp2ρ

Tr(�p2γ
µ
�p1γ

ν) = p2ρp1σTr(γ
ργµγσγν)

Tr(�p2γ
µ
�p1γ

ν) = 4p2ρp1σ(gρµgσν − gρσgµν + gρνgµσ)

Tr(�p2γ
µ
�p1γ

ν) = 4pµ2p
ν
1 − 4gµν(p2 · p1) + 4pν2p

µ
1

operando la segunda traza

Tr ([�p3 +Mµ]γµ[�p4 −Mµ]γν) = Tr(�p3γµ�p4γν)− Tr(�p3γµγνMµ)

+ Tr(Mµγµ�p4γν)−M2
µTr(γµγν)

Tr ([�p3 +Mµ]γµ[�p4 −Mµ]γν) = Tr(�p3γµ�p4γν)−M2
µTr(γµγν)

Tr ([�p3 +Mµ]γµ[�p4 −Mµ]γν) = 4p3µp4ν − 4gµν(p3 · p4) + 4p3νp4µ − 4M2
µgµν

Por tanto, sustituyendo en la matriz de elementos es

〈|Mfi

∣∣2〉 =
4Q2

µe
4

q4
[pµ2p

ν
1 − gµν(p2 · p1) + pν2p

µ
1 ]×

[p3µp4ν − gµν(p3 · p4) + p3νp4µ −M2
µgµν ] (A.10)

Al realizar la operación se debe tener en cuenta ciertas expresiones que puedan
simplificar contrayendo índices, como por ejemplo

gµνgµν = 4, pµ2p
ν
1gµν = (p2 · p1), pµ2p

ν
1p3µp4ν = (p2 · p3)(p1 · p4)
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Figura A.1. Proceso visto desde el marco de referencia del centro de masa.

Expandiendo la matriz de elementos y usando la contracción de índices

〈|Mfi

∣∣2〉 = 4
Q2
µe

4

q4
[(p1 · p4)(p2 · p3)− (p1 · p2)(p3 · p4) + (p2 · p4)(p1 · p3)−M2

µ(p1 · p2)

− (p3 · p4)(p1 · p2) + 4(p1 · p2)(p3 · p4)− (p3 · p4)(p1 · p2) + 4M2
µ(p1 · p2)

+ (p2 · p4)(p1 · p3)− (p1 · p2)(p3 · p4) + (p1 · p4)(p3 · p2)−M2
µ(p1 · p2)]

simplificando

〈|Mfi

∣∣2〉 = 8
Q2
µe

4

q4
[(p1 · p4)(p2 · p3) + (p1 · p3)(p2 · p4) +M2

µ(p1 · p2)] (A.11)

El cuatro momentum q2 del fotón virtual en el proceso de aniquilación involucra los
dos estados iniciales

q2 = (p1 + p2)2 = p2
1 + p2

2 + 2(p1 · p2) ≈ 2(p1 · p2)

Ya que este es un invariante de Lorentz, el cual nos da el cuadrado de la masa
invariante

〈|Mfi

∣∣2〉 = 2
Q2
µe

4

(p1 · p2)2
[(p1 · p4)(p2 · p3) + (p1 · p3)(p2 · p4) +M2

µ(p1 · p2)] (A.12)

El cálculo de la matriz de elementos no se uso la forma explicita de los spinores ni la
representación explicita de las matrices γ, solamente es determinada con la relación
de completitud para los spinores y las propiedades de las matrices γ.

El cálculo de la sección eficaz se usa el marco de referencia del centro de masa
como se muestra en la figura A.1
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p1 = (E, 0, 0, E)

p2 = (E, 0, 0,−E)

p3 = (E, βE sin θ, 0, βE cos θ)

p4 = (E,−βE sin θ, 0,−βE cos θ)

las operaciones dentro de la matriz de elementos

p1 · p4 = p2 · p3 = E2(1 + β cos θ)

p2 · p4 = p1 · p3 = E2(1− β cos θ)

p1 · p2 = 2E2

Se sustituye en la matriz de elementos los productos escalares

〈|Mfi

∣∣2〉 = 2
Q2
µe

4

4E4
[E4(1 + β cos θ)2 + E4(1− β cos θ)2 + 2M2

µE
2]

〈|Mfi

∣∣2〉 = 2
Q2
µe

4

4E4
[2E4 + 2β2 cos2 θ + 2M2

µE
2]

〈|Mfi

∣∣2〉 = Q2
µe

4[1 + β2 cos2 θ +
E2 − p2

E2
]

〈|Mfi

∣∣2〉 = Q2
µe

4[2 + β2 cos2 θ − β2] (A.13)

La sección eficaz diferencial

dσ

dΩ
=

1

64π2s

p

E
〈|Mfi

∣∣2〉
dσ

dΩ
=

1

4s
βQ2

µα
2[2 + β2 cos2 θ − β2] (A.14)

Donde e2 = 4πα, en el limite relativista donde β → 1, la sección eficaz se reduce a
la que se encontró anteriormente con el método de la helicidad.
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B. Apéndice

Sección eficaz de la dispersión antineutrino-quark

El antineutrino solo puede interaccionar con el quark up y no con el quark
down, por la conservacion de la carga eléctrica ν̄µ(0) + d(2

3
) → µ+(1) + d(−1

3
). La

correspondiente matriz de elementos para el diagrama de la figura B.1.

−iMfi =

[
−i gW√

2
v̄(p1)γµ

1

2
(1− γ5)v(p3)

]
igµν
m2
W

[
−i gW√

2
ū(p4)γν

1

2
(1− γ5)u(p2)

]
Mfi =

g2
W

2m2
W

gµν

[
v̄(p1)γµ

1

2
(1− γ5)v(p3)

] [
ū(p4)γν

1

2
(1− γ5)u(p2)

]
(B.1)

En el limite ultra relativista, las partículas con helicidad LH y antipartículas con
helicidad RH1 participan en la corriente de carga

Mfi =
g2
W

2m2
W

gµν [v̄↑(p1)γµv↑(p3)] [ū↓(p4)γνu↓(p2)]

Los eigenestados de helicidad con los cuales se trabaja en el límite ultra-relativista

v↑ =
√
E


s
−ceiφ
−s
ceiφ

 u↓ =
√
E


−s
ceiφ

s
−ceiφ


trabajando en el marco de referencia del centro de masa

(θ1, φ1) = (0, 0), (θ2, φ2) = (π, π), (θ3, φ3) = (θ, 0) y (θ4, φ4) = (π − θ, π)

Los correspondientes eigenestados

v↑(p1) =
√
E


0
−1
0
1

 u↓(p2) =
√
E


−1
0
1
0

 v↑(p3) =
√
E


s
−c
−s
c

 u↓(p4) =
√
E


−c
−s
c
s


1 Los terminos LH y RH significan left hand y right hand respectivamente.
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Figura B.1. Diagrama de Feynman para el proceso ν̄µ + d→ µ+ + d.

Las cuatro corrientes del lepton y el quark usando los eigenestados correspondientes

j0
l = 2Ec j1

l = 2Es j2
l = 2iEs j3

l = 2Ec

j0
q = 2Ec j1

q = −2Es j2
q = −2iEs j3

q = −2Ec

jµl = 2E(c, s, is, c)

jνq = 2E(c,−s,−is,−c)

Por lo tanto, la matriz de elementos

Mfi =
g2
W

2m2
W

4E2[c2 + s2 − s2 + c2]

Mfi =
g2
W

2m2
W

(2E)22 cos2 θ

2

Mfi =
1

2
(1 + cos θ)

g2
W

m2
W

ŝ (B.2)

Donde ŝ = (2E)2 es la energía de centro de masa del sistema. La sección eficaz
diferencial

dσν̄q
dΩ

=
1

64π2ŝ
〈|Mfi

∣∣2〉
dσν̄q
dΩ

=
1

8
(1 + cos θ)2

[
g2
W ŝ

m2
W

]2

dσν̄q
dΩ

=
1

4
(1 + cos θ)2

[
g2
W

m2
W

]2

ŝ

dσν̄q
dΩ

=
G2
F

16π2
(1 + cos θ)2ŝ
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La sección eficaz total es obtenida integrando sobre el ángulo sólido

σν̄q =

∫
dΩ

G2
F

16π2
(1 + cos θ)2ŝ

σν̄q =
G2
F

16π2
ŝ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin θ(1 + 2 cos θ + cos2 θ)

σν̄q =
G2
F

3π
ŝ (B.3)

Sección eficaz de la dispersión neutrino-quark

El cálculo de la sección eficaz para la interacción neutrino-quark, el cálculo es
similar al anterior, la matriz de elementos para la interacción νµ + d→ µ− + u

Mfi =
g2
W

2m2
W

gµν

[
ū(p3)γµ

1

2
(1− γ5)u(p1)

] [
ū(p4)γν

1

2
(1− γ5)u(p2)

]
(B.4)

los estados de helicidad en la matriz de elementos

Mfi =
g2
W

2m2
W

gµν [ū↓(p3)γµu↓(p1)] [ū↓(p4)γνu↓(p2)] (B.5)

se usan las mismas condiciones para el ángulo polar y azimutal, el spinor con heli-
cidad LH

u↓ =
√
E


−s
ceiφ

s
−ceiφ


(θ1, φ1) = (0, 0), (θ2, φ2) = (π, π), (θ3, φ3) = (θ, 0) y (θ4, φ4) = (π − θ, π)

los spinores para la distintas partículas

u↓(p1) =
√
E


0
1
0
−1

 , u↓(p2) =
√
E


−1
0
1
0

 , u↓(p3) =
√
E


−s
c
s
−c

 , u↓(p4) =
√
E


−c
−s
c
s


las corrientes de carga:

Mfi =
g2
W

2m2
W

gµν [ū↓(p3)γµu↓(p1)] [ū↓(p4)γνu↓(p2)] =
g2
W

2m2
W

4E2(c2 + s2 + s2 + c2)

Por lo tanto, la matriz de elementos puede ser reducida

Mfi =
g2
W

m2
W

ŝ (B.6)

La matriz de elementos no posee una dependencia del ángulo polar θ, por lo tanto
representa una distribución isotópica de los estados finales. En el límite donde las
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masas de las partículas pueden ser despreciadas, la sección eficaz diferencial en el
marco de referencia del centro de masa

dσν̄q
dΩ

=
1

64π2ŝ
〈|Mfi

∣∣2〉
dσν̄q
dΩ

=

(
g2
W

8
√

2πm2
W

)2

ŝ

dσν̄q
dΩ

=
G2
F

4π2
ŝ (B.7)

La sección eficaz total, es obtenida integrando solo el ángulo sólido

σνq =
G2
F ŝ

π
(B.8)

La sección eficaz es una cantidad invariante de Lorentz, así que esto es valido para
cualquier marco de referencia.
Comparando las dos secciones eficaces calculados para cada interacción ecuación B.3
y B.8, se tiene

σν̄q
σνq

=
1

3

El cual indica que la sección eficaz de la interacción del antineutrino es tres veces
más pequeño que la sección eficaz de la interacción del neutrino.
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CONCLUSIONES

1. La matriz de elementos para cualquier diagrama de Feynman es definida por
un conjunto preciso de reglas, llamadas reglas de Feynaman, contienen la in-
formación física de las interacciones entre partículas.

2. La interacción débil es la única fuerza fundamental descrita por el modelo
estándar en la cual se viola la simetría de paridad.

3. La formulación teóricos sobre la oscilación del neutrino es descrita por la matriz
unitaria PMNS, no real, que describe la amplitud de probabilidad de oscilación
entre sabores de neutrinos. La matriz depende de la jerarquía de masa y es
parametrizada en términos de tres ángulos de mezcla y una fase compleja que
contribuye a la violación de la simetría CP.
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