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OBJETIVOS

General

Aplicar mecanismos teéricos que logren explicar interacciones entre particulas

con spin-medio.

Especificos

1. Establecer las reglas de Feynman para la electrodinamica cuéntica.

2. Describir la estructura de la interaccion débil, aplicada a interacciones de lep-

tones cargados y neutrinos.

3. Presentar una formulacién tedrica que explique la oscilaciéon del neutrino.
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INTRODUCCION

El modelo estandar explica con precision muchos fenémenos que suceden en la
naturaleza. Hasta la fecha, casi todas las pruebas experimentales de las tres fuerzas
descritas por el modelo estandar estan de acuerdo con sus predicciones. No obstante,
este modelo posee inconsistencias tedricas. Una de ellas predice que ciertas parti-
culas no poseen masa, pero experimentos recientes han encontrado que estas si la

poseen. Ejemplo de esto son los neutrinos.

Este trabajo se compone de cuatro capitulos. En el primero se introduce a la
ecuacion de Dirac, la cual es una formulacion relativista de la mecanica cuantica que
describe los fermiones fundamentales del modelo estandar. En el segundo se usan
los diagramas de Feynman para estudiar las interacciones entre particulas. El tercer
capitulo describe la estructura de la interaccion débil. Finalmente, el ultimo capitulo
estudia del fenémeno mediante el cual los neutrinos se someten a oscilaciones de sus

sabores al propagarse largas distancias.
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1. Electrodindmica Cuantica

1.1. Ecuacién de Dirac

Se define la particula libre como aquella que no esta sometida a ninguna fuerza.

Cuyo hamiltoniano relativista provisto por la mecanica clasica [5] esta dado por

{po—\/m202+p?+p%+p§}¢=0 (1.1)
los momenta son interpretados como operadores p, = z'ha%. El término mc? co-
rresponde a la energia en reposo de la particula, la cual no tiene influencia en las

ecuaciones de movimiento.

La ecuacion [I.1] toma en cuenta la relacion entre la energia y momentum re-
queridos por la relatividad. Sin embargo, esta ecuacion es aun insatisfactoria, puesto

que no es simétrica entre pg y los p;

{pg—m? —pi —p3 —p3} =0 (1.2)

La ecuacion [1.2] es invariante y puede ser tomada convenientemente como base
de una teoria relativista. Como puede notarse, la ecuacion 1.2/ no es completamente
equivalente a la ecuacion Esto debido a que toda solucion de la ecuacion [1.1] es

solucion de la ecuacion [1.2] pero lo inverso no es cierto. Solo los valores positivos pg
para la ecuacion son también soluciones de la ecuacién [5].

Por ello se debe buscar una ecuacion de onda que sea lineal en py y que sea

equivalente a la ecuacion 1.2

{po — a1p1 — capy — asps — B} =0 (1.3)

Las soluciones de la ecuacion |1.3| representan particulas relativistas, que deben

cumplir con la relaciéon energia-momentum. Las condiciones que deben ser satisfechas



por a 'y [ se obtienen a partir de

{Po — qP1 — QgPy — 3P3 — 5} ’ {Po — P — QgPpy — Qi3P3 — 5} =0

P+ Z[Oé%p% + (g + gy )pips + (a1 B+ Bay)pr] — B2 ¢ =0 (1.4)
1,2,3

el simbolo ), , ; se refiere a la permutacion ciclica de los sufijos 1, 2, 3. Para

satisfacer la ecuacion [1.2] o y £ deben completar las siguientes relaciones:

2
o] = 1 ; 10 + asa; =0

B2 = m?? a1+ Ba; =0

si se reescribe a  como

B = a,mec

junto con las relaciones obtenidas de las permutaciones 1, 2, 3 pueden ser resumidas

€1 una.

a0 + Qg = 204 (a,b=1,2,3 0 m) (1.5)

La relaciéon de anticonmutacion no puede ser satisfecha si a; y f son ntimeros
normales. En ese caso, los tinicos objetos matematico que pueden cumplir la relacion

de anticonmutacién son las matrices.

Estas deben tener propiedades algebraicas similares a las matrices de Pauli.
Para ello es necesario un conjunto de cuatro matrices que cumplan con la relacion
de anticonmutacion. No obstante, si se mantiene la representacion de 2 x 2 no puede
obtenerse una representacion con mas de tres matrices que anticonmuten. Asi, se
debe tener una representacion de 4 x 4 para obtener la representacion para las cuatro

matrices «; que cumplan con la relaciéon de anticonmutacion.

Es conveniente expresar las matrices en términos de las matrices de Pauli,
ademas de agregar un segundo conjunto de tres matrices cuyo cuadrado sea la matriz
unitaria. Este debe ser independiente y anticonmutar con las matrices de Pauli. Se

construyen como un producto directo de las matrices de Pauli y la matriz unitaria



5]

04, Dirac = I® 04, Pauli (16)

pi = Oi pauti @ 1 (1.7)

Se pueden tomar cuatro matrices entre otras posibilidades

= P10 Qg = P10y Q3 = P103 Qi = P3 (1.8)

Ya que se pudo obtener una representacion para los factores «; v (3, estas tienen
ciertas propiedades: dimension par y traza cero. Asi, la funcién de onda esté forzada

a tener cuatro grados de libertad [9].

1.1.1. Densidad de probabilidad y densidad de corriente

Se deben definir dos cantidades fisicas importantes: la densidad de probabilidad
y la densidad de corriente. Reemplazando los operadores de momentum y energia
en la ecuacion [1.3]

0
., B i —
p—= =i 5

Por lo tanto, la ecuacién de Dirac

oy oY ¢
10—~ — iy oy zaza +mpy = (1.9)
el conjugado Hermitiano de la ecuacion de Dirac
R R ) el
_Zaxﬁ_x - Zozya—y — zaza +mpy = ZE

Se debe recordar que a y 3 son matrices y que ¥ es un vector columna de 4

componentes

aw ot ¢ ot O
v +a—y +i 5 T+ myah = —ZW (1.10)

Se multiplica por la izquierda 7' a la ecuacién y por la derecha v a la

ecuacion [1.10l Después se suman las dos ecuaciones:

3



(% 0N (g, 00, 0
Z(¢3t+8t¢ N Zwaw8x+8mamw

T
— (zﬂayg—f + %ayw) (1.11)

. oYy oYt
_ T 27 4 27
1 <w o 5, + 2, azw)

La ecuacion puede ser simplificada si

oY oYt (i) oY oYt (1)
P2 _ fo 27 4 27 — 2\ Tzv)
¢3t+8t¢_ ot v ¢O‘$ax+ax%¢_ ox
Reescribiendo la ecuacion [L11]
;
V- (Wlarp) + G(gtw) =0 (1.12)

si se asume que la particula no decae o interacciona, la probabilidad total del sistema
debe de ser constante. Esta conservacion de la probabilidad puede ser expresada en
términos de una ecuacion de continuidad [I]

dp

N I 1.1
v‘]+8t 0 (1.13)

al comparar la ecuacion y la ecuacién de continuidad, se identifican la
densidad de probabilidad y la probabilidad de corriente para las soluciones de la

ecuacion de Dirac como

p=y v j=ylay (1.14)

al escribir la densidad de probabilidad en términos de las cuatro componentes

del spinor de Dirac es

p=v" = P [ P s P 4 [0 P

la densidad de probabilidad en la ecuacion tiene valores positivos para

todas las soluciones de la ecuacién de Dirac.



1.2. Forma covariante de la ecuacion de Dirac

La representacion de la ecuacion de Dirac hasta ahora es en términos de « y
B, la cual posee una conexion natural con el spin [9]. Lo siguiente es representar a
la ecuacion de Dirac de forma tal que sea invariante ante las transformaciones de

Lorentz. La forma covariante es alcanzada multiplicando la ecuaciéon de Dirac

por f3

% I

+zﬁ ya +ifa zal/}

31/,

zﬁaw + zﬁ mpB*) =0 (1.15)

De donde se definen las cuatro matrices v de Dirac
70:6 ")/1:504:(: 72:ﬁ04y 73:ﬁaz

usando la propiedad que 8? = I, la ecuaciéon se escribe como

i° (f;tb + iyt ;D + i’ ;5 + 1y ;b mip =0 (1.16)

Por lo tanto, la ecuacién de Dirac expresada en su forma covariante es
(iv"0, —m) =0 (1.17)

Las matrices 7 de Dirac no son cuatro vectores sino matrices constantes que son

invariante ante las transformaciones de Lorentz.

1.2.1. Propiedades de las matrices de Dirac

Las propiedades de las matrices v pueden ser obtenidas de las propiedades de

las matrices a 'y (3 |9

(Vk)z = Bagfoy = —afPay = —

donde la convencién usada sera el indice k = 1,20 3



Se multiplica 8 por la izquierda y por la derecha en la ecuacion (1.5 se obtendra la

relacion de anticonmutacion para la parte espacial

(Bai)(a;B) + (Bay)(aiB) = 205088
=Y T Y = 204
W = =20y

la parte temporal se logra multiplicando a la ecuacion por (8

Oéiﬁ -+ ﬁO&i =0
BlaiB) + (Ba;)B =0
NS SN )

Por lo tanto, las relaciones de anticonmutaciéon cumplen COHE|
AP Pt = 29 (1.18)

Las matrices o y § son Hermitianas E[ En este sentido, la hermiticidad de las matrices

gamma debe ser comprobada de manera similar
(V) =algl = ap = —pa = —'
Con esto se demuestra que para los componentes espaciales son antihermitianos
=92 v M=t (1.19)

Con las ecuaciones y se ha definido toda el algebra de las matrices 7, que

es suficiente para las soluciones de la ecuaciéon de Dirac.

1.3. El spinor adjunto y la corriente covariante

Como se expuso anteriormente la densidad de probabilidad y la probabilidad
de corriente para una funciéon de onda satisfacen la ecuaciéon de Dirac, estas dos
probabilidades se pueden escribir de forma compacta. Se define el spinor adjunto

como

U =11y°

'En un espacio Euclidiano g;; = d;;
2At=A



la representacion del spinor adjunto es

w = WT, w>2k7 _wga _wZ)

Ahora para poder escribir la forma compacta de las dos probabilidades se debe

escribir el adjunto hermitico de la ecuacion [I.17] como

Y (109" +m) =0 (1.20)

donde la derivada opera sobre la izquierda. Se multiplica ¢ por la izquierda a la

ecuacion y 1 por la derecha a la ecuacion [1.20] se suman y se obtiene
(107" —m) ¥ =0

(10" +m)yp =0
O (Y0,0) + (Vy*'0,) ¥ =0

¥
v

Por lo tanto, la forma compacta es

0, (T4) = 0 (1.21)

esta es la forma invariante de Lorentz de un producto escalar. Siendo esta la cuatro

divergenciaP| con respecto al cuatro vector de corriente
g
o' =0
La definicion del spinor adjunto permite escribir el cuatro vector corriente j* como

3" = (p.3) = v (1.22)

1.4. Soluciones a la ecuacién de Dirac

Se debe proponer una solucién para la ecuacion de Dirac, que sea la forma de
la funcion de onda de las particulas con spin-1/2 [3]. La solucién propuesta para

una particula libre es una onda plana

Y(x,t) = u(E,p)eP*—EY (1.23)

36“ = (ah V)



donde u(E, p) es un cuatro componente del spinor de Dirac y satisface la ecuacion

de Dirac. El spinor u(F, p) es una funciéon de energia y momentum de la particula

ot = S = —iB0, 0w = 5L = ipuw, 0w =S 0. 0w = 5~
substituyendo en la ecuaciéon de Dirac
(VE = ~'pe =7’y — 7°p: — m) u(E, p)e'®* ") = 0
Por lo tanto, el spinor u(E, p) satisface
(VP —m)u=0 (1.24)

Esta es la ecuacion de Dirac de la particula libre.

1.4.1. Particula en reposo

El término de momentum desaparece en una particula en reposo, entonces la
funcién de onda
Y =u(E,0)e

Asi, la ecuacion de Dirac queda reducida

E~u = mu

se expande
1o 0 0 ¢1 o1
1
2|0 0 02| _ |
00 -1 O o3 ®3
00 0 =1/ \o4 P4

expresa una ecuacion de eigenvalores, la cual admite cuatro soluciones ortogonales

independientes que son

u(E,0) =N ; ue(F,0) =N (1.25)

o O o =
o O = O



las dos soluciones con eigenvalores de energia positiva son £ = m

0 0
0 0
us(E,0) =N . ; wy(F,0) =N 0 (1.26)
0 1
las dos soluciones con eigenvalores de energia negativa son £ = —m. Estos 4 spinors

son estados del operados S, por lo tanto cada uno representa un estado diferente de
spin. Las soluciones a la ecuacién de Dirac para una particula en reposo, incluyen

dependencia del tiempo

i (E,0) = N e”™ . hy(E,0) =N et (1.27)

U3(E,0) = N e™ . Yy(E,0)=N imt

o R O O O o o =
_ o O o L o = O

1.4.2. Solucién general para particulas libres

La particula se encuentra en movimiento y se procede a resolver la ecuacion de

Dirac para una onda plana

(e () e

desarrollando el segundo término de la ecuacion [I.2§

VP = e + 2, + 4. = v p) (1.29)
—o-p O
0 0 N Y
B 0 0 Da + 1Dy —D,
- —P= —pe +ipy 0 0
—Pz — 1Dy 22 0 0



Para facilitar la notacion de las matrices v, se usa la representacion de matriz en

bloque de 2 x 2. Asi el spinor se puede escribir en representacion de dos vectores

columnas de dos componentes, us v ug

(%)

al trabajar la ecuacion [I.2§ queda expresado como

E—-m —o-p Ug _0
c-p —F-m up B

las ecuaciones para us y upg

o-p

Uy = u

A B
o-p

ug = U

B L miA

se sustituye la ecuacion en la ecuacion [1.31

(0-p)?

UA = ——>5
E’2_m2

ua

la representacion de o - p es

Entonces

Asi, la ecuacion para ua

E*—m? = p?

(1.30)

(1.31)

(1.32)

esta satisface la ecuacion de Dirac y obedece la relacion de energia-momentum de

la relatividad especial. Las soluciones propuesta para w4 son:

10

(1.33)



se encuentra, las dos soluciones para las particulas libres u; y us

0
N 0 N 1
Uy = V. Uug = (134)
E +m D= E +m Pz — Z‘py
Dz + Z.py —P:z

Se debe notar que la elecciéon de las formas de uy es andloga a la notacién que se
usa para los spinores de Pauli. Si se eligen dos formas ortogonales para w4, esta sera

igualmente valida. Las dos soluciones de la ecuaciéon de Dirac restantes se hallan

1 0

la solucion para uz y u4 son:

D= Pz — 1Py
N Pz + Z.py N —Pz
_ Vi = 1.36
s E—-—m 1 YT E-m 0 ( )
0 1
Las cuatro soluciones para una particula libre de la ecuacién de Dirac son:
0
N 0 N
U = , Uy = , 1.37
' E +m Dz ? E +m Pz — ipy ( )
Dz + ipy —Pz
Pz Pz — ipy
u . N Pz + Z'py Uy = N —D:
P T E-_m 1 ym=p 0
0 1

Los spinores u; y uy son soluciones con energia positiva F = +|y/p? — m?|.
Asi, uz y uy son soluciones con energia negativa £ = —|/p? — m?|. Estos spinores
representan estados de antiparticulag?] [3].

Para evitar posibles confusiones es conveniente trabajar con spinores de anti-

4Para interpretacién de las antiparticulas, existen dos interpretaciones el mar de Dirac y la otra
es la interpretacion de Feynman-Stiickelberg, esta tultima seréd la interpretacién que se usaréd de
ahora en adelante.

11



particulas en términos de momentum y energia fisica, siguiendo la interpretacion
Feynman-Stiickelberg. La energia negativa de los spinores de las particulas us y uy

puede ser escrita con energia positiva de los spinores de la antiparticula, v, y v

v1(E, p)e ®x=E) — y, (—F, —p)elPx- (=5
UQ(E, p)e—i(px—Et) — U3(—E7 _p)ei[_p.x_(_E)t]
Se propone la soluciéon a la ecuacion de Dirac para la antiparticula
¢(X’ t) — U(E, p)e—i(p-X—Et) (138)

substituyendo la ecuacion de onda [I.38|en la ecuacion [I.17], se obtiene:

(=1"E +7'ps + 7’y +7°p: —m) v =0,
(Y'pu+m)v =0.

esta es la ecuaciéon de Dirac en el espacio de momentum para el espinor v. Se procede

()

como antes escribiendo

dando un par de ecuaciones

o- o-p
Vg = v B = v
AT Erm PV T o™
proporciona las soluciones
Pz — Z.py Dz
v = b= f 0y, = Pe 7ty | (1.39)
E+m 0 E+m 1
1 0
0
N 0 N 1
vg = —— , Y Vg =
’ E—-m Dz v E—m Pz — ipy
Dz + Z'py —Pz

Como anteriormente se ha identificado F = +|y/p? — m?| son los spinores v; y
vy, las energias negativas E = —|/p? — m?| son los spinores v3 y v4. Se tiene ocho

12



soluciones para la ecuacion de Dirac. De estas ocho soluciones solamente 4 pueden ser
linealmente independientes. Para trabajar se usan las cuatro soluciones con energia

positiva de las particulas/antiparticulas:

soluciones para particulas

%‘ — uie—i(px—Et)
1 0
N 0 N 1
Uy = , Uy = , 1.40
' E +m Pz ? E +m Pz — ipy ( )
P+ Z'py —D:z
soluciones para antiparticulas
¢i _ ,Uie—i(p-x—Et)
Pz — 1Py D=
N —P- N Dz + Z.py
U1 = 5 Vg = 5
E+m 0 E+m 1
1 0

Es conveniente normalizar estos spinores, usando la convencién ufu = 2F particulas

por unidad de volumen{’} entonces

t 2 P’
= |N 14+ —
wu = N ( +<E+m>2)

2F
2F = N|?
E—I—m| |

IN| = VE+m (1.41)

1.5. Helicidad

En general uq, us, v1 y v no son estados propios del spin, si se define la matriz

de spin para las particulas de Dirac como

g -ty g0
2 0 o

si el movimiento de la particula es en direccion Z, entonces uq, us, v1 y vo son estados

propios de S,. Sin embargo, el spin no conmuta con el hamiltoniano [[f D S;] #0

Existen diferentes convenciones ufu = 2F (Halzen y Martin), u'u = |E|/mc? (Bjorken y Drell)
, utu = 1 (Bogoliubov y Shirkov).

13



por este motivo es imposible construir spinores que al mismo tiempo sean estados
propios del spin S y del hamiltoniano Hp. Se introduce el concepto de helicidad el
cual es una proyeccion del Spin sobre la direccion del movimiento de la particula.
La helicidad / de una particula se define como el componente normalizado de su

spin a lo largo de su movimiento [9]

~ Sp
h = —=— 1.42
P (1.42)

. Y. 1 (2. 0
ho= P2 (=P (1.43)
2p 2p\ 0 X-p

se demuestra que la helicidad conmuta con el hamiltoniano

[Hp,%-p] = |a-Dp+pm,X-p]

0
= [a-p, T p|+ [Bm =P

= [a:cpx + Oy Py + azPz, prx + Eypy + Zzpz] =0

Los eigenestados simultaneos del hamiltoniano para la particula libre y el operador
de helicidad son soluciones a la ecuacion de Dirac, estos deben satisfacer la ecuacion

para los eigenvalores

hu = \u

1 g-p 0 uA — uaA
2p 0 o-p Uup upg
los vectores w4 v up son vectores columna de dos componentes

(0-plua = 2pluy (1.44)
(c-plug = 2plup (1.45)
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Figura 1.1. Los eigenestados de la helicidad para una particula.

Right-handed Left-handed

=> <=

Para obtener los eigenvalores se multiplica la ecuacion por o - p, recordando que

(0-p)* =p?

(0-p)us = 2X\p(o - p)ua
pua = 4AN’pPug
(p* = 4NpPJua = 0

pP—4aNp? = 0
1
A= -
2
esto significa que las dos posibles estados de helicidad para un fermion h = —i—%,
llamado right-handed donde el spin es alineado en la misma direccién del momentum,
6h= —% llamado left-handed donde el spin es alineado en la direccion opuesta del

momentum.

Con esto surge un problema, la helicidad no es un invariante de Lorentz para
una particula con masa, ya que es posible encontrar un marco inercial en que la
direccion de la particula sea opuesta. La tinica manera que esto sea un invariante
de Lorentz es en una particula sin masa [3].

Ahora se deben encontrar los eigenestados de la helicidad que tambien son eigenes-

tados de la ecuaciéon de Dirac.
(0 -plua = (E+m)up

sustituyendo en la ecuacion

up = 2 ( P ) A (1.46)

E+m

Para resolver la ecuaciéon se expresa a los estados de helicidad en coordenadas

15



esféricas:

p = (psinf cos ¢, psinfsin ¢, p cos 0)

reescribiendo el operador de helicidad

1 1 P- Dz — 1Dy
5-lo-p) = o .
2]? 2]) Yz + Zpy —P-
1 (o) 1 pcosf p(sin 6 cos ¢ — isinfsin @)
—(o - — R
2p P 2p \ p(sin @ cos ¢ + isin 6 sin @) —pcosf

usando la forma de Euler e® = cos ¢ + isin ¢

1 1 cosf  sinfe
op) =5 |
2p 2 \sinfe’? —cosf

se escribe las componentes de u4 como
a
us =
b

cosf sinfe ?\ [a a
, = 2\
sinfe’®  —cos6 b b
el sistema de ecuaciones

acos@ + bsinfe™ = 2\a
asinfe’® —beosf = 2\b

si se despeja para el radio de g

b )
~sinfe™® = 2\ — cosf
a
2\ —cost
a sin 6

para encontrar el eigenestado right-handed con eigenvalor A = 1/2

b 1—cost ;4
- = —F—-=€
a sin 6

16
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usando las siguiente identidades

. o0 1 —cosd
sin - = ———
2 2

sinff = QCOSQSiHQ
2 2

.9
b_ i SN 5
—=el—y
a oS 5

se encuentra el eigenestado left-handed con eigenvalor A = —1/2

-1 - cos&ew

sin 6
9
_ i C98 3
_e - 0
Sin 5

Q> Q|

Se escribe el spinor de la helicidad right-handed y left-handed, denotado por u; y
uy.
Para los estados RH (right-handed), a = cosg y b = e sing y los estados LH

(left-handed) a = —sin & y b = " cos &

c -5
et ce'®
uy=vE+m , V oy =vE+m , (1.47)
E+m© Etm S
T 5e' — prce’?

Los spinores estan normalizados a 2F particulas por unidad de volumen, N =
vV E + m. Los terminos s = sing y € = COS g. Una caracteristica de la antiparticula

es S(v) = —g, por lo tanto para la helicidad h = +1/2 el estado de la antiparticula

Entonces los spinores normalizados de las antiparticulas son

17



.S -, C

E+m E+m
nw=vE+m]| FEm V vy =vVE+m|Em™ (1.48)
—5 c
ce'® se'

1.6. Carga conjugada

El efecto de esta conjugacion es remplazar la particula con su correspondiente
antiparticula y vice versa. El operador carga conjugada cambia el signo de todos los
ntmeros cuénticos internos, los inicos nimeros cuanticos que deja este intactos es

la masa, energia, momentum y spin [3].

Se debe encontrar ahora la representacion del operador de carga conjugada. La
fuerza de Lorentz:
F=qE+vxB)

reescribiendo los campos con sus potenciales E = —V¢ — %, B=VxA

F:q(—V¢—%—?+vaxA)

usando la identidad v x VX A =V(A.-v) —(v-V)A

o 08
Fo=a]-vie- A -
T - %%w;;}v)
F = -VU+25
VUL = 4|V A - 42 0-A-Y)
U = ql¢—A-v) (1.49)

El movimiento de la particula cargada en un campo electromagnético A* = (¢, A)

se encuentra con las ecuaciones canénicas —p = %—I;
E—-FE—-qp ; p—p—qA (1.50)

18



se escribe en notacién de cuatro-vector

Pu = Pu — qAL (1.51)
se reemplaza la energia y momentum por los operadores £ = g—at yp=-—V
10, — 10, — qA, (1.52)

se sustituye en la ecuacion de Dirac

(iv"0, — ey A, —m)p =0

(0, —ieA, )Y +imip =0 (1.53)
Se busca una manera de cambiar la ecuacién de Dirac, tal que las soluciones de
energias positivas y negativas sean intercambiables mientras que la forma de la
ecuacion de Dirac se mantenga. El complejo conjugado de la ecuacion [I.53] esta

dado por
(") (0, +ieA,)Y" —imy* =0 (1.54)

se multiplica por la izquierda —ivy?
—i 2 (") (0, + ieA )" +im — iy*p* =0 (1.55)

la matriz i9? es hermitico y unitario, por consiguiente UU* = I, (i7?)* = i?

—iy* (Y1) 17 (iv?)* (O + 1A )P" + imin®y™ = 0
Y40, + ieA, )iy Pt + imiy** = 0 (1.56)

se define a v’
/ . 2k
P =iy
entonces escribiendo la ecuacion [L.56]

(0, + ieA )Y +imy’ =0 (1.57)

Por lo tanto, ¢ es una funciéon de onda que describe una particula con la misma
masa que la particula original pero con carga opuesta; se puede definir a v’ como

la funcién de onda que describe a la antiparticula. Entonces en la representacion de

19



Dirac-Pauli, del operador carga conjugada C.
W = Cip = i (1.58)

Para confirmar el efecto que tiene el operador carga conjugada sobre el spinor de

una particula

W = CY =iyt = infule P EY
0 00 —i 1\
0 0 i 0 0
il = ! VE+m
0 i 0 0 e
%11
—i 00 0 Potiny
Pz —1Dy
E+m
—Pp=z
W = VE+m Egm (1.59)
1

Como se observa este es el spinor de la antiparticula v;.
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2. Interaccién por Intercambio de Particulas

En QFT proponen que la interacciéon entre particulas es mediado por el inter-
cambio de particulas, a causa de esto la fuerza entre particulas es el resultado de la

transferencia del momentum de las particulas mediadoras.

El enfoque matematico completo sobre el célculo se logra usando la teoria
cuantica de campos. Sin embargo, se puede tener el mismo resultado usando la

teoria de perturbaciéon en mecénica cuantica relativista.

2.1. Primer y segundo orden en la teoria de perturbacion

Se considera la interaccion a + b — ¢ + d que ocurre por el intercambio de
una particula X. Examinando todas las posibilidades para esta interaccién, pueden
existir dos posibilidades en un diagrama espacio-tiempo para esta interacciéon como

se muestra en la figura 2.1}

Para la primera posibilidad de interaccion, se define el estado inicial |i) = a+b,
el estado intermedio |j) = ¢+ X + b, el estado final |f) = ¢ + d. Obteniendo asi la

matriz de transicion [I]

(d| VX 4+b) (X +c|V]a)

T% —
! (E, + Ey) — (E.+ Ex + Ep)

(2.1)

La normalizacién de una funcién de onda por unidad de volumen['| solamente
es valida para el marco de referencia al cual esta pertenece, por lo tanto no es un
invariante de Lorentz [9].

La funcién de onda normalizada por unidad de volumen en la mecanica cuantica

'Es usual adoptar un esquema donde cada onda plana estd normalizada a una particula en un
volumen ctubico de lado a.
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Figura 2.1. Las dos posibilidades del proceso a +b — ¢+ d

b b

Tiempo Tiempo

no relativista es

/V Yrpdx =1

Se normaliza la funcién de onda de tal manera que esta sea un invariante de Lorentz,

esto se logra normalizando la funcion a 2E particulas por unidad de volumen [9]
/ @//*Wd?’x —9E

v

entonces la representacion de v’ es
Y= Ly
/ LY*Lyd*x = 2E

v

L2/ v dPx = 2B

1%

/ vdix = 1
174
I? = 2F

L = V2E (2.2)

La funcién de onda que se usa en la matriz de transicion debe de ser un invariante
ante las transformaciones de Lorentz, para un proceso general a+b+- -+ — 14+2+---

se define

My = (i - | H [y -+ (2.3)
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My = <¢’1¢§"'\F['W;%'“> = /2B, -2Ey---2E, - 2F - - - Ty; (2.4)

La matriz de transicién no es un invariante de Lorentz. La matriz de elementos V};

es relacionado a la matriz de transicion |9
Vij = My [ [2E)
k

el indice corre sobre las energias de las particulas involucradas

Ma—>c+X

Vo= ler XV = O raEy

La cantidad mas simple que sea invariante de Lorentz es un escalar, entonces

la matriz elemento es M, ... x = gq

Ya

V2B 2B 2E

la constante de acoplamiento g, es una medicién de la fuerza de interaccion escalar

Vij = (c+ X|V |a) =

en el vértice a — ¢+ X. Similar para el otro vértice

9b

ij:<d|V|X+b>:—m

se sustituye los valores en la ecuacion [2.1

(d|V|X +b) (X +c|V]a)
(E,+E,— (E.+ Ex + E))
1 1 Gagb

ab
Ti

= . . 2.5
2EX \/QEaQEszCQEd Ea - Ec - Ea: ( )
la matriz invariante de Lorentz para el proceso a +b — ¢ + d.
M = \2E,2E2E.2F, T
1
MP = Jalp (2.6)

9FEx E,— E.— Ex

Se debe considerar el otro posible proceso para la interaccion a +b — ¢+ d

representado en la figura[2.1} Repitiendo los pasos realizados para llegar a la ecuacion
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[2.6] La matriz elemento para el segundo diagrama es

1 gagb
MY = : 2.7
‘" 9FEy E,—E;— Ey (2.7)

En mecanica cuantica la suma sobre todas las amplitudes para un proceso corres-

ponde a la amplitud total [3]

My = M+ Mg}

Ga9b 1 1
My =
d QEX(EQ—EC—EX+Eb—Ed—EX)
usando la conservacion de la energia

E,+E,—~E.—E; =
Eyv—-FEy = E.—E,

o O

gagb 1 1
My =
f 2EX(Ea—EC—EX+EC—Ea—EX)

M. — GaGb 1 B 1
fi 9Fx \E,—E,— Ex E,—FE,+ Ex

9a9b
f (Ea _ EC)Q _ Eg( ( )

la particula X satisface la relacion de energia-momentum
EY =px +mx = (Pa — Pc)* +mk

se sustituye esta expresion para la ecuacion 2.8

9aGb
(Ea - Ec)2 - (pa - pc)2 - m%{

My, =

en el denominador se tiene el cuatro-momentum p, — p.

GaGb
(pa - pc)2 - m%{

entonces se define el cuatro-momentum de la particula de intercambio X como g =
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Figura 2.2. Diagrama de Feynman proceso a +b — ¢+ d

Pa — De

Ga9b
My, = —Jad (2.9)
! @ —m%

Los términos g, v ¢ estan asociados con la interaccion de los vértices. El término
1
2

- 2.10
e (2.10)

es referido como el propagador, el cual es asociado con el intercambio de particulas.
La ecuacion 2.9 es la amplitud total de transicién de un estado inicial a un estado

final teniendo una dispersion por un estado intermedio j [IJ.

2.2. Diagramas de feynman

En QFT, como en la teoria de perturbacion el proceso de la figura [2.2] se suma
sobre todos los posibles ordenes de tiempo en los cuales pueda ser representado
este diagrama de Feynman. La particula de intercambio el cual aparece en el estado

intermedio del diagrama de Feynman es llamado particula Virtua]ﬂ.

2.3. Calculo de la matriz de elementos

Para tener una descripcion completa de lo que sucede en un proceso fisico tal
como e~ +7° — e + 7 ver figura . El campo para un fotén libre A, puede
ser escrito en términos de una onda plana y un cuatro-vector €V para el estado de
polarizacion A

Ay = €Y exp’Px=F) (2.11)

2Una particula virtual es una construccién matematica que representa el efecto de la suma
sobre todos los posibles ordenes de tiempo del proceso y la suma sobre todos los posibles estados
de polarizaciéon de la particula de intercambio.
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Figura 2.3. Diagrama de Feynman para el proceso QED e™ +77 — e~ + 7~

En la ecuacion se obtuvo la ecuacion de Dirac para un electron | La

interaccion para un fermiéon cargado es
V' Oub +igy" Ay + imyp = 0 (2.12)

ahora bien, si se desarrolla la ecuacion

9

5TV iqy ¢ — gy Ay +imap = 0

0
la interaccion del Hamiltoniano puede ser obtenida multiplicando por i7°
0 .
i+ VY — " A = ma’ = 0

De la mecénica cuantica no relativista, la ecuacion de Schrédinger

I 0
fy = i2%
V=i

Entonces el Hamiltoniano para una particula de spin — 1/2 en un campo electro-

magnético puede ser identificado [3]
H = (my° =i’y - V) + 7" A,
donde identificamos al operador de la energia potencial

Vp = ¢7""A, (2.13)

Ahora ya que se sabe cual es la interacciéon fundamental de un fermién y un campo

3Debemos recordar que en esta ecuacion se hizo la sustitucion ¢ = —e.

26



electromagnético. Se escribe la matriz de elemento para el proceso que se ejemplifica.

Para la interaccion en el vértice e™, el cual se etiquetara con el indice p es

(W(ps)| Vp [(p1)) = ul(ps)Vbue(py)
(W(p3)| Vo [¥(p1)) = ul(ps)ay"v" Auuie(ps)

La soluciéon a la ecuaciéon puede ser escrita en términos de la ecuacion [2.11

(W(ps)| Vp [(p1)) = ul(ps)ay®r e)(q)e™ > u,(py)

el cuatro-momentum del fotén puede ser escrito como ¢ = p; — p3, entonces

(W(ps)| Vp [(p1)) = ul(ps)e " Ps>X Bl Oqien(q)e Prx=Fatly, (p)e!Prx—Fil)
(W(p3)| Vo [(p1)) — ul(ps)Qeer’ 7€M uc(pr)

donde la carga ¢ = Q).e. Usando el mismo procedimiento anterior se encuentra

la interaccion en el vertice 777, el cual se etiquetard con el indice v.

ul (1) Q-e7°7 e ur (ps)

Para obtener la matriz de elemento, se debe sumar sobre todos los posibles

estados de polarizacion del fotén
1 * v
M = Z [ (p3)Qeer 7 uc(pr)] € )q2 V" [ul (pa) Qren* v ur (p2)] (2.14)
donde la suma sobre los posibles estados de polarizacion del foton esta dada por

Z EE;\)EI(/A)* = 9w
A

La matriz de elementos 2.14] se reduce a

M = [ul(p3)Qeer" v uc(p1)] _52” Y [ul (pa) Qren v ur (p2)] (2.15)
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Figura 2.4. Reglas de Feynman para QED

FEstado — inicial Estado — final
_—— u(p) w(p) S
— - v(p) v(p) —
AMMA i (P) u®) AN

Propagador

foton fermion

. i — ~ —

— 2B AW Mo )

Vertice — QED

— ‘iQe‘.'y‘”

Al simplificar la matriz de elementos con la notacién de spinor adjunto queda
_ Guv 1 v
M = —Q.Q€* [tre(ps)y"ue(p1)] q—‘; [t (p)7°7 ur (p2)] (2.16)

entonces se puede escribir en forma de un producto escalar con cuatro vectores que

es la forma manifiesta de un invariante de Lorentzﬁ [9]

M= —QGQTeZ’]eq'QJT (2.17)
La obtencion de la matriz de elementos para cualquier proceso se puede escribir
inmediatamente siguiendo un conjunto simple de reglas. La matriz de elementos
posee tres elementos basicos que se pueden identificar en el diagrama de Feynman.
Para cada uno de estos 3 elementos basicos le corresponde una regla de Feynman la
cual esta representado en la figura [2.4] el producto de estos tres elementos béasicos
es equivalente a —iM.
Un ejemplo seria encontrar la matriz de elementos para el proceso de aniquila-
cion et + e~ — u~ + p' que se muestra en la figura [9].

Entonces se puede escribir la densidad de corriente del electréon y el muon

v(p2)[—iey"|u(pr) VvV u(ps)|[—iey”]v(pa)

4Se trabaja con una métrica, el cual todo producto interno proporciona un espacio métrico.
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Figura 2.5. Proceso de aniquilacion e +e~ — u= + pu™.

[ e

o)

y

donde los spinores v describen las antiparticulas. El propagador del foton

G
2

Por lo tanto, la multiplicaciéon de los tres elementos basicos debe de ser equivalente

a —iM

M = [5(ps)(ier"ulpy)] ‘;Z““ [a(ps) (ier”)o(pa)] (2.18)

La matriz de elementos debe tomar en cuenta los estados de spin de las par-
ticulas involucradas en el proceso. Para el proceso en un estado inicial existen 2N
posibles configuraciones de helicidad, en la que cada una constituye un proceso fisico

separado.

Para el proceso particular de aniquilacion et + e~ — pu~ + p™, en el estado
inicial existe cuatro posibles configuraciones de helicidad las cuales cada una tienen
la misma probabilidad que ocurra. Esto es representado mediante la definicién de la

matriz de elementos
1
(IMpi|?) = 1 (IMrr® + Mgl + IMpr|* + [MyL]?)

En general la matriz de elementos es

(M) =7 3 ImP (219)

spins

2.4. Técnica de la traza

La relacion de completitud es definida como la suma sobre los dos posibles

estados de spin como el tensor formado del producto del spinor con su spinor ad-
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juntd’] ,
> us(p)us(p)

la suma puede ser realizada usando los spinores de helicidad o bien los spinores u;
y Uy los cuales son soluciones de la ecuacion de Dirac, ambos forman un conjunto

completo de estados

2

S uwa(p)s(p) = wa () (p) + ua(p)a(p)

s=1

se escribe los spinores ug en términos de vectores columna de dos componentes

= m st con = 1 = 0
us(p) = VE + (inn%) b1 = (o) Yy ¢y = <1>

la representacion de o - p permite la siguiente propiedad (o - p) = o - p, escribiendo

el spinor adjunto

us(p) = ul(p)y’ = VE +m (cbl —E+mcb*>
Realizando la suma sobre los spinores:

> up)i(p) = E+m ( o )(@ﬂ —Fm

2 f f f f
_ P11 + P19y E+m Eo1d1 + b1
s s = F
2, (P)(p) o (M (610} + 010} — (G2 [0n6] + d10]

1)+< . >(¢$ —E‘mé)]

E+m

2
Pero usando Z st = I y p*=(E+m)(E—m), entonces:

2 I __op
Y up)usp) = E+m| ,, o8

E+m (E+m)?

2 . _ (E+m —o-p
Zus(p)us(p) = ( —(E—m)>

g-p

2 B B I 0 0 o-p I 0
;us(p)us(p) = E(o _I>—(_U~p 0 >+m<0 I) (2.20)

5Los estados usados son ortogonales.
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La ecuacion [2.20] puede ser escrita en terminos de las matrices-y

2
> us(p)ua(p) = 'pu+ml =p+m (2.21)
s=1

En la ecuacion se introduce una nueva notacioén que es una forma de abreviar

el producto invariante, esta notaciéon es llamada “Feynman slash”, este es un vector

covariante p = v*p, = guV'p’ = EY° — py' — pyy? — p:°

Repitiendo la derivacion anterior, se puede demostrar la relacion de completitud

para los spinores de antiparticulas

2
Zvr(p)ﬂr(p) =Y'p+ml=p—m (2.22)
r=1

2.4.1. La suma de spin y el formalismo de la traza

Los vértices en QED pueden ser escritos en forma u(p")I'(p’), donde I' es una

matriz de 4 X 4 compuesta de una o mas matrices de Dirac-7.

Para el vertice de QED I = ~*, retomando el ejemplo anterior el proceso e™ +e~ —

p~ + pt la matriz de elemento estd dada en la ecuacion [2.18)]

2

M = —Z—g[ﬁ(pa)v"u(pl)][ﬂ(pzmv(m)] (2.23)

Los observable fisicos dependen de la matriz de elementos elevada al cuadrado
IM|? = MM, entonces para calcular esto definimos el adjunto de la matriz de

elementos:
o2

M = —?[@(pa)v”U(pl)]T[ﬂ(pz)%v(m)ﬁ
el orden en el cual las componentes de las corrientes sean escritas no importa, ya

que las componentes de las corrientes son simples nimeros

I

e

IM? = 5[17(192)7’%(191)][@(pz)v”@L(pl)]T x [i(ps) v (pa)][U(ps) v (pa)]’
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se realiza la suma promedio sobre los spines iniciales y finales

(MP) = 33 IMuP

spin
4

(M2 = f—q4 [0 (po)7"u* (p0)] [0 (p2) " u® ()]
x Y 1 (ps)y” (pa)] [ (ps) v (pa)]! (2.24)

donde los indices s,r, s, r’ representa las distintas posibilidades de los estados de

spin. La matriz de elementos puede ser escrita

Zwrﬂﬂ [YT)" (2.25)

spin

Para este proceso I'y = y* y I'y = ~”. La ecuaciéon puede ser reducida escribiendo

el complejo hermitico
[WTe]" = [(¥")(T)]" = [(T)' (¥11°)T] = [#'TT7°¢] = [67°TT7 Y]

Por lo tantd®|
[WI'¢)" = ¢I'y con T =~°T"°

Por las propiedades de las matrices-v, esto puede ser escrito como:

()" = 1"
() =
= 707;”70 _ ,YO,YOT,YO . 7ovmvo
= P +7%7"° =2 — 4700y
[ =71 = 4#=T

Como se demuestra I' = T', esto también se mantiene para QCD y la interaccion

débil. Por lo tanto, es cierto para todas las interacciones del modelo estandar como

[WTg]' = ol (2.26)

6Se usaron las siguientes propiedades (1¢)" = ¢tyt, (¥t =4, (40)F =4°.
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se usa la propiedad de la ecuacion [2.26

S IMul? = ;prz)w(m)}[as<p1>w<p2>]

spin

x ) @ ()" (pa)][0” (pa) o (p3)]

s r!

Definiendo un tensor £/, para el estado inicial

L1 = 3 0 o)l (o) (p1) s ()
s,r
reescribiendo la multiplicaciéon de las matrices
Lr = Z ﬁg(pg)%“j [Z Uf(pl)ﬂi@l)] Yoo Vi (P2)

usando la relaciéon de completitud de la ecuacion [2.17]

£ = STl (pr+ m)in eV (02)

T

(2.27)

(2.28)

se realiza el seguimiento de la multiplicacién con los indices, donde v;v,, = v, v; ya

que son solamente ntmeros

i (P1 M) in Vi

Lr = [Z Vi (p2) T (o)

r

LY = (P —m)miV (P + M)in Vo,

donde es una matriz de 4 x 4

L = [(pa — m)Vmsl(p1r + m)7 Tim
Ly = [(1”2 - m)VH(pl + m)'VV]mm
Ly = Tr([ps — my"[p1 +m]y")

Por definicién
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Entonces el estado inicial del proceso et + e~

D 0 o)y (pO[@ ()7 0" (p2)] = Tr([pz — mny"[pr + mly")

S,

Como se observa, la suma sobre los estados iniciales de spin fue remplazado por la
traza de las matrices de 4 x 4, las cuales corren sobre las dieciséis posibles combi-

naciones de los incides i y v. Escribiendo la suma sobre los estados finales u™ + pu~

Lo, = Y1 pa)y0” ()][0” (pa) s’ (ps)

L, = Tr([ps+ Mlyulps — M]y,)

expresando la matriz en términos de la traza

- éﬁﬂl’ﬁu
Z|Mf’t| - e nv

spin q4
4
S IMpP = %TT(% — me]y*[pr + mey”) %
spin
Tr ([ps + M| vulpa — M) (2.30)

Este tipo de élgebra es facilitada por un ntimero de teoremas. Las tres propiedades
generales sobre las trazas son los siguientes: si A y B son dos matrices, y a es un

ndimero cualquiera.
1. Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B)
2. Tr(aA) =aTr(A)
3. Tr(AB) =Tr(BA)
El algebra de las matrices 7 es definido por la relaciéon de anticonmutacion
PN A = 29T (2.31)
aplicando la traza a la ecuacion [2.3]]

Tr(y"") + Tr(y"y") = 8¢"
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Cabe recordar que de las propiedades enumeradas anteriormente se puede reducir,
por lo tanto
Tr(v'y") = 4g" (2.32)

Las matrices + tiene ciertas contracciones:

Loy =4

v

2.yt =2y

3. Yy M = 497

TAAA YV

4yt = =29y

La traza de un nimero impar de matrices v es cero, se demuestra esto insertando

la identidad de la siguiente forma +°y® = I

Tr(v"y"") = Tr(y"v"v"7"7")

Tr(v"y"y") = Tr(y"v"v"7"7")

Tr(y"7"y") = =Tr(v"7"9"7"3")
Se usa la propiedad ciclica de la traza Tr(ABC) = Tr(BCA) = —Tr(BAC) =
—Tr(ABC)

Tr(y" ) = =Tr(¥v"7"7"y’)
Tr(v*+"") = =Tr(y"7"7")
Tr(y"4"7*) = 0

El calculo de la traza para un nimero par de matrices

VAT = 29" = AT
VAT = 2" = 29"y + A P
VA AT = 29" Py = 29"y + 29M AP — APy

Uo v

VAN AN = 20" = 29107 + 29170
se toma la traza de ambos lados y usando las propiedades 1 y 3 de la traza
2Tr(Y*y"yP07) = 2" Tr (7)) = 26" Tr(v"y°) + 2¢"7Tr(7"7")
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Usando la ecuacion [2.32) para la traza de las dos matrices y
Tr(y"y"y"y7) = 49" 9" — 49" g™ + 49" g™ (2.33)

La matriz v° esta compuesta por 77 = iy%yln2q3

1. Tr(v°) =0

2. Tr(vy*4") =0

3. Tr(y°y"y"yPy7) = die'r?
Donde €77 es antisimétrico:

—1 si pvpo es un ntmero par de permutaciones de 123,
eP? = ¢ +1 si urpo es un namero impar de permutaciones,

0 si cualquiera de los dos indices es el mismo.

El calculo de la seccion eficaz por el método de la traza y los estados propios de la

helicidad se incluye en el apéndice A.
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3. Interaccion Débil

3.1. Paridad

Un ejemplo de una transformacion discreta simétrica entre particula y antipar-
ticula, es la transformacion de paridad, el cual corresponde a inversiones espaciales
mediante el origen

r— 1 =Pr=—=x

al ser una inversiéon espacial se recobra de nuevo la funciéon de onda original si el

operador paridad es aplicado dos veces

PPy(,t) = Py(—z,t) = ¢(x,1)
el operador de paridad se define como:

PP=1 vV P=p!

Se debe comprobar que el operador paridad sea hermitico:

(@I PI) = [ da((ola) (ol o)
(@IPW) = [ Ea((ola) (~alu)
(@ PN = [ &) -1 falo)
(@lPI) = [ &l =) (o] PPI0)
(@IPI) = [ ¢zl -a) (-2 Plo)
(@IPI) = [ & W) @] Plo)
(Gl Pl = (0 Plg)
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Por lo tanto

pt=p pt=p1 (3.1)

El operador paridad conmuta con el hamiltoniano. Por lo tanto, si ¢(x,t) es un
eigenestado del hamiltoniano, entonces este también lo es del operador paridad con

un eigenvalor A [5]
Plg) = Al)

se aplica nuevamente el operador P

PPy =ilY) = MN[¥)

I=X)]p) = 0
(I—-X) = 0
A o= +1 (3.2)
Se define a P |ty = |[¢) como un estado de paridad par y P 1) = —|¢) como un

estado de paridad impar.
Si 7 es una solucion de la ecuacion de Dirac y v’ es la correspondiente solucién

diametralmente opuesta obtenida por la acciéon del operador paridad es
Y=y =Py

La forma del operador paridad se deduce considerando una funcién de onda que

satisfaga la ecuacion de Dirac para una particula libre es

0
' aw + iv? 8¢ + iy 8¢ my = —ifyoa—zf (3.3)

la paridad transforma la funcién de onda en un nuevo sistema de coordenadas que

debe satisfacer la ecuaciéon de Dirac

Lo L O SO 0O’
iy 8¢’ + a7y 8¢’ + a7y 8¢’ my' = —ivy ;f/ (3.4)

Escribiendo ¢ = pw’ , la ecuacion multiplicando esta por 7° y expresando la

derivada en términos del sistema primado, esto introduce el signo negativo en las
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coordenadas espaciales

. A 3@/}’ . ~ (3@/1’ . ~ 81// ~ . N 8¢’
0.1 0.2 0.3 0 0.0
) A 8¢’ . A 81// ) . 81// . ) A 8¢’
1.0 2.0 3.0 0 0.0
iy P +ivy P_y’ + iy P —my Py = iny P_t’ (3.5)

Comparado la ecuacion y la ecuacion , el término 70]5 debe ser proporcional

a la matriz identidad

PP ox T
(’70)2 _ p2
J P =0

La paridad intrinseca de una particula fundamental es definida por la accion del

operador paridad P = ~° en un spinor para una particula en repos
Pu, = wy
La accién del operador paridad en el spinor de Dirac estd dado por
Puy(E,p) = ui(E, —p)

De acuerdo a la teoria cuéntica de campos la paridad de los fermiones, que satisfacen

la ecuacion de Dirac tienen la paridad opuesta a su correspondiente antiparticula

9.

3.2. Conservacion de la paridad

El proceso e~ +¢ — e~ +q que se muestra en la figura[3.1]1a matriz de elementos

para este proceso es

Q% .
M = #]e‘]q
g =alps)y"ulpr) y  jy = u(pa)y u(ps)

A

P =Y se aplica a los spinores

'Es una convencién elegir P = Y.
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Figura 3.1. Diagrama del proceso de scattering electro-quark.

€ e
7!
p1 P3
P2 P4
L
q q
u L Pu= 7u
] » ]
a=ul’ = (Y)Y’ = Ul =ay’
p
u — uy

Se transforman los cuatro vectores corrientes

‘ . b _
it = a(ps)y"u(pr) = @(ps)y" "7 u(p:)

: *7°° a(ps)y ulp1)

Je = u(ps)y' v v u
y _E(PS)”Y]CUQ%) = —jf

(p
i¥ = a(ps)y°*v* 1 ulp

1) =
1) =
Consecuentemente el producto escalar en la matriz de elementos esta dado por
. 0 - ke k P . . .
Je+ Jg = Jede — bin = 3250 — (=i (=4¥) = je - Jq (3.6)

La matriz de elementos en QED es invariante bajo la operaciéon del operador paridad.

Existen cantidades fisicas que pueden ser clasificadas de acuerdo a su rango y

a su transformacion bajo el operador de la paridad, estos son listados en la tabla

B

2Para una mayor profundidad sobre estas cantidades fisicas que son afectadas por la paridad,
mire David Griffiths, Introduction to Elementary Particles, capitulo 4.
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Tipo Paridad Ejemplo
Escalar + Masa, m
Pseudoescalar - Helicidad, h
Vector - Momentum, p
Pseudovector (Vector Axial) + Momentum Angular, L

Tabla 3.1. Comportamiento de escalares, pseudoescalares, vectores y pseudovecto-
res, bajo la transformacion de la paridad P.

3.3. Estructura de la interaccion débil

En 1957 Chien-Shiung Wu y colaboradores, investigaron si la paridad es con-
servada en la interaccion débil, por medio del decaimiento beta del Cobalto-60 po-
larizado

0Co 5O Ni* +e” + 1,

Wu y sus colaboradores observaron que los electrones preferentemente eran emitidos
en direccién opuesta al campo magnético aplicado. Si la paridad fuera conservada
entonces se esperarfa la misma cantidad de e~ producidos en direccion a lo largo y
opuesto al spin. Se concluyd entonces que la paridad es violada en las interaccion

débil, lo cual conlleva que la forma del vértice de la interacciéon débil no sea w.v*u,

[3].

Solo hay 5 posibles combinaciones de las matrices gamma que sean invariante

de Lorentz, estas combinaciones son llamadas bilinear covariante son listadas en la

tabla 3.2

Para poder formar estos invariantes se introduce 7° el cual se defind’|

0010
000 1 0 I
5 = jn0~1n2~3 — — 3.7
v =yt L0 0o I o (3.7)
0100

La forma general de la interacciéon entre un fermioén y bosén es una combinacion

3La cual cumple con las siguientes propiedades (%)% = 1, (7°)f = 4%, 4°v" = 4+°.
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lineal de la forma bilineal vector y pseudovector

3" o a(p) (gvy" + gav" ¥’ )u(p) = gvit + gajh

donde gy v ga son las constantes de acoplamiento del vector y el vector axial.

El operador paridad transforma la densidad de corriente de un vector axial, esta

Tipo Forma Componente | Spin bosén
Escalar (B0} 1 0
Pseudoescalar VY P 1 0
Vector vyt o 4 1
Pseudovector (Vector Axial) PyryO 4 1
Tensor Py = "M)e 6 2

Tabla 3.2. Forma bilinear covariante invariante de Lorentz para el cuatro vector
corriente.

dado por
jho= (p/)VVU(p) a(p )" v° 7 u(p)
iS5 a(@) Y ulp) = a(p )y ulp) = —5%
i D a@)y v P u(p) = alp )y u(p) = i
W
Ja = JA

El producto escalar entre dos densidades de corriente de dos vectores axiales es
. 0 - &k P . . A .
g1 o = Jada — dadh — (=Ja)(=5a) — Jhih = Ji - j

se realiza el producto escalar de la densidad de corriente de un vector y la densidad

de corriente de un vector axial

Jv - da=Jgvia— jvih = v (—i%) — (=50)ih = —jv - ja

El producto no se conserva bajo la paridad, esto provee un mecanismo que explica

el efecto observado de la violacion a la paridad en la interaccion débil [9].

Se considera una combinacion lineal general de vector y vector axial mostrada
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Figura 3.2. Diagrama del proceso general de combinacion lineal de vector y vector
axial.

11"')]_ d)l
In
'{;’12 (“J2
en la figura (3.2
Jio= 61(g7" + gay" )b = gvii + gaji

o = Ga(gu™ + gar e = gviy + gajs
La matriz de elementos es proporconal al producto escalar de los cuatro-vectores
Myi o i Jo = gvdy -3 + gt - ds +gvaaliy - ds + 33 - ii)
Considerando la transformacion de este producto escalar bajo la paridad
Jud D gt Y+ b g = avaaGl i+ 3 )

La intensidad relativa de la parte violacion de paridad de la matriz de elementos

comparada con la parte de conservacion de paridad es proporcional a

gvga
9y + 94

La paridad es conservada si la g4 0 gy son cero, es decir que la paridad se conserva

si son interacciones puras vectores o vectores axiales [§]

—IGW a5
2z (1—27) (3.8)

3.4. El propagador del bos6n W

El propagador de Feynman, correspondiente a una particula sin masa de spin-1
13l .
_Zgl“/
e
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Figura 3.3. El diagrama de Feynman para la interacciéon débil y el limite mas bajo
de energia en el cual una interaccién solo ocurre en un punto del espacio-tiempo.

17

La interacciéon débil es mediada por una particula masiva el boséon WEL un boséon
de spin-1 con masa también puede existir en un estado de polarizaciéon longitudinal.

La forma del propagador del boson W [I] es

1
¢* — miy
Los cuatro vectores de polarizacion para un boséon de spin-1, viajando a lo largo del

eje z son,

1
pZ7OJ 07 E)

65 = _(07 17 _i70)7 El—:— = = E(

1
—(0,1,4,0), €
\/5( ) L
la correspondiente relacion de completitud para la suma sobre los estados de pola-

rizaciéon de un bosén spin-1,

S 4y
E €, € = —Guw + 2
3 w

El propagador asociado con el bosén W es|9]

—l dndy
=, () )

Sin embargo, para el limite de méas baja energfa, ¢*> < m?, el propagador toma la

forma .
— G
W

Fermi propuso una teoria en la cual los leptones ligeros e~ 7, eran emitidos por el

4Con una masa aproximada de my ~ 80GeV .
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neutrén’] Fermi describe este proceso [§]
My = Grgu iy u| [ty u,] (3.11)

donde G es la constante de Fermi describe la fuerza de la interaccién débil la cual
es menor a la fuerza electromagnética.
Luego del descubrimiento de la violaciéon a la paridad por Wu en 1957, la

expresion fue modificada

My = %Gm[wu Al (- ) (3.12)

La expresion obtenida por las reglas de Feynman

g, wiv
HY—""5

gw _ 1 5 gwv _ 1 5
My = = [Py (1 = ) | - | —22 | - [ g (1 = 7P
f /337 (1 —=7")u } [q2 —m%v] [\/5“ 57 (1 =7")u

Si se trabaja en el limite de baja energia, ¢> < m¥, esto se reduce a

2
g _ — v
Myi = ﬁguu[uﬂ/#(l - 75)un] [y (1 — 75)%/] (3.13)

Relacionando las ecuaciones y en el limite de baja energia. La constante

de Fermi es relacionada a la constante de acoplamiento débil:

V243

= 2
8myy,

Gr (3.14)

La estructura general que se ha discutido sobre la interaccion débil seré aplicada a

los leptones cargados y neutrinos en el apéndice B.

5Decaimiento beta n — p+ e~ + .
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4. Oscilaciones de neutrinos

4.1. Estado propio de sabor y masa del neutrino

' (neutrinos

electronicos). En la superficie de la Tierra, el flujo se reduce a ~ 6 x 10%cm=2s7! en

La fusion nuclear en el Sol emite aproximadamente 2 x 103%y,s~

el intervalo de energias £ < 0.42MeV y ~ 5x10%m 257! en el intervalo de energias
0.8MeV < E ~ 15MeV. El proceso primario de conversion en el sol es la cadena

pp[4] de reacciones produce el 98 % de toda la energia; el ciclo CNO contribuye solo
el 2%

p+p — D+ety,
D+p — 3He+n
SHe+3He — SHe+p+p

El espectro de energia de la cadena pp es mostrado en la figura[1.58| Los neutrinos
producidos en este proceso son de muy baja energia, £, < 0.5MeV . Pero en el Sol

se producen neutrinos de alta energia originados del decaimiento [ del boro-8
:B =% Be+e + v,

Produciendo neutrinos con energia arriba de los 15MeV. Todos los experimentos
detectan una gran discrepancia entre el nimero de neutrinos que llegan a la Tierra
y los modelos teoricos del interior del Sol, conocido como el problema del neutrino
solar [4].

La transformacion de los sabores del neutrino observado por el experimento
SNO es explicado por el fenémeno de oscilaciéon de los neutrinos, es un fenémeno
mecanico cuéntico que prueba de manera contundente que los neutrinos son parti-
culas masivas. Los autoestados de sabor son superpociones coherentes de los estados

de masa, posibilitando la oscilaciéon entre estados de distinto sabor. El eigenestado
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Figura 4.1. Espectro de energia de la cadena pp predecida por el modelo estdndar
del Sol [4].
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de masa, es un estado estacionario del Hamiltoniano y satisface [5]

2y

U(a,t) = pla)e™™
Los estados propios de masa de los neutrinos son vy, v» y 3. Una de las principales
distinciones del estado propio de masa y el estado propio de sabor es ilustrada en la

figura [4.2] El sistema debe ser tratado como un estado coherente de la combinacion

lineal de los eigenestados de masa
) = Uy ) + Ul [v2) + Ugs |vs) (4.1)

La base de los sabores pueden ser relacionados a la base de masa por medio de la

matriz unitaria

Ve Uel UeZ Ue3 n
v, == Uﬂl UMQ U,ug 1%} (42)
Vr UTI UT2 UT3 Vg
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Figura 4.2. Interaccion en términos de los eigenestados de masa.
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4.2. Oscilacion del neutrino

Las caracteristicas bésicas de la oscilaciéon de los neutrinos pueden estudiarse
considerando solamente dos eigenestados de sabor. El caso de 2 sabores contiene la

esencia del anéalisis de datos experimentalesﬂ

() = ) ePRE < s

a(t)) = |va) X2 = em2E

donde p - x es la fase que es un invaritante de Lorentz. Ya que se considera la
oscilacion entre dos especies de neutrinos. Los estados propios de sabor se obtienen
de los estados propios de masa por medio de una transformacién unitaria 2 x 2 que

se expresa en terminos de un solo angulo

ve| _ co§9 sin 0 1 (43)
v, —sinf cos6 Vo
La transformacién es equivalente a una rotacién en el plano como se ilustra en la
figura [1.3] En general, el angulo puede tener cualquier valor entre 0° y 90°. La
maxima diferencia se alcanza en los 45°, que es llamado méaxima mezcla [1]
La funcién de onda en t = 0 es la superposicion lineal coherente de los estados

propios de masa 1y y 1, correspondiente al estado v, es

11(0)) = |ve) = cos b |vy) +sin b |vs)

'Los estados propios de masa de una particula libre son soluciones de la ecuaciéon de onda, estas
se propagan como una onda plana.
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Figura 4.3. Rotacion de sabor para la familia de neutrinos (1,2).

o

Ve

v

La funcién de onda se transforma de acuerdo a la evolucién temporal del estado

propio de masa
[ (2,1)) = cos @ |vr) e P1T + sin 6 |vy) e P2 T

Suponga realizar una observacién a una distancia z del punto de produccién. Una

buena aproximacion es v = c; z =ct =t

pirx = Eit—piz=(E —pi)?

= 1 - i~P ) —i(E;—
(=) = cosf i) e P | gin g iy ¢ itEp):

Entonces para la condicion m; < E;

E? 2F;
Entonces
m2 m?2
Ei—p)z=Epz— (E— o) 2=
( pi)z z ( 5 Ez) 2= Eiz
El estado del neutrino en este punto del espacio-tiempo
[1(2)) = cos @ |v) e +sin 6 |vy) e (4.4)

donde ¢; = ;ZL que es la fase de la onda para el estado propio de la masa 7 a una

distancia L del punto de su produccién.

La ecuacion [4.4] puede ser expresada en terminos de los estados propios de sabor
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usando la matriz inversa de la ecuacion (4.3 es
m\ _ Cf)S § —sind Ve (4.5)
Vo sinf cos6 v,

1W(L)) = cosB(cosh |v.) —sinf|v,))e ™" +sinf(sinf |v.) + cosf |v,))e
[W(L)) = (e cos®d+ e sin®0) |v.) — (e — e *)cosOsind |v,) (4.6)

Llevando a

Si los estados propios de masa poseen la misma masa, se mantendran en fase ¢, = ¢s.
Sin embargo, si las masas son distintas ¢; # ¢o, existe un componente que pertenece

al estado muonico del neutrino.

La probabilidad que un neutrino con estado de sabor electréonico oscile a un

estado de sabor muonicd?] esta dado por

( ) = |[{walo(D) P
( ) = cos?fsin? f(e 1 — e7IP2) (1P — ¢i92)
P(v. —v,) = cos?fsin?f(2 — ('P1792) 4 omil01=02)y)
( ) = iSiIF 20(2 — 2cos (g1 — ¢2))

P(v. —v,) = sin®20sin’ <¢1+¢2) (4.7)

donde
¢or— ¢  msL  miL _ (mj—mi)

2 4B, 4B, 4FE

ilacion urren solo si m~ son am istin ro. n
Las oscilaciones ocurren solo si  y Am? son ambos distintos de cero. Estos son los
parametros que se busca determinar en los experimentos de oscilaciones de neutrinos.

La probabilidad de los neutrinos electrénicos que sobreviven es

2 .2
P(ve — v.) = 1 — sin® 20 sin® (%) (4.8)

Para pequenos valores de Am?, la oscilacion de los sabores solo se desarrolla a gran-

des distancias.

. . . . 0 —1i6 . —cos
2Se usaron las identidades trigonometricas cos ) = <—+t— 28 = lcost
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Los tres estados propios de sabor son relacionados a los estados de masa por
una matriz unitaria de 3 x 3 llamada Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata [1], des-
cribe la amplitud con que un neutrino de tipo ¢ participa en una reacciéon corriente

cargada con un lepton cargado a

Ve Uel UeZ UeS 1%
VH - U,ul UMQ U'u3 1%} (49)
Vr UTl UT2 UT3 Vs

usando la definicion de la matriz unitaria U=t = UT = (U*)T se puede expresar

los estados propios de masa en términos de los estados de sabor

* * *
V1 el Yu1 Yn Ve
_ * * *
|l = e2 2 T2 Vy (410)
* * *
V3 e3 w3 T3 Vr
la condicion unitaria
* * *
Uel Ue? Ue3 el Uul 71 100
* * * J—
Up,l U[LQ U/L3 e2 u2 T2 | 010
* * *
U7-1 Uq—2 U7—3 e3 UMB 3 O O 1

proporciona nueve relaciones entre elementos de la matriz PMNS, por ejemplo

U,UIU;l + U,U'QU:;Q + UM3U;3 - ]. (412)
UelU;:l _I_ UEZU:2 + U63U;3 = 0 (413)

Para calcular la probabilidad de oscilacion se usa el mismo procedimiento desa-
rrollado anteriormente. Considerando un estado que es producido en ¢t = 0 como |v,),

que corresponde a un estado coherente.
1(0)) = [ve) = Uer [11) + Uez |v2) + Uses |v3)
La ecuaciéon de onda evoluciona en el tiempo como

(1)) = Uer 1) € P17 + Ueg [va) € P2 + U |v) €757

3Debe de ser unitaria para conservar la probabilidad.
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luego de viajar una distancia L
[W(L)) = U |11) €7 4 U |1a) €79 4+ Upg |v3) e

donde ¢; = (E; — p;)L, se puede aproximar ¢; ~ %L, como se vio anteriormente

[9]. Expresando los estados propios de masa en términos de los estados de sabor.

[W(L) = Ua(Us lve) + Uiy lv) + Uy vr))e™

Uel
Uea(Ugy |ve) + U:z V) + Uss ’VT>)€7Z'¢2
Ue3

+
+ Uea(Uzs [ve) + Upiy [v) + Urg ) Je ™

Se puede reescribir la funcién de onda:

V(L)) = <Ue1U:1€7i¢1 + Ue2U*2“3ﬂ¢2 + UeaU::),eimS) |Ve)

+ (UaUe ™ + UnUsye ' + UesUsse ) |1,)
+ (UaUre ™ + UpUlye ™2 + UsUlge™ %) 1)) (4.14)

La probabilidad de oscilacion entre sabor puede ser obtenido

P(ve = v,) = [(wulv(L)
Plve = v,) = |UaUle ™ + UnUrme " + UgUsige (4.15)

Si la fase fuese la misma implicaria que la probabilidad de cambio de sabor es cero.
Para que esto no suceda, la masa de los neutrinos debe ser distinta|l]. Usando la

identidad de niimeros complejos.
|21 + 20 + 2z3]* = |22 + |22)® + |23]* + 2R(2125 + 2125 + 225)
la probabilidad se puede escribir:

Pve = v,) = |[UaUh | + |UaUl)? + |UesUss|* + 2R(Uei Uy Uy Upge ™91 =%2)
+ 2R(Ua U UzUe " O179)) 4 2R(UnsUss UlyUyge ™72~ %)) (4.16)

se simplifica aplicando la identidad anterior al modulo cuadrado de la relaciéon uni-

taria .13

]UelU;jl\Z + ]UEQUZQIQ + \UegU;;3|2 = 2R(UaU\ULU,2 + Ua U UlUys + UeaUsio U3 Uss)
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Asi, la ecuacion puede ser escrita

Pe—=v,) = 2R[UaU;LULU (e (@79 — 1))
+ 2R[U61U:1U:gUM(efi(&SrQﬁs) —1)]
+ 2R[UeU;5 U Ua(e7 7% = 1)] (4.17)

La probabilidad de los neutrinos electrénicos sobrevivientes es obtenido mediante el
coeficiente de |v.) de la ecuacion [1.14]

P(ve = ve) = [(vel(D))
P(ve = ve) = |UqUle ™ + UnpUle "% 4 UgUlye 3|2 (4.18)

usando la identidad unitaria de la ecuacion y la identidad de los niimeros

complejos, la probabilidad de que el neutrino electréonico sobreviva es

Plre =) =1 + 2|Un|Usn|*R(e"(#1%2) _1)
2| Uer P|Uns PR (e~ 401 =93) — 1)
+ 2\Ua|P|Ues* R (e %7%) — 1) (4.19)

la probabilidad se puede simplificar usando esta expresion

925 ¢]>
m —m

R(e_i(¢i—d)j) —1) = cos(

= —2sin

it
o g

= —2¢in?

)

donde A;; es una diferencia de fase.

Ay = ¢i — ¢; _ (m — m?)L

Por lo tanto, la probabilidad que el neutrino electrénico sobreviva.

P(Ve — Ve) = 1- 4]U€1]2‘U62‘2Sin2 A21
— 4\Uel\2|U63|2sin2 A31 — 4|U62|2’U€3’2 Sil’l2 Agg (420)
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Figura 4.4. Violacion CP en el decaimiento del pion.
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4.3. La matriz PMNS

La estructura V-A de la interaccién débil implica una violaciéon maxima a la
paridad y la simetria carga conjugada. Considerando el decaimiento 7= — p= + ).
La masa del neutrino es pequena comparada con las energias involucradas, los neu-
trinos son emitidos en un estado de helicidad LH y los antineutrinos RH|9]. Como se
observa en la figura[d.4]1a interaccion viola la simetria de paridad y carga conjugada.
El efecto combinado de C y P, resulta ser valido, por esta razén es posible que la

interaccion débil respete la simetria CP.

La inversion del tiempo es una simetria discreta ¢ — —t¢. La combinaciéon de
las simetrias paridad, carga conjugada e inversion del tiempo (CPT) es invariante
de Lorentz. Una consecuencia de la simetria CPT es que las particulas y sus anti-
particulas tienen masa idéntica, momento magnético, etc. Si la simetria de CP se
mantiene, entonces la simetria de inversion del tiempo se mantiene. Si la simetria

CP es violada entonces la simetria inversioén del tiempo también es violada.

Si la simetria de la inversion del tiempo es cierta entonces la probabilidad para
P(v. — v,) es igual a P(v, — v.). La expresion correspondiente a la probabilidad

de oscilacion P(v, — v.)

P(VN — Ve) = QR[UMU; ;2U62(6—i(¢1—¢2) _ 1)]
+ 2R[U.U, ;3U63(6—i(¢1—¢3) —1)]
+ 2R[UpULU U (e (72 7%) — 1)) (4.21)

La probabilidad de oscilacion P(v. — v,) se muestra en la ecuacion 4.17, Si los
elementos de la matriz PMNS son complejos entonces la oscilacion del neutrino no

es invariante ante la simetria de la inversiéon temporal. El efecto T, CP y CPT sobre
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la oscilacién del neutrino
T
Ve = Vy — Uy — 1,

cp _ _
Ve = Vy — Ve,
CPT

Ve > Vy — Uy — Ve
si la interaccion débil es invariante bajo CPT

P(v, —» v.) = P(v, — 1)
si la matriz PMNS no es real puro

P(v, = v.) # P(U. = 1)

Por lo tanto, CP es violado en la oscilacion del neutrino. Si la matriz PMNS es real,

se desprecia la violacion CP
P(V‘u — I/e) = —4U61Uu1U62U“2 SiIl2 A21—4U61UH1U63UH3 SiIl2 A31—4U62UMQU63U#3 sin2 A32
Am2. L
donde A;; = —7—, usando Az ~ As; [9].
P(V# — Ve) = _4U61Uu1Ue2U,u2 sin2 Agl - 4<Ue1Uu1 + Uegng)UegUﬂg SiIl2 Agg
Usando la identidad U, U, 1t Ul ot UesUpjs = 0 se simplifica la probabilidad.
P(vy = ve) & =AU UnUeaUyz sin® Agy + AUZU g sin® Ay

La matriz PMNS es unitaria, no real, puede ser expresada en terminos de tres angulos

de mezcla 015, 013, 023 v una fase compleja

U Ue Ues 1 0 0 C13 0s13e~ 12 Si2 0
Upnmns = Ua Up Us | =10 ca3 s 0 1 0 —s12 c12 0
Un Uy Uss 0 —so3 cCo3 —s13€" 0 13 0 0 1

donde s;; = sinb;; y ¢;; = cosb;;. Los elementos son obtenidos de la multiplicacion
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de la matriz.

—is
C12C13 512€13 513€
_ ) &
U= —512C23 — C12513€" C12C23 — S12523513€" 523C13 (4'22)

) 1)
512823 — C12C23513€""  —C12523 — S12C23513€" C23C13

La matriz PMNS para el tratamiento de oscilacion del neutrino en dos sabores la
cual depende del angulo. Es real y por lo tanto no puede violar la simetria CP.
Entonces la violaciéon a CP solo se origina para la matriz PMNS en tres o mas

generaciones de sabores de leptones|[9].
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A. Apéndice

Seccion eficaz para el proceso de aniquilacién
Para hallar la seccion eficaz del proceso de aniquilacion, se usa el marco de referencia

del centro de masa y la condicién que los spinores son ultra-relativistas (£ > m)

m = (F,0,0,F)

pe = (F,0,0,—F)
(E, Esin6,0, E cosf)
(E,—Esin6,0,—FE cosf)

p3 =
Ps =

El estado final = + pt es producido con angulos azimutales de ¢ = 0y ¢ = 7.

Usando la condicién ultra-relativista el limite de los eigenestados de helicidad

c —5 s c
se'? ce'® —ce'? set?
ur =VE , u =VE ;. un=VE , v =VE
s —5 c
se'? —ce'? ce'® se'?

Para el estado inicial el electron (0 = 0,¢ = 0) y el positron (6 = m,¢ = 7), el
estado final para = (0 = 0,¢ = 0) y para u* (0 =7 — 0,6 = 7)[]

ur(p1) = VE

S = O =
<
—
=
I
=
(@]
<
=
3
o
I
=
[
N——
<
—
3
2
I
=
|
—

C —S C

wlp) =VE || wle) =VE| | w0 =VE| | u)=VE
S —C —S

1Se debe recordar estas relaciones trigonométricas sin 52 = cos &, cos 772 =sin & y '™ = —1
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La matriz de elemento para el proceso de aniquilaciéon

6’2

M = _?je 'j,u
Es necesario evaluar para todas las posibles combinaciones de helicidad. La compo-

nente de la corriente del muén

Jurr = Up(ps)y vy(ps) = 2E(0, —cos b, i,sin6) (A.1)
Jwrr = Ur(p3)yvr(pa) = (0,0,0,0)
Jurr = U (p3)y v (pa) = (0,0,0,0)
Jurr = U (ps)y ve(ps) = 2E(0,—cos B, —i,sinb) (A.2)

los componentes de la combinacion de helicidad de la corriente del electron

Jure = U(p2)7"ur(p1) = 2E(0, -1, —1,0) (A.3)
Jurr = Uy(p2)y uy(p1) = (0,0,0,0)
Jurr = Vp(p2)7 ur(pr) = (0,0,0,0)
Jurr = Ur(p2)7"u(pr) = 2E(0,—-1,4,0) (A.4)

usando las corrientes del muén y del electréon, la matriz de elementos correspondiente

para las cuatro combinaciones de helicidad

|MRL—>RL|2 = |MLR—>LR|2 = (471'0{)2(1 + cos 9)2 (A5)
|MRL—>LR|2 = |MLR—>RL|2 = (47T()é)2(1 — COS 9)2 (A6)

La matriz de elementos para la ecuacion [2.19

1
(| My ‘2> - X (|MRL—>RL|2 + |MLR—>LR|2 + |MRL_>LR|2 + MLR—>RL|2)
(I Myi[?) = 51+ cos6)? + (1 cos6)7]
<’Mfi‘2> = e*(1 + cos?0) (A7)

La correspondiente seccion eficaz diferencial es obtenida sustituyendo la matriz de

elementos encontrada, escribiendo en términos de la constante de acoplamiento a =
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do 1

d_Q = m€4(1 -+ COS2 0)

do a?

- = (1 2 A.
70 43( + cos® ) (A.8)

Regresando al proceso estudiado e™ + e~ — p~ + p~, la matriz de elementos

2 1 2 Qi€4 v
(IMsi|?) = ZZ\MM = g Tr(p2"pry”) x

Ir ([}”3 + Mu]')’u[m - Muhu) (A.9)

spin

sustituyendo la notacion slash p; = v7pi, y po = vp2,

Tr(p'piy”) = poppicTr(YPA*Y77")
Tr(py"p17") = 4p2pp1o(9™9°" — 977 9" + g™ g"7)
Tr(p"py") = AphpY — 46" (p2 - p1) + 4pspl

operando la segunda traza

Tr (Wﬁﬁ + My, []34 - Mlv,) = Tr(}”37up4’71/) - TT(pSVuVVMu>

+ Tr(Myupar) — M2Tr(v,0)
Tr(psvupare) — MaTr(vum)
Apsypav — 4 (D3 - Pa) + APsupay — AM g,

Tr ([}”3 + Muh/u[pél - Mu]’Yu)
Tr ([Z”S + Muh/u[]ﬂél - Mu]’}/u)

Por tanto, sustituyendo en la matriz de elementos es

4% e*
(Mg |*) = Q—Z[P‘z‘pi — ¢"(p2 - p1) + popy] ¥
[p?),upélu - gul/(p?) ' p4) + p3up4u - Mig,uu] (AlO)

Al realizar la operacién se debe tener en cuenta ciertas expresiones que puedan

simplificar contrayendo indices, como por ejemplo

9" g =4, DD 9w = (P2-D1),  PyPIP3uPa = (P2 - P3)(P1 - Pa)
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Figura A.1. Proceso visto desde el marco de referencia del centro de masa.

P3

bpl g 4332

P4

Expandiendo la matriz de elementos y usando la contraccion de indices

(IMgi]?) = 4Q;4e [(p1 - pa)(p2 - p3) — (p1- p2)(ps - pa) + (D2 - pa)(p1 - p3) — M (p1 - p2)

— (p3 - pa)(p1 - p2) +4(p1 - p2)(P3 - Pa) — (D3 - pa)(P1 - p2) + 4M 7 (p1 - p2)
+ (p2-pa)(pr-p3) — (pr - p2) (D3 - pa) + (1 - pa) (D3 - p2) — M7 (p1 - p2)]

simplificando

(I Myi]?) = Sng [(p1 - pa) (P2 - p3) + (1 p3)(p2 - pa) + M2(py-p2)] (A1)

El cuatro momentum ¢? del fotén virtual en el proceso de aniquilacién involucra los

dos estados iniciales

¢ = (p1 +1p2)” =0l + 5+ 2(p1 - p2) = 2(p1 - p2)

Ya que este es un invariante de Lorentz, el cual nos da el cuadrado de la masa

invariante

Qe

(| My | >:2m

[(p1 - pa) (P2 - p3) + (p1 - p3)(p2 - pa) + Mi(]h “p2)]  (A.12)

El calculo de la matriz de elementos no se uso la forma explicita de los spinores ni la
representacion explicita de las matrices v, solamente es determinada con la relacion

de completitud para los spinores y las propiedades de las matrices ~.

El célculo de la seccidén eficaz se usa el marco de referencia del centro de masa

como se muestra en la figura
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h = (

b2 = (

ps = (F,BEsin®,0,5F cosf)
(

Ps =

las operaciones dentro de la matriz de elementos

pL-pa=p2-p3 = E*(1+ fcost)
P2:Ps=PpP1-P3 = E2<1—56059>
pL-py = 2F?

Se sustituye en la matriz de elementos los productos escalares

2 4
(| My ‘2> 3E4 [E*(1 4 Bcosf)* + E*(1 — Bcosh)? + 2]\/[3E2]
Q2 4
(IMy; |?) 4E4 —L—[2E* + 2% cos® 0 + 2M . E”]
E? —p?
(Msil*) = Que'll+ B cos® 0 + ——]
(I Mz ) = Qhe'[2+ % cos®0 — §7] (A.13)
La seccion eficaz diferencial
5 - @ )
aQ 647r23E My
do
a - 4—5562/3@2[2—{—52 cos? 0 — (7] (A.14)

Donde e? = 47a, en el limite relativista donde 3 — 1, la seccién eficaz se reduce a

la que se encontr6 anteriormente con el método de la helicidad.
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B. Apéndice

Seccién eficaz de la dispersiéon antineutrino-quark

El antineutrino solo puede interaccionar con el quark up y no con el quark
down, por la conservacion de la carga eléctrica ,(0) + d(3) — p*(1) + d(—3). La
correspondiente matriz de elementos para el diagrama de la figura [B.1]

SiMy = |1 =270t | 2 | a0 - ()
My = g, ot 0 =70 [apar g1 = ?ute)| B0

En el limite ultra relativista, las particulas con helicidad LH y antiparticulas con
helicidad RH[Y| participan en la corriente de carga

Mii = 5 [Pon)y"or ()] (3011 (2)

Los eigenestados de helicidad con los cuales se trabaja en el limite ultra-relativista

s —5
—ce'? ce®
UT =V E ui =V E
—s s
ce'® —ce'?

trabajando en el marco de referencia del centro de masa

(017¢1) - (Ov())? (92’¢2) = (71—777-)7 (937 ¢3) - (‘970> Y (947 ¢4) = (ﬂ- - 977T)

Los correspondientes eigenestados

0 1 s .
vp) = VE _01 uy(p2) = VE (1) vi(ps) = VE :Z w(ps) =VE |’
1 0 c

! Los terminos LH y RH significan left hand y right hand respectivamente.
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Figura B.1. Diagrama de Feynman para el proceso v, +d — p* +d.

Las cuatro corrientes del lepton y el quark usando los eigenestados correspondientes

j0 =2Ec j} =2FEs ji =2iEs j} =2Fc
jg =2Ec j, = —2Es ji=—2Es j} =—2Ec
g = 2E(c,s,is,¢)

jo = 2E(c,—s,—is,—c)

Por lo tanto, la matriz de elementos

2
Iw 2 02 2. 2
My = [¢® 4+ 8% — s° 4 7]
2m3,
Jiv 2 2
My = 52 (2E)*2 cos
W
M L1 4 cos) 5 (B.2)
fio= = cos s -
2 mé,

Donde § = (2F)? es la energfa de centro de masa del sistema. La seccion eficaz
diferencial

dapq . 1
Q) 64n2%3 ‘Mf2| >
doyg 1 iy
= —(1+cosh)? {—}
dQ 8 2
dos, 1 a1,
— 1 —_—
70 4( + cos 0)? [mw §
dU,j G2
qu = 1.2 (14 cos 6)?3
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La seccion eficaz total es obtenida integrando sobre el angulo sélido

5 /dQ Gl (1+cosf)?s
v 1672
G2 ™
Opg = £ §/ dgb/ df sin O(1 + 2 cos § + cos? )
1672 J, 0
2
Oiyq %g

(B.3)

Seccion eficaz de la dispersion neutrino-quark

El célculo de la seccion eficaz para la interaccidon neutrino-quark, el célculo es
similar al anterior, la matriz de elementos para la interaccion v, +d — pu~ +u

My = g [0t 50 =t [at00r 50 =Pt (B

los estados de helicidad en la matriz de elementos

My = v

om2, I [ty (p3)y"uy (p1)] [y (pa)y"uy (p2)] (B.5)

se usan las mismas condiciones para el angulo polar y azimutal, el spinor con heli-
cidad LH

-5
u - vVE| <
—cei®
(61,01) = (0,0),  (02,02) = (m, ), (03,¢3) = (0,0) y (04,04) = (x —0,7)
los spinores para la distintas particulas
0 —1
o) =VE| o |- ) =VE| L) =VE | D) = VE |

)

-1

oS = O

las corrientes de carga:

Mys = g oo )] ) )] =

W AR+ 8 + 5° + 2)
2myy,
Por lo tanto, la matriz de elementos puede ser reducida

= (B.6)

La matriz de elementos no posee una dependencia del angulo polar #, por lo tanto
representa una distribuciéon isotopica de los estados finales. En el limite donde las
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masas de las particulas pueden ser despreciadas, la seccion eficaz diferencial en el
marco de referencia del centro de masa

dO’l—,q . 1 2
© o M
do_ﬂq < 912/1/ >2 A~

= |——— ) s
ds) 8v2mm3,
dagq G2

= L3 B.7
d0 4r2” (B.7)

La seccion eficaz total, es obtenida integrando solo el angulo sélido
G%3
JVq —= ; (B8)

La seccion eficaz es una cantidad invariante de Lorentz, asi que esto es valido para
cualquier marco de referencia.
Comparando las dos secciones eficaces calculados para cada interaccion ecuacion [B.3]

y B8], se tiene
Oigq . 1

Oug 3

El cual indica que la secciéon eficaz de la interaccion del antineutrino es tres veces
més pequeno que la seccion eficaz de la interacciéon del neutrino.

68



CONCLUSIONES

1. La matriz de elementos para cualquier diagrama de Feynman es definida por
un conjunto preciso de reglas, llamadas reglas de Feynaman, contienen la in-
formacion fisica de las interacciones entre particulas.

2. La interaccion débil es la tnica fuerza fundamental descrita por el modelo
estandar en la cual se viola la simetria de paridad.

3. La formulacion teoéricos sobre la oscilacion del neutrino es descrita por la matriz
unitaria PMNS, no real, que describe la amplitud de probabilidad de oscilacion
entre sabores de neutrinos. La matriz depende de la jerarquia de masa y es
parametrizada en términos de tres dngulos de mezcla y una fase compleja que
contribuye a la violacion de la simetria CP.
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