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4. Implementar los algoritmos descritos en un programa en Perl.
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INTRODUCCIÓN

En el transcurso de este trabajo sea G un grafo conexo y finito. Permitimos
aristas múltiples, pero no bucles. Desde la década del ochenta surgió interés en
estudiar juegos de disparo de fichas en G. Hay diversas variantes, pero todas se
basan en la idea de distribuir fichas (a veces llamadas granos de arena, o dólares)
en los vértices de G y luego definir una jugada de disparo como elegir un vértice y
hacer que éste mande fichas a sus vecinos, una ficha mediante cada arista adyacente
al vértice.

El primer objetivo es estudiar las configuraciones que pueden ser alcanzadas
desde una configuración inicial. Analizar el juego está motivado por diversas áreas
de estudio, donde el juego surge de manera natural. Puede ser motivado por el
estudio de cierto juego de balanceo [35]. La generalización es el juego de disparo de
fichas constreñido, constreñido porque el juego continua mientras los vértices tengan
suficientes fichas para disparar [14]. También se puede acercar uno al juego desde
la física, en donde surge como un ejemplo de criticidad auto-organizada. Aquí se
conoce como el modelo abeliano de la pila de arena [18, 33], en donde hay vértices
disipadores que nunca disparan, sólo absorben fichas. Hasta ahora consideramos
únicamente vértices con cantidades no negativas de fichas. Biggs usa dólares en
lugar de fichas, permite que un vértice tenga una cantidad negativa, le llama el
banco, y dice que el banco puede tener deuda. Este es el juego del dólar [13].

Siguiendo a Biggs, si un vértice tiene una cantidad negativa de fichas decimos
que está en deuda. En la versión de Baker podemos distribuir cualquier número
entero de fichas a los vértices, y cualquier vértice puede ser disparado independien-
temente de si está en deuda o no [10]. Este juego de disparo de fichas no constreñido,
o sencillamente el juego de disparo de fichas en lo sucesivo, surge por el interés de
Baker en geometría p-ádica. En este contexto uno puede asociar un grafo a una cur-
va sobre un campo no arquimediano. La jugada de disparo aparece luego de hacer
varias construcciones en la teoría [4, 5, blog, ver la sección de comentarios].

Dado G y una configuración de fichas en G, el juego de disparo de fichas

ix



consiste en sacar a todos los vértices de deuda. Comenzamos la teoría describiendo
e ilustrando el juego. Más adelante describiremos un juego relacionado, el juego de
Brill-Noether, una variante para dos jugadores.

Las conexiones con curvas algebraicas empiezan al introducir un lenguaje simi-
lar. Las configuraciones de fichas pueden ser identificadas con divisores, elementos
del grupo abeliano libre sobre el conjunto de vértices de G, esto se hace también en
el caso de curvas algebraicas. La condición de no negatividad para ganar el juego
sugiere fuertemente la noción de divisores efectivos, entiéndase divisores cuyos coe-
ficientes son no negativos. No todas las configuraciones definen un juego que puede
ser ganado. Caracterizamos las configuraciones mediante un procedimiento que da
una estrategia ganadora, o garantiza que ninguna existe.

Usamos la jugada de disparo para inducir una relación de equivalencia. Dos
configuraciones son equivalentes si se pueden hacer jugadas de disparos en la pri-
mera para terminar en la segunda. Las configuraciones con estrategia ganadora son
aquellas cuya clase de equivalencia tienen al menos un representante efectivo. Defi-
nimos la noción de divisor reducido y mostramos que estos divisores se pueden usar
como representantes canónicos y que además resuelven la pregunta de si un juego
tiene estrategia ganadora o no. Describimos un algoritmo de tiempo polinomial para
calcular los divisores reducidos.

Inicialmente nuestros métodos dependerán fuertemente en la estructura topo-
lógica de G. Eventualmente lograremos desarrollar algo más general, el teorema
principal de este trabajo es la fórmula de Riemann-Roch para grafos. En lugar de
lidiar directamente con la estructura topológica de G, tan sólo es necesario conocer
un número, el género de G. En la literatura se le conoce a éste número como circuit
rank en inglés, o número ciclomático en español. Aquí le llamamos género del gra-
fo por analogía con la teoría clásica. Riemann-Roch para grafos también responde
preguntas en la versión extendida del juego, el juego de Brill-Noether. El orden de
ideas de esta exposición sigue principalmente al artículo [10].
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1. Un juego de disparo de fichas

1.1. Definición del juego

Esta sección define el juego de disparo de fichas que es el principal objeto de
estudio de este trabajo. Denotamos con V (G) y E(G) el conjunto de vértices y
el conjunto de aristas de G respectivamente. Cuando no hay peligro de confusión
escribimos G en lugar de V (G). Sea n = |V (G)|, m = |E(G)|. Para denotar una
arista e incidente con el vértice v escribimos v ∈ e. Con Ev denotamos el conjunto
de todas las aristas incidentes a v, es decir, todas las aristas e ∈ E con v ∈ e.
Escribimos deg v = |Ev|, el grado de v.

El juego de disparo de fichas no constreñido comienza con una configuración
inicial D de fichas distribuidas en los vértices de G. Denotamos con D(v) al número
de fichas en el vértice v. Este número puede ser cualquier entero. Se dice que un
vértice con un número negativo de fichas está en deuda. Una jugada de disparo
del vértice v consiste en hacer que v mande fichas a sus vecinos, manda una ficha
por medio de cada arista adyacente a v. Una secuencia de jugadas produce una
configuración equivalente.

El juego termina cuando alcanzamos una configuración sin vértices en deuda. A
tal configuración la llamamos una configuración ganadora. Una secuencia de jugadas
comenzando en D y terminando en una configuración ganadora es llamada una
estrategia ganadora.
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1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.1. La figura 1.1 muestra dos configuraciones D y D′ que son equivalen-
tes. El número escrito en las cajas muestra el número de fichas en cada vértice. El
vértice al centro de D ha sido disparado para obtener D′. Se permiten las aristas
múltiples.

1

0 2
−1

D

3

1 5
−7

D′
Figura 1.1. Ejemplo de disparo. Elaboración propia.

Ejemplo 1.2. La figura 1.2 muestra dos juegos posibles en el mismo grafo.

v1

v2 v3

v4

0

1 1

−1

D

v1

v2 v3

v4

0

2 0

−1

D′

Figura 1.2. Ejemplo de juegos. Elaboración propia.

Disparar v1, v2 y v3 en la configuración D saca a todos los vértices de deuda, así
que podemos ganar D. El asunto con D′ es más sutil. Sean a, b el número de fichas
en v2, v3 respectivamente. Se puede demostrar por análisis de casos que disparar
cualquier vértice vi resulta en a′, b′ fichas en v1, v2, y que estos números cumplen
a− b ≡ a′ − b′ mód 4. Uno también observa que cualquier configuración ganadora
equivalente a D′ tiene una ficha en total, así que a− b ≡ −1, 0 o 1 mód 4, pero D′

tiene a− b ≡ 2 mód 4. D′ no se puede ganar.
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1.3. Algunas interrogantes

Se puede ganar el juego que comienza enD si existe por lo menos una estrategia
ganadora. ¿Acaso es posible ganar todos los juegos? Sea d el número total de fichas
en juego, es decir, d =

∑
v∈GD(v). Observamos d es invariante bajo la jugada de

disparo. Por lo tanto una condición necesaria para que D tenga estrategia ganadora
es que d ≥ 0. ¿Es ésta condición también suficiente?

El ejemplo 1.2 muestra que no es suficiente tener d ≥ 0, y que además este
número por si solo no puede caracterizar las configuraciones que se pueden ganar,
ya que tanto D y D′ tienen el mismo d. El número de fichas en los ejemplos es
relativamente bajo. Tal vez para valores altos d ofrece un criterio para decidir si se
puede ganar el juego. Nos preguntamos lo siguiente:

Pregunta 1.3. Para un grafo G, ¿existe una constante c, tal que si una configu-
ración de fichas D tiene al menos c fichas entonces podemos asegurar que existe
estrategia ganadora para D?

Hablando de manera intuitiva, esperamos que las ocurrencias como el ejemplo
1.2 requieran un número relativamente bajo de fichas. También esperamos que si d es
alto, es decir hay muchas fichas en juego, entonces es posible ganar D sin importar
cómo hemos distribuido las fichas. ¿Qué tan grande es este número? El lector puede
desarrollar los detalles de la siguiente idea: por el principio de las casillas si se cumple
d ≥ 2m− n+ 1 entonces siempre hay un vértices que se puede disparar sin incurrir
en deuda. Entonces uno puede hacer una secuencia de disparos arbitrariamente
larga, escogiendo siempre vértices que no incurren en deuda. Eventualmente todos
los vértices aparecen en esta secuencia, por lo que tenemos una estrategia ganadora.
Esencialmente en este caso el juego constreñido nunca para y respondemos de manera
positiva la pregunta 1.3. ¿Podemos elaborar más respecto la pregunta 1.3? Sí, ahora
que sabemos que c existe, nos preguntamos si tenemos el mejor c posible:

Pregunta 1.4. Para un grafo G, ¿cuál es la constante c más pequeña tal que si D
tiene al menos c fichas entonces D se puede ganar?

En el ejemplo 1.2 vemos que c > 1 dado que hemos mostrado una configuración
con una ficha y sin estrategia ganadora. ¿Qué tal 2? El lector se puede divertir
demostrando que 2 cumple. Cualquier configuración con 2 fichas se puede ganar, así
que c = 2. El mismo ejercicio se puede hacer para el ejemplo 1.1. Primero, D no
se puede ganar. Segundo, cualquier configuración con tres fichas se puede ganar, así
que c = 3.

La constante c es un invariante del grafo, se preserva bajo isomorfismos. Nos
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preguntamos si coincide con alguna de las invariantes de grafos ya conocidas. Se
requieren muchos ejemplos para ver que c coincide con g = m − n + 1, el rango
de circuito o número ciclomático. En el contexto de Riemann-Roch para grafos por
analogía llamamos a este número el género de G. En particular para los dos ejemplos
la constante c coincide con el género.
Observación 1.5. En la literatura hay otra definición para el género de G, y este
número usualmente no coincide con nuestra definición de g = m − n + 1. En este
trabajo cuando decimos «género» nos referimos a g.

¿Es razonable esperar que c = g en general? Este hecho apuntaría a una cone-
xión entre el juego y las propiedades topológicas del grafo. También ahora nuestra
cota es c ≤ 2m−n+1. Ya que g = m−n+1, demostrar c ≤ g sería una gran mejora.
Además nos preguntamos, ¿es posible encontrar configuraciones con g − 1 fichas y
sin estrategias ganadoras? Estas dos preguntas guiarán la investigación inicial del
capítulo:
Pregunta 1.6. Dado un grafo G y una configuración D con al menos g fichas,
¿existe siempre una estrategia ganadora para D?
Pregunta 1.7. Dado un grafo G, ¿existe una configuración D con g − 1 fichas y
sin estrategia ganadora?

1.4. Divisores

En esta sección definimos un lenguaje que tiene el mismo espíritu que el utili-
zado en la teoría clásica de divisores. Vemos que el juego de disparo de fichas puede
ser representado de una manera natural utilizando este lenguaje, a tal punto que
nuestro estudio del juego desde este punto en adelante se realizará estudiando divi-
sores, estos son combinaciones lineales enteras formales sobre el conjunto de vértices
V (G). Éste punto de vista es muy fructífero, nos lleva a la fórmula de Riemann-
Roch para grafos conexos y finitos. Para los lectores que no están familiarizados con
geometría algebraica hemos incluido el apéndice I que sirve como un resumen de la
teoría clásica.

Definimos el grupo de divisores Div(G) del grafo G. El grupo Div(G) contiene
todas las combinaciones lineales formales de los elementos del conjunto V (G) con
coeficientes enteros. La operación es la suma formal. Los elementos de Div(G) son
llamados divisores en G. A una configuración inicial del juego le asociamos un divisor
de la siguiente forma:

D =
∑
v∈G

D(v) (v).

4



Por ejemplo, la configuración de fichas del ejemplo 1.2 se identifica con D =

v2− v3− v4, y si nos referimos al coeficiente en v1 continuaremos usando D(v1) = 0.
Escribimos E ≥ D si E(v) ≥ D(v) para todo v ∈ G, y decimos que E domina a
D. Si E ≥ 0 entonces decimos que E es efectivo. Una configuración ganadora se
identifica con un divisor efectivo. El soporte de un divisor, denotado por suppD, es
el conjunto de vértices v donde D(v) 6= 0. El grado de un divisor D es su número
total de fichas:

degD =
∑
v∈G

D(v).

1.5. El laplaciano combinatorio

SeaM(G) el grupo abeliano de funciones valuadas en los enteros definidas en
el conjunto de vértices de G, junto con la adición usual de funciones. Para codificar
la jugada de disparo definimos el operador laplaciano como ∆: M(G) → Div(G)

con ∆(f) :=
∑

v∈G ∆v(f) (v), donde:

∆v(f) = deg(v)f(v)−
∑

e∈Ev ,w∈e
f(w)

=
∑

e∈Ev ,w∈e
(f(v)− f(w)).

De la definición observamos que si a ∈ Z, entonces ∆v(af) = a∆v(f). También
vemos que para f, g ∈M(G), ∆v(f + g) = ∆v(f) + ∆v(g). Por lo tanto ∆( · ) es un
operador lineal sobre los enteros.

Ahora vemos que ∆v(f) describe el disparo de un vértice v. Si comenzamos
con una configuración D en G, y si disparamos f(vi) veces el vértice vi, entonces el
divisor resultante E se relaciona por D por medio de la relación:

E = D −∆(f).

¿Qué sucede cuando todos los vértices de un subconjunto no vacío A ⊂ G

son disparados al mismo tiempo? Denotemos con Ac el complemento de A en G.
Sea χA ∈ M(G) la función indicador de A, con valores χA(v) = 1 para v ∈ A,
y valor cero para los otros casos. También definimos para subconjuntos A,B ⊂ G

el conjunto (A,B) de aristas que tienen un extremo en A y el otro en B. Nos
preguntamos, ¿cómo podemos calcular D −∆(χA)?

Ejemplo 1.8. Sea D = v0 + v2 en la figura 1.3. Se dispara el conjunto A =

5



{v7, v8, v0, v1, v2, v9, v10, v11} para obtenerD′ = D+∆(χA) = v3+v4+v5+v6−v7−v8.
Notamos que solamente las fichas que están en el conjunto de aristas (A,Ac) han
sido modificadas.

0 0
1 1

2 2

3 3

4 4
5 5

6 67 7

8 8

9 9

10 10

11 11

D D′ = D + ∆(χA)
Figura 1.3. Divisores equivalentes. Elaboración propia.

Para A ⊂ G el conjunto (A,Ac) es el corte definido por A. Para v ∈ A definimos
outdegA v como el número de aristas en Ev incidentes a algún vértice en el conjunto
Ac. Este número puede ser cero. Como sugiere el ejemplo, en la dinámica del juego
al disparar un conjunto A sucede que cada vértice v en A pierde outdegA v fichas.
Este disparo simultáneo de todos los vértices del conjunto no vacío A es muy útil
para jugar el juego, y para el desarrollo posterior de algoritmos. Escribimos χv en
lugar de χ{v} y resumimos nuestras observaciones:
Lema 1.9. Disparar un subconjunto no vacío A ⊂ G envía fichas desde A hacia
Ac, una a través de cada arista en el corte (A,Ac). Los vértices en v ∈ A pierden
outdegA v fichas, y los vértices en w ∈ Ac ganan outdegAc w fichas.
Corolario 1.10. Escribimos 1 = χG. Se cumple que 1 ∈ ker ∆.

Del corolario 1.10 y de la linealidad de ∆ vemos que si E = D−∆(f), entonces
E = D − ∆(f + a1) con a ∈ Z. En particular esto implica que si E = D − ∆(f),
podemos asumir que f(v) ≥ 0, y que hay igualdad para por lo menos un vértice.
Así mismo podríamos asumir f(v) ≤ 0, nuevamente con igualdad para un vértice.
Este hecho es útil para varias demostraciones.

Por lo tanto no es útil hablar del máximo valor de f . En su lugar nos interesan
los vértices donde los extremos son alcanzados. Para f ∈ M(G) sea máx f = {v ∈
G : f(v) ≥ f(w) para todo w ∈ G}. Definimos mı́n f de manera similar. Un lema
útil con fácil demostración nos dice:
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Lema 1.11. Sea A = máx f , entonces para v ∈ A tenemos que ∆v(f) ≥ outdegA v.

Finalmente en [10] la jugada de disparo dada por ∆(χv) se llama unmovimiento
de crédito por v, y la jugada de disparo dada por ∆(χG\{v}) se llama un movimiento
de préstamo por v. La jugada de crédito es simplemente el disparo de un vértice,
y la terminología se explica por «v le está dando crédito a sus vecinos». A la luz
del lema 1.9, vemos que la jugada de préstamo tiene sentido también, «v le está
pidiendo prestado fichas a sus vecinos». En el ejemplo 1.2 ganamos el juego D al
hacer que v4 realizara una jugada de préstamo.

Con esta terminología podemos interpretar una función f ∈M(G) y su lapla-
ciano ∆(f) diciendo que la cantidad f(vi) es el número de jugadas de crédito que vi
realiza si f(vi) > 0, o el número de jugadas de préstamo que vi realiza si f(vi) < 0,
por lo que vemos que el laplaciano codifica la información del juego. Inspirados por
el juego de disparo de fichas, decimos que los divisores D,D′ son linealmente equi-
valentes, escribimos D ∼ D′, si existe f ∈ M(G) con D′ = D − ∆(f). Tenemos
entonces:

Lema 1.12 (Lema 4.3 en [10]). Dos divisores D y D′ en G son linealmente equi-
valentes sí y sólo sí existe una secuencia de jugadas en el juego de disparo de fichas
que transforme la configuración correspondiente a D en una configuración corres-
pondiente a D′.

Escribimos [D] para la clase de equivalencia de D, es decir, [D] = {D′ ∈
Div(G) : D′ ∼ D}. La clase [D] contiene todas las posibles configuraciones que
pueden ser alcanzadas desdeD, así que para estudiar el juego estudiamos el conjunto
[D]. Además la linealidad de ∆( · ) implica que la equivalencia es lineal, si D ∼ D′ y
E ∼ E ′ entonces D+E ∼ D′+E ′. Sea Prin(G) = ∆(M(G)), es decir, divisores de la
forma ∆(f) para algún f ∈M(G). Un conteo elemental demuestra que deg ∆(f) =

0, lo cuál corresponde al ya mencionado hecho de que la jugada de disparo preserva
el número de fichas en juego, así que el grado está bien definido para una clase de
equivalencia [D].

Las clases de equvalencia [D] viven en el grupo Div(G)/Prin(G). Dado que los
elementos Prin(G) son de grado 0, es una idea útil clasificar a los divisores por su
grado. Sea Divd(G) = {D ∈ Div(G) | degD = d}. Como los divisores principales son
de grado cero, el grado de una clase de equivalencia está bien definido, y el cociente
Div(G)/Prin(G) es un grupo graduado por el grado inducido desde Div(G).

El subconjunto de Div(G)/Prin(G) de elementos de grado cero tiene una es-
tructura natural de grupo, está dada por la suma de divisores. Llamamos a este
grupo el jacobiano del grafo. La elección de este nombre se explica por varios resul-
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tados de álgebra de homología y cohomología del artículo [2]. El lector interesado
puede consultar la bibliografía sobre el jacobiano de un grafo y encontrar que hay
varios resultados muy hermosos que se demuestran con la ayuda del juego de disparo
de fichas. El jacobiano es el cociente:

Jac(G) =
Div0(G)

Prin(G)
.

Por la linealidad del laplaciano asociamos una matriz Q al operador ∆( · ). Fi-
jamos una enumeración v1, v2, . . . , vn de los vértices de G. El grupo abelianoM(G)

y el grupo de divisores Div(G) pueden ser identificados con el conjunto Zn con la
estructura de un Z-modulo. También por linealidad el operador ∆( · ) está determi-
nado por ∆(χv1),∆(χv2), . . . ,∆(χvn). Definimos Q = (qij), una matriz de n por n,
al decir que qij es la coordenada número i del vector ∆(χvj).

Para un subconjunto A ⊂ Zn escribimos QA := {Qa : a ∈ A}. También
denotamos con Im(Q) := QZn, el conjunto Z-generado de los vectores columna de Q.
Uno puede considerar Im(Q) como un retículo. Vemos entonces que [∆(f)] = Q[f ],
lo cuál significa:

Div(G)

Prin(G)
∼=

Zn

Im(Q)
.

Esta representación sugiere aproximarse al jacobiano utilizando métodos tales
como la forma normal de Smith, y así proceder a estudiar sus propiedades aritmé-
ticas [28, 29, 27]. Reproducimos un resultado de dicha teoría. La forma normal de
Smith consiste en encontrar una matriz diagonal tal que Q is equivalente por filas
y columnas sobre los enteros a la matriz diag(s1, s2, . . . , sn−1, 0). Los enteros si son
llamados factores invariantes. Esto implica:

Div(G)

Prin(G)
∼=

Zn

Im(Q)
∼=

n−1∏
i=1

Z
siZ
× Z,

Jac(G) ∼=
n−1∏
i=1

Z
siZ

.

Este resultado es maravilloso porque nos dice que para estudiar Div(G)/Prin(G)

sólo es necesario trabajar con el grupo Jac(G). También vemos que Jac(G) es de
orden finito y generado por a lo sumo n − 1 elementos. Es realmente notable que
después de fijar el grafo G y fijar el número de fichas disponibles obtenemos que el
numero de juegos distintos es finito. Cada juego tiene infinitas configuraciones, pero
el número de juegos con d fichas en total es finito.
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Para cerrar esta sección mencionamos un par de palabras acerca del laplaciano
combinatorio [15, página 54]. Sea D = (dij) la matriz diagonal con dii = deg vi. Sea
A = (aij) la matriz de adyacencia de G definida como la entrada aij es el número
de aristas entre los vértices vi y vj. Nótese que no permitimos bucles en G, por lo
tanto A tiene ceros en la diagonal. Uno puede ver que Q = D−A. A esta matriz le
llamamos el laplaciano combinatorio, o también la matriz de Kirchhoff.

Kirchhoff estaba interesado en circuitos eléctricos. Él propuso un modelo para
el comportamiento de la corriente y el voltaje en un circuito basado en dos leyes.
El modelo resuelve el problema utilizando la matriz Q, y de esta forma Kirchhoff
fundó el campo de la teoría algebraica de grafos. Entre las propiedades y hechos
importantes de la matriz Q, queremos destacar el teorema de Kirchhoff. Un árbol
es un grafo de género cero. Un árbol generador de G es un subgrafo T con V (G) =

V (T ). Sea κ el número de árboles generadores de G. Sea Q(i) la matriz que se obtiene
al borrar la fila número i y la columna número i de Q, entonces:
Teorema 1.13 (teorema de Kirchhoff). detQ(i) = κ.

Demostración. Teorema 12, capítulo 2 de [15]

Ahora el teorema de Kirchhoff y algunos hechos de teoría de reticulos im-
plica que el orden del jacobiano es el número de árboles generadores, es decir,
# Jac(G) = κ. En la siguiente sección exploramos el concepto de divisores redu-
cidos. Demostramos que son representantes canónicos para los elementos de Jac(G).
Uno también puede mostrar una biyección explícita entre los divisores reducidos y
los árboles generadores, de donde se sigue otra demostración del teorema de Kirch-
hoff, esta demostración usa el punto de vista de disparo de fichas. [11]
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2. El algoritmo de Dhar

2.1. Divisores reducidos y el algoritmo de Dhar

Dedicamos esta sección a encontrar representantes canónicos para las clases de
equivalencia [D] de Jac(G). Para responder este problema elegimos un vértice base
q ∈ G y buscamos elementos de [D] que son efectivos afuera de q y con sus fichas
«lo más cerca posible de q». Estos representantes canónicos pueden ser computados
de manera eficiente, en tiempo polinomial respecto a m y n, mediante el algoritmo
de Dhar. El representante canónico tiene dos usos, el primero es resolver la pregunta
de determinar si dos divisores son equivalentes o no, y la segunda es determinar si
el juego asociado al divisor tiene estrategia ganadora o no.

En el ejemplo 1.1 describimos un divisor particular que no tenía divisores equi-
valentes que fueran efectivos. El método se fundamentaba en observaciones ingenio-
sas respecto a la dinámica del juego de disparo de fichas en ese grafo en particular,
y luego requería realizar un trabajo de casos. Es claro que tal trabajo de casos no es
práctico para grafos con muchos vértices, por lo que aún tenemos la pregunta, ¿qué
procedimiento general puede ser aplicado a una configuración inicial de fichas para
lograr determinar si tiene una estrategia ganadora o no? Siendo más ambiciosos, pe-
dimos determinar si hay un método constructivo, es decir un método que encuentre
al menos una estrategia ganadora en caso de existir.

Comenzaremos con una estrategia intuitiva y más adelante la formalizaremos.
Consideremos una configuración de fichas, la identificamos con el divisor D. Primero
podemos intentar concentrar la deuda en un sólo vértice q ∈ G. Segundo, podemos
intentar usar jugadas que no creen deuda adicional, y con estas jugadas sacar a q de
deuda. Decimos que D es efectivo afuera de q si D(v) ≥ 0 para todo v ∈ G, v 6= q.
El primer paso que proponemos es una relajación del problema original, porque en
lugar de requerir que D sea efectivo, estamos requiriendo que sea efectivo en todos
los vértices excepto en uno. Sucede que esta versión relajada siempre es posible.
Lema 2.1. Sea D ∈ Div(G) cualquier divisor, y sea q ∈ G cualquier vértice. Existe
un divisor E ∈ Div(G) efectivo afuera de q tal que D ∼ E.
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Demostración. G es conexo, así que existe una enumeración v1, v2, . . . , vn of V (G),
con v1 = q y tal que vi está conectada a algún vj con j < i, para i = 2, 3, . . . , n− 1.
Uno puede obtener tal enumeración por ejemplo tomando v1 = q, luego se enumeran
los vecinos de v1, luego los vecinos de los vecinos, hasta enumerar todos los vértices.

Tomemos vn y vj, con ambos vértices conectados y j < n. Ahora se dispara vj
hasta que vn salga de deuda, luego se dispara vj′ hasta que vn−1 salga de deuda, con
j′ < n − 1, y se procede en ese orden hasta que v2 salga de deuda. Esto es posible
porque el número de fichas en juego es finita, así que sacar cada vértice vi de deuda
requiere solamente un número finito de jugadas de disparo, y luego de que sacamos
a vi de deuda, ya no lo disparamos, porque ya hemos sacado de deuda a todos los
vértices vi′ con i < i′. La configuración E que resulta satisface las condiciones.

Escribimos G \ q en lugar de V (G) \ {q}, por conveniencia. La prueba del
lema 2.1 es simple y depende únicamente de que G está conectado, pero al mismo
tiempo es claro que no estamos siendo eficientes. Al obtener la configuración E

es muy probable que tendremos una deuda E(q) más grande de la necesaria. En el
camino para demostrar la fórmula de Riemann-Roch vamos a demostrar que siempre
podemos obtener un divisor E que satisfaga las condiciones y que adicionalmente
E(q) ≥ −g + degD. Por ahora, ¿cómo podemos arreglar esta aparente ineficiencia?
Por el lema 1.9 empezaríamos a disparar todos los subconjuntos A ⊂ G \ q, tales
que al disparar no se produzca nueva deuda, y si tenemos suerte esto eliminará la
deuda en q. Antes de demostrar que este proceso intuitivo funciona, vamos a definir
cómo se mira el resultado final.
Definición 2.2. Sea q ∈ G. Un divisor D ∈ Div(G) está q-reducido si D es efectivo
afuera de q y para cualquier conjunto no vacío A ⊂ G \ q existe un vértice v ∈ A tal
que outdegA v > D(v).
Ejemplo 2.3. La figura 2.1 presenta dos divisores equivalentes en el mismo grafo.
Consideremos v0. El divisor D está v0-reducido. Esto se verifica con la definición al
enumerar los 16 posibles subconjuntos de G \ v0 y ver que disparar cualquiera de
ellos crea deuda. Ahora consideremos v3. Encontramos que D no está v3-reducido. Al
enumerar los 16 subconjuntos posibles de G \ v3 se encuentra que el conjunto G \ v3

se puede disparar sin crear deuda. Al disparar G \ v3 obtenemos D′, equivalente a
D. Este D′ cumple con estar v3-reducido.

El ejemplo anterior nos enseña que la elección del vértice base para reducir
importa, podemos tener un divisor reducido respecto a cierto vértice, pero esto no
quiere decir que esté reducido respecto a otros vértices. También pareciera ser posible
que si un divisorD no está reducido, el disparar los subconjuntos que no crean deuda
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0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

D = v0 + v2 + v4 D′ = v2 + 2v3

Figura 2.1. Ejemplo de divisor reducido. Elaboración propia.

eventualmente nos da un divisor reducido equivalente a D. Otra pregunta relevante
es, una vez encontrado un divisor reducido equivalente a D, ¿es este divisor único?
Veremos que la respuesta es afirmativa.

En términos del juego, D está q-reducido si es efectivo afuera de q y cualquier
disparo posible de subconjuntos no vacíos A ⊂ G\ q crea deuda. En nuestro método
intuitivo esperaríamos que ejecutar el paso 2 varias veces eventualmente termine
en un divisor que está q-reducido. Una vez obtenemos el divisor q-reducido, ¿qué
información obtenemos de él? Demostraremos que si D está q-reducido, entonces D
tiene una estrategia ganadora si y sólo si D(q) ≥ 0.

Aparte de la utilidad en el juego de disparo de fichas, en el contexto de diviso-
res, estamos diciendo que dado un divisor D, siempre existe un divisor equivalente
que está q-reducido, ¡y es único! Entonces los divisores q-reducidos pueden ser utili-
zados como representantes canónicos de las clases de equivalencia que hemos estado
trabajando. Tener estos divisores canónicos nos permite responder la pregunta de
decidir si dos divisores son equivalentes o no.
Teorema 2.4 (Proposición 3.1 en [10]). Fijemos un vértice q ∈ V (G). Entonces
para cada D ∈ Div(G), existe un único divisor Dq ∈ Div(G) que está q-reducido tal
que D ∼ Dq.

Esbozo de la demostración. Por el lema 2.1 podemos asumir queD es efectivo afuera
de q. En la demostración solamente disparamos conjuntos que no creen deuda. Para
un conjunto no vacío A ⊂ G escribimos degAD =

∑
v∈AD(v) para el número de

fichas en A.
Primero notamos que los vértices de S = {q} nunca disparan, así que el número

degS D solamente puede crecer. Supongamos que D no está q-reducido, entonces
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existe un conjunto no vacío A, {q} 6⊂ A, que puede ser disparado, lo disparamos
para obtener una nueva configuración. Mientras que el divisor no esté q-reducido
podemos continuar disparando conjuntos. Supongamos que este proceso continua.
Como el número de fichas en el grafo es finito, y ningún vértice afuera de S puede
estar en deuda, entonces hay un máximo para el número de fichas que pueden haber
en S, esto significa que de algún paso en adelante siempre tendremos degS D = a,
a ∈ Z. Así que en ese punto ninguno de los vecinos de S dispara, y le agregamos
a S sus vértices vecinos, y repetimos el argumento hasta que S crece a ser todo el
grafo, por conexidad.

Para demostrar unicidad supongamos que tenemos divisores D,D′ ∈ Div(G)

que están q-reducidos, tales que D ∼ D′ y D 6= D. Entonces existe una función
f ∈M(G) no constante tal que D′ = D−∆(f). Sea A = máx f , el conjunto donde
f alcanza su máximo. Si q ∈ A entonces escribimos D = D′−∆(−f), para que ahora
q esté en el conjunto donde −f es mínimo, y como −f es no constante entonces el
conjunto donde −f es mínimo es diferente del conjunto máx−f . Así que luego de
intercambiar D con D′ si es necesario, podemos asumir que q 6∈ A. Entonces para
todo v ∈ A:

0 ≤ D′(v) = D(v)−∆v(f).

Por el lema 1.11 tenemos ∆v(f) ≥ outdegA v, así que D(v) ≥ outdegA v, por lo
que podemos disparar A en D y tenemos q 6∈ A, lo cual contradice que D está
q-reducido.

Corolario 2.5. Sean D,D′ ∈ Div(G) divisores y sean Dq, D
′
q sus divisores equiva-

lentes que están q-reducidos. Entonces D ∼ D′ sí y sólo sí Dq = D′q.

Demostración. En caso contrario estaríamos contradiciendo la unicidad de los divi-
sores que están q-reducidos.

Corolario 2.6. Sea D ∈ Div(G) un divisor y Dq su divisor equivalente que está
q-reducido, entonces el juego representado por D tiene una estrategia ganadora si y
sólo si Dq(q) ≥ 0.

Demostración. Una implicación es trivial. Para la otra, supongamos que D es equi-
valente a un divisor efectivo E, entoncesD es equivalente al divisor Eq, la q-reducción
de E. En el proceso de calcular la q-reducción de E, notamos que q nunca dispara,
así que permanece positivo a lo largo de todo el proceso. Finalmente, por unicidad
Dq = Eq.
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2.2. El algoritmo de Dhar

En vista de los dos últimos corolarios, para poder desarrollar aplicaciones prác-
ticas necesitamos encontrar un algoritmo para calcular el divisor q-reducido. Tal
algoritmo debe ser capaz de detectar eficientemente si un divisor está q-reducido. Si
no está q-reducido, entonces el ejemplo 2.3 nos sugiere que deberíamos obtener un
conjunto no vacío A ⊂ G\q que pueda ser disparado sin crear deuda, y que al iterar
este procedimiento podamos llegar al único divisor que está q-reducido.

La definición de q-reducido requiere constatar que cada conjunto no vacío de
G \ q cumple la condición. Este número de conjuntos crece exponencialmente en n.
Presentamos un algoritmo cuyo tiempo es polinomial en m, n, que se constituye
como una piedra angular en este trabajo. Presentamos primero un criterio para
decidir rápidamente que un divisor está q-reducido, el algoritmo 1, y más tarde
iteramos dicho criterio, de acuerdo con [11].

Algoritmo 1: El algoritmo de Dhar
Datos: Un vértice q ∈ G, un divisor D ∈ Div(G) efectivo afuera de q.
Resultado: VERDADERO si D está q-reducido, en caso contrario retorna

un subconjunto no vacío A ⊂ G \ q el cuál puede ser disparado
sin que ningún vértice v 6= q entre en deuda.

Sea i = 0, B0 = {q}, A0 = G \B0;
mientras Ai 6= ∅ hacer

Bi+1 = {v ∈ Ai : D(v) < outdegA v};
si Bi+1 = ∅ entonces

Regresar Ai y Parar;
sino

Poner Ai+1 = Ai \Bi+1;
i← i+ 1;

fin
fin
Regresar VERDADERO.

El algoritmo de Dhar admite una interpretación ilustrativa, que será emplea-
da más adelante cuando usemos argumentos que involucren el algoritmo de Dhar.
Imaginemos que un incendio inicia en q, y que este incendio se esparce a través de
aristas adyacentes. En el vértice v colocamos D(v) bomberos para que puedan parar
los incendios entrantes. Un bombero puede prevenir que el vértice se queme cuando
hay únicamente un incendio entrante, dos bomberos pueden prevenir que el vértice
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se queme si hay a lo sumo dos incendios entrantes, etc. Si en algún punto hay más
incendios entrantes que bomberos en un vértice, entonces los bomberos escapan y el
vértice se quema, por lo que el incendio se continua esparciendo mediante las aristas
adyacentes. El algoritmo itera en varios pasos, en el paso i los vértices en Bi se
queman porque no tienen suficientes bomberos, y debemos quitar estos vértices de
Ai, el conjunto de vértices que no se han quemado.
Ejemplo 2.7. Sea G el grafo mostrado en la figura 2.2, le llamamos el grafo copo
de nieve. Mostramos que para el divisor D = v6 + v7 + v9 + v10 + v11 el copo de nieve
se quema al comenzar un fuego en v1.

1

7

2

3

4
5

6

13

8

9

10

11

12

El algoritmo de Dhar
Progresión del fuego
B0 = {v1}
B1 = {v2, v3, v4, v5}
B2 = {v8}
B3 = {v13, v9}
B4 = {v7, v12, v10}
B5 = {v6, v11}

Figura 2.2. Grafo copo de nieve. Elaboración propia.

Por lo tanto por el corolario 2.6 el juego con configuración inicial D′ = D− v1

no tiene estrategia ganadora. Claramente este criterio es más fácil de utilizar que
la definición de v1-reducido. El lector puede volver a ejemplos anteriores que hemos
propuesto, aplicar el algoritmo de Dhar y encontrar alguans sorpresas placenteras
(se puede intentar quemar el vértice en el centro del ejemplo 1.1, y el vértice v4 en el
ejemplo 1.2). También el lector puede continuar, comenzando fuegos en el ejemplo
del copo de nieve, para demostrar que D está reducido respecto a todos los vértices,
de donde uno infiere que el juego que se identifica con D tiene exactamente una
configuración ganadora.

Es claro que si el algoritmo se detiene antes que el incendio consuma todo el
grafo, entonces obtenemos un conjunto no vacío Ai que puede ser disparado sin crear
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deuda. También es relativamente sencillo demostrar que si el incendio consume el
grafo entonces el divisor es reducido. Como el número de vértices disponibles para
quemar es finito, entonces el algoritmo termina.

Lo maravilloso del algoritmo de Dhar es su naturaleza constructiva. El algorit-
mo nos dice que el divisor D es reducido, y si no lo es entonces nos da un conjunto
no vacío que previene que D sea reducido. ¿Qué sucede si disparamos este conjunto?
Con este procedimiento obtenemos el algoritmo iterado de Dhar, algoritmo 2.

Algoritmo 2: Algoritmo iterado de Dhar
Datos: Un vértice q ∈ G, un divisor D ∈ Div(G) efectivo afuera de q.
Resultado: El único divisor q-reducido Dq con Dq ∼ D
Sea D0 = D, i = 0;
repetir

Repetir el algoritmo de Dhar, asignar a Ai la salida del algoritmo;
si Ai = VERDADERO entonces

Regresar Di;
sino

Asignar Di+1 = Di −∆(χAi
);

i← i+ 1
fin

hasta Ai = VERDADERO ;

El algoritmo iterado de Dhar termina por un argumento similar al utilizado en
el esbozo del teorema 2.4. Notamos que hablando de una manera informal, en cada
paso del algoritmo iterado de Dhar estamos escogiendo el conjunto Ai más grande
posible que puede ser disparado, así que esperamos que este algoritmo sea bastante
eficiente.

Un algoritmo completo para calcular el divisor q-reducido que funcione para
cualquier D ∈ Div(G) es descrito y analizado en [11]. El proceso que describen es de
tres pasos. Dado un divisor D ∈ Div(G) el primer paso encuentra un divisor D′ ∼ D

que satisfaga |D′(v)| ≤ deg v para todo v 6= q.
El segundo paso encuentra un divisor D′′ ∼ D′ que sea efectivo afuera de q tal

que el número de fichas en v está acotado por deg v. Finalmente el tercer paso es el
algoritmo de Dhar como lo hemos descrito.

El análisis que ellos realizan del algoritmo emplea métodos de energías. En par-
ticular demuestran que los tres pasos juntos se pueden realizar en tiempo polinomial
que depende de n y m. Los mismos métodos implican que si nos saltamos el paso
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de acotar el número de fichas en cada vértice entonces el algoritmo de Dhar, de la
manera como lo hemos descrito aquí, tiene una complejidad polinomial que depende
de m, n y degG\qD, para un divisor D efectivo afuera de q. Para nuestros propósitos
teoricos en este trabajo es suficiente con tener el algoritmo de Dhar.

Ejemplo 2.8. Terminamos esta sección con un ejemplo más elaborado en donde
reducimos un divisor usando el algoritmo iterado de Dhar. Sea G el grafo de la figura
2.3, le llamamos el grafo hombre de jengibre. El ejemplo ha sido computado con el
programa incluido en el apéndice II.

cat l i n k s . txt
0 ,1 0 ,10 0 ,11 0 ,55 1 ,2 2 ,3 3 ,4 3 ,20 3 ,21 4 ,5 5 ,6
5 ,28 5 ,29 6 ,7 6 ,37 6 ,38 7 ,8 8 ,9 8 ,45 8 ,46 9 ,10
11 ,12 12 ,13 13 ,14 14 ,15 15 ,16 16 ,17 17 ,18 18 ,19
19 ,20 21 ,22 22 ,23 23 ,24 24 ,25 25 ,26 26 ,27 27 ,28
29 ,30 30 ,31 31 ,32 32 ,33 33 ,34 34 ,35 35 ,36 36 ,37
38 ,39 39 ,40 40 ,41 41 ,42 42 ,43 43 ,44 44 ,45 46 ,47
47 ,48 48 ,49 49 ,50 50 ,51 51 ,52 52 ,53 53 ,54 54 ,55

p e r l c h i p f i r i n g . p l

c h i p f i r i n g : l i nk s− f i l e l i n k s . txt
c h i p f i r i n g : reduce 33 1v0 1v3 1v27 1v53

Inicialmente en el grafo hombre de jengibre el divisor D = v0 + v3 + v27 + v53

está v0-reducido. Procedemos a reducirlo respecto al vértice v33. Usamos colores
para ayudar al ojo a seguir el movimiento de las fichas en su recorrido para llegar al
divisor v33-reducido D7. El último divisor está marcado con un borde rojo. Son siete
iteraciones para alcanzar D7, y además notamos que D7(v33) = 1, así que D − v33

tiene una estrategia ganadora. Si al inicio de este trabajo hubiéramos intentado
ganar el juego dado por D−v33, probablemente nos hubiéramos encontrado bastante
perdidos respecto a cómo proceder. Inicialmente las fichas están bastante distantes
de v33, pero gracias al algoritmo iterado de Dhar vemos que sólo es necesario disparar
siete conjuntos para alcanzar v33.

El algoritmo de Dhar, como se puede apreciar en el ejemplo, ilustra el significa-
do de la frase «los divisores que están q-reducidos son efectivos afuera de q y tienen
sus fichas tan cerca como es posible de q». Cada iteración del algoritmo de Dhar
trae las fichas más cerca de q, porque estamos disparando conjuntos Ai con q 6∈ Ai.
Si deseamos formalizar el concepto de traer cerca, podemos introducir una energía
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Algoritmo de Dhar
Secuencia de Divisores
D0 = v0 + v3 + v27 + v53

D1 = v4 + v10 + v28 + v52

D2 = 2v5 + v9 + v51

D3 = v6 + v8 + v29 + v50

D4 = v8 + v30 + v37 + v50

D5 = v8 + v31 + v36 + v50

D6 = v8 + v32 + v35 + v50

D7 = v8 + v33 + v34 + v50

Figura 2.3. Grafo hombre de jengibre. Elaboración propia.

potencial, y entonces los divisores reducidos minimizan la energía potencial.
Un lector curioso puede intentar reducir, en el último ejemplo del hombre de

jengibre, el divisor dado respecto a todos los vértices. El lector curioso notará que la
reducción de D siempre termina con una ficha en el vértice elegido para calcular la
reducción. Esta característica es algo muy especial de este D, y dicha característica
se convertirá en el tema central de nuestras investigaciones posteriores.

2.3. Orientaciones de grafo

Ahora enfocamos nuestra atención a la tarea de encontrar juegos que no pue-
den ser ganados. En esta sección exploramos la idea de inducir un divisor desde una
orientación de grafo. Uno encuentra dichas técnicas dispersas en toda la literatura,
por ejemplo en el influyente artículo de Björner, Lóvasz y Shor que inició el estudio
del juego de disparo de fichas [14, Teorema 2.3]. El gran resultado de esta sección es
mostrar que ciertas orientaciones especiales responden nuestras preguntas de moti-
vación 1.6 y 1.7, es decir vamos a demostrar que toda configuración con al menos
g fichas se puede ganar, y vamos a demostrar la existencia de configuraciones con
g − 1 fichas que no se pueden ganar.
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En la literatura los divisores reducidos también son estudiados bajo el concepto
de funciones de G-parqueo y una buena referencia para las funciones de parqueo es
[12]. Si uno desea generalizar la teoría de esta sección entonces la fuente definitiva
es [3], donde el concepto de orientaciones parciales es formulado. La mayoría de las
ideas de esta sección vienen de esos dos artículos.

Una orientación de grafo O le da una dirección a cada arista e ∈ E(G) al
especificar que uno de los vértices incidentes a e sea la cabeza y que el otro vértice
sea la cola. Vamos a denotar con e+ a la cabeza de la arista, y con e− a la cola.
Decimos que la arista está orientada hacia e+ y que está orientada saliendo de e−.
Para un vértice v ∈ G y una orientación O definimos el grado entrante indegO v

como el número de aristas orientadas hacia v, y de manera similar el grado saliente
outdegO v como el número de aristas orientadas saliendo de v. Cuando no hay peligro
de confusión omitimos especificar la orientación de grafo y escribimos indeg v y
outdeg v. A una orientación O le asociamos el divisor DO ∈ Div(G) con DO(v) =

indeg v − 1 para todo v ∈ G.

Ejemplo 2.9. Con la figura 2.4 mostramos cuatro orientaciones distintas en el grafo
G. Los divisores asociados están escritos abajo de la figura.

Nuestras siguientes meditaciones se van a basar en las cuatro orientaciones Oa,
Ob, Oc, Od. Empezamos notando que Oc ha sido construido al tomar Oa y revertir
la dirección de todas sus aristas. Tal orientación se llama la orientación revertida de
Oa y la denotamos con Ōa. Uno observa que el divisor DOa +DŌa

es independiente
de la orientación Oa y es igual al divisor K ∈ Div(G) con K(v) = deg v−2 para todo
v ∈ G. A este divisor le llamamos el divisor canónico y tendrá un rol importante
más tarde.

Ahora consideramos las orientaciones Oa, Ob, las cuáles son orientaciones di-
ferentes pero sus divisores asociados coinciden. Esto implica que la correspondencia
que va de orientaciones a divisores no es inyectiva. Nos preguntamos cuáles son los
mecanismos que permiten que esto suceda.

Para un grafoG definimos un camino como una secuencia de aristas e1, e2, . . . , ei

que conectan una secuencia de vértices v0, v1, . . . , vi donde todos los vértices son dis-
tintos excepto, posiblemente v0 y vi siendo los mismos. Un camino con i aristas tiene
longitud i. La secuencia de aristas es importante por la posibilidad de aristas múl-
tiples entre dos vértices. Para una orientación O un camino dirigido es un camino
donde cada vértice de la secuencia es la cabeza de la arista anterior y la cola de la
próxima arista. Por ejemplo en la orientación Oa un ejemplo de camino dirigido está
dado por 〈v4, v1, v0, v3, v5〉. Un ciclo es un camino con v0 = vi. Un ciclo dirigido es un
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Figura 2.4. Orientaciones de Grafo. Elaboración propia.

camino dirigido con v0 = vi. Al caminar un ciclo dirigido uno nunca verá un cambio
de orientación en las aristas. Un ejemplo de un ciclo dirigido en la orientación Ob es
[v3, v2, v7, v5].

Ahora observamos que Ob ha sido obtenido de Oa al revertir la dirección de
dos ciclos de Oa, el primero siendo [v3, v5, v7, v2] y el segundo [v1, v2, v6, v4]. Llame-
mos a una orientación acíclica si no tiene ciclos dirigidos. Uno puede construir tales
orientaciones al tomar una enumeración de los vértices v1, v2, . . . , vn y orientar cual-
quier arista e incidente a vi, vj con i < j al hacer que vi sea la cola y vj la cabeza.
Uno puede demostrar que dicho procedimiento no produce ciclos dirigidos, así que
el conjunto de orientaciones acíclicas de G es no vacío.

Sería interesante si revertir-ciclos fuera el único mecanismo mediante el cual
podemos obtener el mismo divisor asociado a diferentes orientaciones de grafo, por-
que esto implicaría que la correspondencia de orientaciones a divisores es inyectiva
para las orientaciones acíclicas, dado que estas no tienen ciclos para revertir.
Lema 2.10. Sean O y O′ dos orientaciones de grafo, entonces DO = DO′ si y sólo
si existe una secuencia finita de operaciones de revertir ciclos que transforma la
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orientación O en O′.

Demostración. Sea r0 el número de aristas cuya orientación en O′ es el reverso de
su orientación en O. Supongamos que O 6= O′, así que r0 > 0. Tomemos una arista
e0 que apunta hacia un vértice v en O, y que en O′ está saliendo de v. La condición
DO = DO′ implica que indegO v = indegO′ v, así que tiene que haber al menos una
arista e1 saliendo de v en O y apuntando hacia v en O′ para que se mantenga la
igualdad. Uno repite el argumento con la arista e1 y obtiene otra arista e2 con la
orientación revertida, y así uno camina un camino a través de las aristas e0, e1, e2 . . . ,
donde cada arista ei tiene su orientación de O revertida respecto a la orientación de
O′. Eventualmente visitamos un vértice dos veces, así que a partir de este vértice
inicia un ciclo dirigido, que revertimos para obtener una orientaciónO1, cuyo número
r1 de aristas de O′ cuya orientación está revertida en O1 es estrictamente menor que
r0, así que después de revertir un número finito de ciclos, que nos da una secuencia
de orientaciones O1,O2, . . . ,Oi llegaremos a ri = 0 y habremos terminado.

Corolario 2.11. El mapeo {orientaciones acíclicas en G} → Div(G) dado porO 7→
DO es inyectivo.

Sabiendo de esta inyección, se vuelve relevante la pregunta de determinar el
conjunto imagen de este mapeo. Llamamos a tales divisores moderadores, es decir,
divisores ν ∈ Div(G) con ν = DO donde O es acíclica. Para tener una idea de
cómo caracterizar a los moderadores vamos a enfocar nuestra atención a Od. Esta
orientación es acíclica y notamos que DOd

(v0) = −1. El vértice v0 es una fuente, un
vértice que no tiene aristas apuntando hacia él. Si O es una orientación y q es una
fuente entonces DO(q) = −1. Toda orientación acíclica tiene una fuente. El concepto
converso de un vértice sin aristas salientes se llama sumidero.
Lema 2.12. Sea O una orientación acíclica, entonces existe al menos un vértice
q ∈ G que es una fuente para O.

Demostración. Supongamos que O no tiene fuentes, entonces Ō no tiene sumideros.
Realizamos una caminata orientada en Ō empezando en cualquier vértice v (una
caminata orientada es la que define un camino orientado). Es posible continuar
caminando indefinidamente porque la orientación no tiene sumideros, así que cada
vez que uno entra a un vértice u hay por lo menos una arista por la cual uno
puede salir. Así que nuevamente hay un vértice que podemos visitar dos veces, y
desde aquí comienza un ciclo dirigido en Ō, así que O tiene ciclos dirigidos también,
contradicción.
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Dado que todos los moderadores tiene al menos un vértice con −1 fichas, nos
preguntamos si un juego que comienza en un moderador se puede ganar o no. En el
grafo del último ejemplo observamos que Od es acíclica, y que incendiar v0 quema
todo el divisor DOd

, así que para este grafo en particular, el divisor DOd
responde

la pregunta 1.7 porque degDOd
= 3, el género g de G es 4, y el juego que comienza

en DOd
no puede ser ganado. Esto sugiere que el juego que comienza en ν, con

ν un moderador, no puede ser ganado. Si esto fuera cierto entonces respondemos
la pregunta 1.7 porque un conteo fácil nos da que degDO = g − 1 para todas las
orientaciones.

Pensando en responder la pregunta 1.7, llamamos a un divisor ν ∈ Div(G)

no especial si deg ν = g − 1 y ν no es equivalente a algún divisor efectivo. Dado
un divisor D ∈ Div(G), el sistema lineal asociado a D es el conjunto |D| = {E ∈
Div(G) : E ∼ D,E ≥ 0} de todos los divisores efectivos que son equivalentes a D.
Entonces ν es no especial si y sólo si |ν| = ∅ y deg ν = g − 1. Deseamos probar que
uno puede construir divisores no especiales mediante las orientaciones acíclicas.

Siguiendo la filosofía de concentrar deuda en un vértice q, vamos a considerar
únicamente orientaciones acíclicas con una única fuente en q. Vemos que dado un
divisor especial D, al reducirlo respecto q obtenemos un divisor Dq que cumple que
Dq(q) ≤ −1. Considerando Dq, al comenzar un fuego en q este quema todo el grafo.
Es una idea natural el intentar asociar una orientación a la manera como el fuego
quema Dq, dado que el fuego tiene un origen en q y luego se esparce alejándose de
un vértice de origen, yendo hacia otros vértices. Con eso en mente, proponemos una
biyección entre orientaciones acíclicas con una fuente, y divisores q-reducidos.

Ejemplo 2.13. La figura 2.5 muestra que prestar atención a la manera como el
fuego consume un divisor reducido D permite recuperar una orientación O tal que
DO = D. En la secuencia de figuras, tomamos D = 3v2 + v8. Cuando un vértice se
incendia, hacemos que todas las aristas que quemaron el vértice apunten hacia él.
El lector puede revisar que DO = D como deseabamos.

Teorema 2.14. Fijemos un vértice q ∈ G. El siguiente mapeo es una biyección:

{O aciclica, una fuente q} → {D no especial y q-reducido , D(q) = −1}

dado por O 7→ DO.

Demostración. Dividimos la prueba en dos partes, cada una con una idea principal.

Parte 1: Primero mostramos que los elementos en la imagen del mapeo son
divisores que están q-reducidos. Sea O una orientación acíclica con una única fuente
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Figura 2.5. Reconstruyendo la orientación. Elaboración propia.

en q, entonces DO es efectivo afuera de q. Tenemos que demostrar que DO se quema
cuando empezamos un incendio en q. Analicemos los pasos del algoritmo de Dhar,
donde en el paso i tenemos que el conjunto Ai de vértices aún no se ha quemado.

Consideremos el subgrafo G[Ai] con el conjunto de vértices igual a Ai. Oriente-
mos las aristas de G[Ai] con la misma orientación que tienen en O de G, esto le da
una orientación acíclica a G[Ai], la cuál por el teorema 2.12 tiene un vértice vi que
es una fuente. Dado que la única fuente de O es q, y q nunca es un elemento de Ai,
entonces el vértice vi se vuelve una fuente en G[Ai] precisamente porque quitamos
Ac

i , es decir, todas las aristas que quitamos estaban apuntando a vi, y están en el
corte (Ai, A

c
i), pero entonces hay DO(vi) = indegO vi−1 bomberos e indegO vi fuegos

entrantes, así que vi se quema y el incendio consume todo el grafo.

Parte 2: El corolario 2.11 se encarga de probar que el mapeo sea inyectivo, así
que solamente tenemos que mostrar que es sobreyectivo. Sea D ∈ Div(G) un divisor
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que satisfaga D(q) = −1, degD = g − 1 y que está q-reducido, esto implica que
degG\qD =

∑
v∈G\qD(v) = g. Construimos una orientación acíclica O con D = DO

al llevar registro de la dirección del fuego en el algoritmo de Dhar. Corremos el
algoritmo de Dhar para obtener conjuntos B0, B1, . . . , Bi. Para todos los vértices
v ∈ G tenemos que v ∈ Bj para algún j, así que orientamos hacia v todas las aristas
que conectan v con algún vértice u ∈ Bk y k < j.

Dado que D está q-reducido entonces el incendio consume D, así que cada
vértice v ∈ G \ q termina con al menos D(v) + 1 aristas apuntando hacia el vértice.
Hemos orientado al menos

∑
v∈G\q(D(v) − 1) = g + (n − 1) = m aristas, así que

en realidad hemos orientado todas las aristas. Sea O la orientación resultante. Uno
observa que indegO q = 0.

Para v 6= q consideremos D(v) < indegO v así que D(v) ≤ indegO v − 1.
Sumamos sobre todos los vértices de G \ q para obtener g =

∑
v∈G\qD(v) ≤∑

v∈G\q indegO v − 1 = g. La igualdad de la suma implica D(v) = indegO v − 1

para todo v ∈ G \ q y además D(q) = −1 = indegO v − 1 como deseamos. Final-
mente es fácil ver que O es acíclica, porque e está orientada de u hacia v si y sólo
si u ∈ Bj, v ∈ Bk con j < k, por lo que es imposible tener ciclos dirigidos porque la
existencia de un ciclo dirigido nos daría enteros j, k con j < k y k < j.

Corolario 2.15. Sea D ∈ Div(G) un divisor q-reducido, entonces degG\qD ≤ g.

Demostración. Sea D un divisor con degD > g. Hacemos el inicio de la parte 2 de
la prueba anterior con el divisor D, es decir, iniciamos un fuego en q y suponemos
que consume a todo el divisor D, dejamos que una arista e apunte hacia v si v tenía
un fuego entrante al momento de quemarse. Cuando contamos cuántas aristas orien-
tamos, obtenemos al menos

∑
v∈G\q(D(v)−1) > g+(n−1) = m, una contradicción.

Así que iniciar un fuego en q no puede consumir todo el divisor D, así que por el
algoritmo de Dhar el divisor D no está q-reducido.

Del resultado anterior obtenemos otra cota, si D está q-reducido entonces
D(q) ≥ degD − g. También obtenemos que el número de divisores de grado d

fijo que están q-reducidos es finito. En particular esto implica un resultado que ya
habíamos enunciado en la sección 1.4, que el número de juegos distintos que existen
con d fichas es finito. Esta demostración es intrínseca al juego de disparo de fichas,
en lugar de apelar a argumentos de la forma normal de Smith.
Corolario 2.16. Cada juego que empieza en D ∈ Div(G) con degD ≥ g se puede
ganar.
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Demostración. Supongamos que hay un divisor D con degD ≥ g que no se puede
ganar, entonces por el corolario 2.6 el divisor equivalente que está q-reducidoDq ∼ D

tiene Dq(q) ≤ −1, pero entonces degG\qD > g, contradicción.

El conjunto de divisores especiales es no vacío, lo que garantiza que existen
juegos de g−1 fichas que no se pueden ganar, y todo juego con por lo menos g fichas
puede ser ganado. Queremos resaltar que estos resultados vienen directamente de
una introspección cuidadosa del algoritmo de Dhar y de su funcionamiento interno.
Hemos andado un largo camino para poder responder las dos preguntas planteadas
a finales del capítulo previo y que motivaban la investigación, pero la teoría aún
no se acaba. Por ahora cerramos la sección al resumir los resultados en un hermoso
teorema que apunta a una dualidad entre los juegos que no pueden ser ganados y
los juegos que sí pueden ser ganados. Esta dualidad es que todo juego que no puede
ser ganado induce un juego que sí puede ser ganado, y todo juego que sí puede ser
ganado induce un juego que no puede ser ganado.
Teorema 2.17. Para cada divisor D ∈ Div(G) existe un moderador ν ∈ N tal que
se cumple una de dos, ya sea D ∼ E o ν − D ∼ E con E ∈ Div(G) un divisor
efectivo.

Demostración. Supongamos que D ∼ E con E efectivo, entonces para cualquier
moderador ν tenemos que ν − D ∼ ν − E, y el divisor ν − E no es equivalente a
un divisor efectivo, porque por el teorema 2.14 el divisor ν no es equivalente a un
divisor efectivo y ν ≥ ν − E.

Supongamos que D no tiene un divisor efectivo equivalente, entonces podemos
suponer que D está q-reducido, así que D(q) ≤ −1 y degD < g. Nuevamente
repetimos la parte 2 de la prueba del teorema 2.14, pero ahora podemos terminar
con aristas que no tienen orientación. Uno observa que si e es una arista que conecta
u con v que no recibió una orientación entonces u, v ∈ Bi, es decir en el algoritmo
de Dhar se queman en el mismo paso i.

Terminamos la demostración si podemos orientar las aristas restantes sin crear
ciclos, pero esto es fácil porque solo necesitamos tomar una enumeración de los
vértices v1, v2, . . . , vn y como hemos hecho antes, e apunta de u hacia v si u aparece
primero en la enumeración. Al hacer esto obtenemos que no hay ciclos contenidos
en los conjuntos Bi, y como argumentamos antes no pueden aparecer ciclos cuyos
vértices estén en distintos Bj, Bk, así que obtenemos una orientación acíclica O con
un moderador DO ≥ D, por lo tanto DO −D ≥ 0 como se deseaba.
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3. Riemann-Roch para grafos finitos

3.1. El juego de Brill-Noether

Esta sección es un pequeño intermedio. Introducimos un nuevo juego con el
propósito de ilustrar nuestros estudios posteriores que llevarán a la fórmula de
Riemann-Roch. Podría parecer que tenemos ya todas las respuestas a las preguntas
relacionadas al juego de disparo de fichas, esto porque el teorema 2.17 responde
nuestras preguntas de motivación 1.6 y 1.7, pero vamos a elaborar más sobre la
situación del ejemplo 2.8 (el grafo del hombre de jengibre), diremos un par de cosas
sobre la situación en la cuál el divisor q-reducido siempre resulta con una ficha en
q, esto nos llevará a fórmular una conjetura abierta.

El juego de Brill-Noether es una modificación para dos jugadores del juego de
disparo de fichas. Dos jugadores, llamémosles Brill y Noether, eligen dos enteros r y
d. Brill propone una configuración D con degD = d fichas y luego Noether propone
un reto E ≥ 0 degE = r. Para vencer el reto, Brill tiene que usar jugadas de disparo
para mover las fichas de D y obtener una configuración D′ ≥ E. Noether gana si
puede encontrar un reto que Brill no pueda vencer, en caso contrario gana Brill.
Ejemplo 3.1. Sea G el grafo luna creciente como se muestra en la figura 3.1. Sea
D = 4v1 la configuración inicial y sea E = v3 + v7 el reto. Deseamos mostrar que
D − E es equivalente a algún divisor efectivo.

Una manera de mostrar que Brill puede vencer el reto es mediante el uso
repetido del algoritmo iterado de Dhar. Reduciendo D respecto a v3, uno mira que
D ∼ 4v3, así que D − v3 ∼ 3v3. Ahora reduciendo 3v3 respecto a v7 uno obtiene
3v3 ∼ v3 + 2v7. Por lo tanto D − E = 4v1 − v3 − v7 ∼ v3 + v7.

Una forma un poco más ingeniosa es considerar D′ = 2v1. El algoritmo iterado
de Dhar aplicado a v7 y luego a v3 muestra que D′ ∼ v5 + v9 ∼ v6 + v8 ∼ 2v7

y también D′ ∼ v2 + v4 ∼ 2v3. Así que D′ puede vencer cualquier reto con una
ficha, por lo tanto D = 2D′ puede vencer cualquier reto con dos fichas. Con esto
concluímos algo más fuerte, es decir que Brill gana este juego para r = 2, d = 4

usando la configuración D para jugar.
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Figura 3.1. Grafo luna creciente. Elaboración propia.

Nos preguntamos si D también sería una configuración ganadora para Brill
si r = 3. Esta pregunta se responde de una manera rápida, porque al comenzar
un fuego en v1 quema el divisor v3 + v7, por lo tanto D no puede vencer el reto
E = v1 + v3 + v7.

En el caso de curvas algebraicas, las curvas con género bajo son bastante simples
en lo que respecta a su teoría de divisores. De manera análoga el grafo que mostramos
es un grafo de género 2. Está hecho de dos ciclos independientes. Es natural pensar en
una generalización, es decir cadenas de n ciclos independientes. Esta generalización
la mencionamos en en el ejemplo 3.12. Adelantamos que este caso tiene consecuencias
sorprendentes.

Notamos que si r = 0 entonces Noether no puede fórmular retos, y el juego se
reduce a determinar si D tiene un divisor equivalente que sea efectivo, por lo que
el juego de disparo de fichas es un caso especial del juego de Brill-Noether. Fijemos
un divisor D ∈ Div(G), es natural preguntarse cuál es el entero más pequeño r

para el cual D no es una configuración que Brill pueda usar para ganar el juego de
Brill-Noether. Esta pregunta es análoga a determinar la dimensión del sistema lineal
de un divisor en el contexto de curvas algebraicas. Para el divisor D del ejemplo
anterior la respuesta a tal pregunta es 3.

Definición 3.2. El rango de D es el entero r(D) para el cual Brill puede vencer
cualquier reto E con degE = r(D), y existe un reto E con degE = r(D) + 1 el
cual Brill no puede vencer. Si D no es equivalente a un divisor efectivo entonces
r(D) = −1.

Observación 3.3. Podemos escribir rG(D) si deseamos aclarar cuál grafo G esta-
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mos considerando al calcular el rango de D. Esta notación es útil porque también
es posible calcular el rango de D en subgrafos de G y en este caso el valor del rango
puede variar.

En un sentido intuitivo r(D) está relacionado con degD. Para degD ≥ 0 te-
nemos r(D) ≤ deg(D). Podemos estudiar esta situación en el grafo más simple en
térmios del género, un árbol. Más adelante demostraremos una relación más signifi-
cativa, la fórmula de Riemann-Roch. De la fórmula de Riemann-Roch se desprende
una cota no trivial para el rango, el teorema de Clifford.
Ejemplo 3.4. Recordemos que hemos definido un árbol como un grafo T de género
0. Hay varias definiciones equivalentes para un árbol, entre ellas mencionamos que
T es un árbol si y sólo si no tiene ciclos; si entre cualesquiera dos vértices v, w
existe exactamente un camino; si al borrar cualquier arista se produce un grafo
desconectado. La figura 3.2 muestra un árbol.

Figura 3.2. Un árbol. Elaboración propia

Si el borrar una arista de G entre dos vértices u1 y u2 produce un grafo con
dos componentes conexas, entonces podemos disparar una de las componentes para
ver que se cumple la equivalencia de divisores (u1) ∼ (u2). En el caso de un árbol
T , borrar cualquier arista desconecta el árbol, y obtenemos que D1 ∼ D2 para
cualquiera D1, D2 ∈ Div(T ) si y sólo si degD1 = degD2. En particular, r(D) =

degD para todo D ∈ Div(T ) con degD ≥ 0, y r(D) = −1 si D tiene grado
negativo.

En el ejemplo anterior la relación entre r(D) y degD es bastante simple, y uno
observa que la cota trivial que habíamos mencionado es exacta. También vemos que
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el juego de disparo de fichas no es particularmente emocionante en un árbol. Dado
que queremos alejarnos de situaciones aburridas, podemos hacer un requerimiento
más fuerte a la conectividad de G.

La caracterización clave de los árboles es que borrar cualquier arista desconecta
el grafo. Por lo tanto definimos un grafo 2-arista-conectado como un grafo G tal que
borrar cualquier arista no desconecta G. En general, uno define un grafo k-arista-
conectado como un grafo en donde uno puede borrar cualesquiera k − 1 aristas y el
resultado está conectado.

Supongamos que G no es un grafo 2-arista-conectado y consideremos una arista
e que al borrarla resulta en una desconexión. Construimos un nuevo grafo contra-
yendo la arista, es decir borramos la arista y luego pegamos los dos vértices que
eran conectados por la arista, y obtenemos el grafo G1 y un mapeo ρ1 : G → G1

que envía a los dos extremos de e hacia el vértice que fue pegado en G1, y para
todos los demás vértices es la identidad. Como G tiene un número finito de aristas,
podemos repetir este proceso a lo sumo un número finito de veces, digamos k ve-
ces, hasta obtener Ḡ = Gk, con Ḡ un grafo 2-arista-conectado y un mapeo natural
ρ = ρk ◦ ρk−1 ◦ · · · ◦ ρ1. Como nos indican las consideraciones del ejemplo 3.4, nos
podemos restringir a estudiar el rango de divisores en grafos 2-arista-conectados.

Lema 3.5. Sea G un grafo, y Ḡ el grafo que resulta de contraer todas las aristas de
G que no son parte de un ciclo, con ρ : G→ Ḡ el mapeo natural como en el párrafo
anterior. Para un divisor D =

∑
v∈GD(v)v consideramos el divisor ρ∗(D) ∈ Div(Ḡ)

definido por ρ∗(D) =
∑

v∈GD(v)(ρ(v)). Entonces rG(D) = rḠ(ρ∗(D)).

Observación 3.6. De hecho para vértices u, v ∈ G y para divisores u, v ∈ Div(G)

tenemos que u ∼ v si y sólo si hay un camino único que va desde u hacia v. El lema
anterior se sigue de esta observación. Ver [10, lema 4.6, corolario 4.7].

Hay otro ángulo desde el cual podemos fórmular preguntas. En lugar de fijar un
divisor D y preguntarnos sobre su rango, podemos fijar un rango r y preguntarnos
sobre el conjunto de divisores con ese rango fijo. Un divisor de rango-r es un divisor
con rango igual a r. También diremos a veces al menos rango-r para significar que
el rango del divisor es al menos r. En el contexto de la relación entre r(D) y degD

preguntamos cuál es el mínimo número de fichas necesarias para obtener un divisor
de rango-r.

Esta pregunta fue fórmulada para superficies de Riemann por los matemáti-
cos alemanes Alexander von Brill y Max Noether. En 1874 ellos conjeturaron cuál
es el número de fichas necesarias, y dieron un argumento heurístico apoyando su
conjetura. Más tarde la misma conjetura fue fórmulada en un contexto más gene-
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ral de curvas algebraicas. Se requirió el trabajo de varios matemáticos para lograr
demostrar completamente la conjetura, siendo la última pieza demostrada por los
matemáticos estadounidenses Phillip Griffiths y Joe Harris[20]. Se cree que una con-
jetura similar es verdad en este contexto de Riemann-Roch en grafos.
Conjetura 3.7 (Baker). Sea G un grafo de género g. Consideremos el juego de
Brill-Noether con parámetros d, r. Sea ρ(d, r, g) = g − (r + 1)(g − d + r). Si ρ ≥ 0

entonces Brill tiene al menos una configuración ganadora. Si ρ < 0 entonces existe
al menos un grafo donde Brill no tiene una configuración ganadora.

Para r = 1 la conjetura predice la existencia de al menos un divisor D con
rango al menos 1 tal que degD = dg/2e + 1. El siguiente capítulo contiene datos
experimentales respecto a esta conjetura. Incluso en este caso especial el problema
demostró ser sorprendentemente rico y algo impredecible. El caso especial perma-
nece abierto, a pesar de que recabamos bastante evidencia numérica apoyando la
conjetura.
Conjetura 3.8 (Caso especial). Sea G un grafo de género g. Existe un divisor
D ∈ Div(G) con grado dg/2e+ 1 y rango al menos 1.

3.2. La fórmula de Riemann-Roch

En esta sección culminamos buena parte de los esfuerzos de los capítulos pre-
cedentes, con una fórmula que resume la mayoría de los resultados, la fórmula de
Riemann-Roch para grafos finitos. Ya hemos hecho todo el trabajo pesado y sólo
queda realizar un par de trucos y manipulaciones. Quizás la única tarea difícil que
nos queda es motivar la fórmula de Riemann-Roch. ¿Por qué esperamos que esta
fórmula se cumpla en los grafos? Respecto a esto diremos simplemente que la analo-
gía con geometría algebraica funciona tan bien, muchas cosas se transfieren de una
manera tan natural, que la situación sorprendente sería tener que Riemann-Roch no
funciona.
Teorema 3.9 (Riemann-Roch para grafos). Para cada divisor D ∈ Div(G) y para el
divisor canónico K ∈ Div(G), K(v) = deg v− 2, se cumple la fórmula de Riemann-
Roch:

r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g.

Usaremos el teorema 2.17 para demostrar una fórmula para r(D), la cuál hará
que la demostración de la fórmula de Riemann-Roch sea bastante directa. Definimos
el grado positivo deD como la suma de los coeficientes positivos deD y lo denotamos
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como deg+D =
∑

v∈G,D(v)>0D(v).
Lema 3.10. La siguiente fórmula se cumple, en donde el mínimo se toma sobre
todos los divisores D′ ∼ D y todos los moderadores ν = DO para una orientación
acíclica O.

r(D) = mı́n deg+(D′ − ν)− 1.

Demostración. Sea r′ = mı́n deg+(D′ − ν)− 1. Notamos que cada divisor D puede
ser escrito de manera única como D = E − F , donde ambos divisores E, F son
efectivos.

Sea E un divisor efectivo de grado degE = r(D) + 1 tal que r(D − E) = −1.
Entonces por el teorema 2.17 existe un moderador ν y un divisor efectivo F tal que
F ∼ ν −D + E, y entonces D − ν ∼ E − F , y para algún divisor D′ ∼ D tenemos
la igualdad D′ − ν = E − F , así que r′ < deg+(D′ − ν) ≤ degE = r(D) + 1.

Elegimos D′ y ν tal que deg+(D′ − ν) alcanza el mínimo. Entonces D′ − ν =

E−F , con E y F divisores efectivos y degE = r′+ 1. Escribimos ν ∼ D−D′+ν ∼
D−E+F . Como ν no es equivalente a un divisor efectivo, tampoco lo es D−E+F ,
y dado que F es efectivo, entonces D − E no tiene un divisor equivalente que sea
efectivo, entonces r(D) < degE = r′ + 1.

Demostración de 3.9. Recordemos que para un moderador ν y su moderador dual
ν̄ tenemos K = ν + ν̄. También podemos escribir degD = deg+D − deg+(−D),
entonces deg+(D′ − ν) − deg+(ν − D′) = degD′ − deg ν = degD′ − g + 1. Por el
lema 3.10:

r(D) + 1 = mı́n deg+(D′ − ν)

= mı́n(degD − g + 1 + deg+(ν −D′))

= degD − g + 1 + mı́n(deg+(ν −K +K −D′))

= degD − g + 1 + mı́n(deg+(−ν̄ + (K −D′)))

= degD − g + 1 + r(K −D) + 1.

Transponiendo términos obtenemos la fórmula de Riemann-Roch.

Ejemplo 3.11. Sea G un grafo 2-arista-conectado de género 1, es decir, G es un
único ciclo de longitud n. En la figura 3.3 tenemos n = 9. Notamos que las curvas
proyectivas no singulares sobre C se clasifican, salvo isomorfismos, con una constante
conocida como la j-invariante. En el caso de grafos que son 2-arista-conectados y
de género 1 se pueden clasificar, salvo isomorfismos, mediante la longitud del ciclo.
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Figura 3.3. Un ciclo. Elaboración propia.

Para g = 1 tenemos como divisor canónico a K = 0, así que para cualquier
divisor D con degD > 0 obtenemos r(K − D) = −1, y aplicando Riemann-Roch
obtenemos r(D) = degD − 1, lo cuál se puede verificar de manera independiente
utilizando el algoritmo de Dhar.

Ejemplo 3.12. Mencionamos una generalización del ejemplo anterior, esta gene-
ralización es estudiada en [17], de donde tomamos la figura 3.4. Numeramos g + 1

vértices como v0, v1, . . . , vg y unimos vi con vi+1 utilizando dos caminos, uno con
li aristas y el otro con mi aristas. El resultado es una cadena de ciclos, como se
muestra conceptualmente en la figura. Cada ciclo γ1, γ2, . . . , γg lo representamos con
un círculo para no tener que representar cada uno de los vértices entre vi y vi+1.

v1 vg−1v0
vg

`1

m1

`g

mg

Figura 3.4. Cadena de ciclos. Tomada de [17].

Uno puede demostrar mediante el algoritmo de Dhar que un divisor es vn-
reducido si y sólo si hay a lo sumo una ficha en los conjuntos γi \ vi para i ≤ n y
γi \ vi−1 para n < i. Es decir, afuera de vn un divisor que esté vn-reducido tiene a lo
sumo dos fichas en cada ciclo γi, y este número decrece a una ficha si excluimos los
extremos del ciclo vi o vi−1. Esto sucede porque el fuego tiene que venir desde los
dos lados para quemar una ficha en el interior de un ciclo.

Supongamos que g = 2g′. El divisor D = (g′ + 1)vg′ tiene rango al menos 1,
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porque vg′ está en el medio de la cadena así que tiene g′ ciclos a su izquierda y g′

ciclos a su derecha, así que al reducir respecto a vi o vi+1 nos da un ciclo γi con al
menos dos fichas, lo cuál es suficiente para vencer cualquier reto de una ficha. Un
argumento similar funciona para g = 2g′−1 and D = (g′+1)vg′ . Por lo tanto hemos
mostrado que para todo género existe un número finito de grafos para los cuales la
conjetura 3.8 es verdadera, es decir que existe un divisor de rango al menos 1 y con
g′ + 1 fichas.

El divisor que usamos es un ejemplo particular. El artículo que hemos citado
caracteriza completamente todos los divisores de rango 1, incluso cuenta cuántos hay.
También bajo ciertas condiciones de generalidad que se le imponen a las longitudes
li y mi uno puede demostrar que ningún divisor de grado g′ tiene rango 1. De esta
cuenta, junto con otros resultados de la teoría, logran dar una nueva demostración
para el teorema clásico de Brill-Noether para curvas algebraicas.
Ejemplo 3.13. Hay varios resultados de la teoría clásica que se trasladan a este
contexto, que se siguen de una manipulación de la fórmula de Riemann-Roch.

(a) r(K) = g − 1.

(b) degK = 2g − 2.

(c) El teorema de Clifford: Sea D ∈ Div(G) con |K − D| 6= ∅, entonces r(D) ≤
1

2
degD.

Recordamos nuestras meditaciones anteriores respecto a la relación entre r(D) y
degD de la sección previa. Habíamos dicho que trivialmente tenemos r(D) ≤ degD

y más allá de eso solamente pudimos analizar ciertos casos. Ahora podemos decir
más, si |K −D| = ∅ entonces obtenemos que precisamente r(D) = deg(D)− g, y en

caso contrario el teorema de Clifford nos da la cota no trivial r(D) ≤ 1

2
degD.

3.3. Un criterio para Riemann-Roch

Cerramos este capítulo reproduciendo el principio de la sección 2 del artículo
[10]. Baker y Norine caracterizan la fórmula de Riemann-Roch con dos propiedades
combinatorias. El poder de esta formulación general ha motivado trabajo posterior
que introduce la formula de Riemann-Roch en objetos llamados grafos métricos y
curvas tropicales.

Repasamos la notación que hemos definido hasta ahora, y así abstraemos los
conceptos y los llevamos a un contexto más general. Sea X un conjunto no vacío y
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sea Div(X) el grupo abeliano libre sobre X, este grupo consiste en las combinaciones
lineales formales de elementos de X, con coeficientes enteros, y un número finito de
términos. La operación de suma es una suma formal.

Los elementos de Div(X),D =
∑

x∈X D(x)x, son llamados divisores. Definamos
degD :=

∑
x∈X D(x). Para D,E ∈ Div(X) decimos que E domina a D, escribimos

E ≥ D, si E(x) ≥ D(x) para todo x ∈ X. Un divisor E es efectivo si E ≥ 0. El
soporte de un divisor, denotado por suppD, es el conjunto {x ∈ X |D(x) 6= 0}.

Sea ∼ una relación de equivalencia en Div(X) que satisface las siguientes con-
diciones de linealidad:

(E1) Si D ∼ D′ entonces degD = degD′.

(E2) Si D1 ∼ D′1 y D2 ∼ D′2 entonces D1 +D2 ∼ D′1 +D′2.

Definimos el sistema lineal de un divisor D como |D| := {E ∈ Div(X) : E ≥
0, E ∼ D}. Los elementos del sistema lineal |D| son todos los divisores efectivos
que son equivalentes a D. Definimos el rango de un divisor como una función r :

Div(X) → {−1, 0, 1, 2, . . . }. Para un divisor D ∈ Div(X), el rango r(D) es el
entero más pequeño tal que existe un divisor efectivo E de grado r(D) + 1 tal que
|D − E| = ∅.

Para un divisor D ∈ Div(X) uno observa r(D) = −1 si y sólo si |D| = ∅.
Un lema fácil de probar, que usamos implícitamente en el ejemplo 3.1, relaciona el
rango de D1 +D2 con los rangos de D1 y D2:
Lema 3.14 (Lema 2.1 en [10]). Para todo D,D′ ∈ Div(X) con r(D), r(D′) ≥ 0,
tenemos que r(D +D′) ≥ r(D) + r(D′).

Como definimos en una sección previa, Divd(X) son los divisores de grado d.
Ahora sea g un entero no negativo, y definamos el conjunto de divisores no especiales
de grado g − 1 como:

N = {D ∈ Divg−1(X) : |D| = ∅}.

Sea K ∈ Div(X) un elemento de grado 2g − 2. El siguiente teorema caracteriza la
fórmula de Riemann-Roch para elementos del conjunto X/ ∼.
Teorema 3.15 (Teorema 2.2 de [10]). La fórmula de Riemann-Roch:

r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g (3.1)

se cumple para todo D ∈ Div(X) si y sólo si para todo D ∈ Div(X) las siguientes
dos propiedades son satisfechas:
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(RR1) Existe ν ∈ N tal que exactamente una de las proposiciones es verdad:
r(D) 6= − 1 y r(ν −D) = −1, o si no r(D) = − 1 y r(ν −D) 6= −1.

(RR2) Si degD = g−1 entonces exactamente una de las siguientes proposiciones es
verdad: r(D) 6= −1 y r(K−D) 6= −1, o si no r(D) = −1 y r(K−D) = −1.

Observación 3.16. (i) Si degD ≥ g en (RR1), entonces deg(ν −D) < 0, así que
r(ν−D) = −1. Uno debe probar que r(D) ≥ 0, lo cuál corresponde a la pregunta 1.6.

(ii) Si hacemos que D = 0 en (RR1) entonces debemos probar que r(ν) = −1,
lo cuál corresponde a la pregunta 1.7.

(iii) En el caso donde X = G y ∼ siendo la equivalencia de disparo de fichas
nos queda que (RR1) es el teorema 2.17. Además (RR2) puede ser demostrado del
teorema 2.17 al hacer que K = DO +DŌ =

∑
v∈G(deg v − 2)v.

(iv) La propiedad (RR2) es equivalente a r(K) ≥ g − 1.
La prueba de la equivalencia entre la fórmula de Riemann-Roch y las condicio-

nes (RR1) y (RR2) sigue argumentos análogos a los que hicimos de manera específica
para grafos. Mencionamos una versión general del lema 3.10, que ahora se vuelve
una consecuencia de RR1.
Lema 3.17 (Lema 2.7 en [10]). Si (RR1) se cumple, para cada D ∈ Div(X) tenemos
que r(D) = mı́n deg+(D′−ν)−1, donde el mínimo se toma sobre todos los divisores
D′ ∼ D y los divisores no especiales ν.

Notamos que la fórmula de Riemann-Roch responde la pregunta de cómo se
comportan los divisores con más de 2g − 2 fichas. Desde este punto en adelante
nos interesarán los divisores con un grado relativamente bajo, es decir aquellos cuyo
comportamiento no sea explicado completamente por la fórmula de Riemann-Roch,
aquellos con |K −D| 6= ∅. Específicamente, la conjetura 3.8 se vuelve ahora nuestro
objeto de estudio.
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4. Ejemplos Numéricos

Este capítulo contiene resultados numéricos obtenidos como evidencia de apoyo
a la conjetura 3.8, es decir calculamos muchos ejemplos donde encontramos para un
grafo G de género g todas las clases de divisores de grado dg/2e + 1 con rango
al menos 1. Los ejemplos son calculados usando un programa, cuyo algoritmo es
descrito y el código fuente se puede encontrar en el apéndice B de este trabajo.

Con el programa de computadora se verificó la conjetura para alrededor de un
millón de grafos aleatorios con un género que varía entre 6 y 12, y un número de
vértices que varía entre 10 y 120. No se encontraron contraejemplos a la conjetura.
Algunos grafos llegaron a estar cerca a ser un contraejemplo, ya que sólo poseen una
única clase de divisores con rango 1.

También exploramos un par de cotas. Como en las secciones anteriores, sean
n y m el número de vértices y de aristas de G respectivamente. Trivialmente, si
tenemos n fichas entonces uno puede obtener un divisor de rango al menos 1 al
colocar una ficha en cada vértice. Por lo tanto la conjetura es verdadera para el caso
n ≤ dg/2e+ 1, es decir cuando n ≤ g/2 + 1 = (m− n+ 1)/2 + 1↔ 3n− 3 ≤ m.

Asumamos m < 3n− 3. Uno puede continuar este juego de las construcciones
utilizando ideas más ingeniosas. Por ejemplo, supongamos que G es un grafo simple
(uno que no tiene aristas múltiples), y sea S un conjunto independiente de G, es
decir, para cada pareja de vértices u, v ∈ S se tiene que no hay arista que los
conecte. Coloquemos una ficha en cada vértice afuera de S, obtenemos un divisor
de rango al menos 1. Tomemos un conjunto independiente máximo, es decir, un
conjunto independiente con el máximo número posible de vértices. La cardinalidad
de tal conjunto se denota α(G), se conoce como el número de independencia de G,
y algunas cotas son conocidas [21]:

α(G) ≥
n∑

i=1

1

1 + deg vi
≥ n2

n+ 2m
> n/7.

La primera desigualdad fue descubierta de manera independiente por los mate-
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máticos Caro y Wei. La segunda desigualdad es una aplicación de la desigualdad de
media aritmética-media armónica que nos da

∑
1/hi ≥ n2/(

∑
hi). El resultado es

que si tenemos alrededor de 6n/7 fichas entonces podemos construir un divisor con
rango al menos 1 al encontrar un conjunto independiente con al menos n/7 vértices,
y luego colocando una ficha en cada vértice del conjunto complemento. Esto es una
pequeña mejora de la cota trivial de tener n fichas.

El autor considera que debería ser posible encontrar una construcción explícita
que cubra el caso cuando n ≤ g < 2n, es decir, si tenemos alrededor de n/2 fichas
nos preguntamos cómo construir explícitamente un divisor de rango al menos 1.
En un sentido intuitivo, tenemos una ficha para cada dos vértices, así que vencer
desafíos de una ficha debería ser sencillo. Quizás métodos probabilísticos puedan ser
usados.

Concluimos entonces que la verdadera naturaleza del problema reside en ejem-
plos donde el número de vértices sea grande comparado con el género. Nos interesa
ganar intuición en este caso. Para eso desarrollamos un programa que dado un grafo
G encuentra todas las clases de divisores en Jac(G) de rango 1. Sabemos que la
cardinalidad de Jac(G) es igual a κ, el número de árboles generadores de G, y que
por el teorema de Kirchhoff este número se puede calcular fácilmente del laplaciano
combinatorio L. Así que conociendo el número de clases de equivalencia de rango 1,
lo podemos comparar fácilmente al número total de clases de equivalencia, y saber
qué tan probable es que un divisor cualquiera resulte tener rango 1.

Describimos el algoritmo que el programa usa, el algoritmo 3. Fijamos un vér-
tice v0, y expresamos las clases de equivalencia con su representante v0-reducido. La
implementación se realizó en el lenguaje Perl (ver apéndice B). La implementación
también incluye una función para generar grafos aleatorios que cumplan con ser
2-arista-conectados. Con esta implementación exploramos la conjetura 3.8.
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Algoritmo 3: Encontrar todas las clases de divisores con rango 1
Datos: Un vértice q ∈ G, una enumeración E1, . . . , EN de todos los

divisores efectivos de grado dg/2e
Resultado: El conjunto R1 de representantes q-reducidos de las clases de

divisores de rango 1.
Función EsRangoUno(D: un divisor efectivo) es

B = suppD;
repetir

Escoger v ∈ G, v 6∈ B;
Ejecutar el algoritmo iterado de Dhar, con argumentos v y D,
hacemos que D1, D2, . . . , DM sean los pasos intermedios del
algoritmo de Dhar;
si DM(v) = 0 entonces

regresar FALSO;
fin
B ← B ∪ suppD1 ∪ suppD2 ∪ · · · ∪ suppDM ;

hasta |B| = n;
regresar VERDADERO;

fin
R1 = {};
para D ← (q) + E1 hasta (q) + EN hacer

si D(v) ≥ deg v para algún v ∈ G entonces
saltarse a la siguiente iteración

fin
Ejecutar el algoritmo de Dhar con argumentos q y D, poner el
resultado en la variable SEQUEMA;
si no SEQUEMA entonces

saltar a la próxima iteración
fin
si EsRangoUno(D) entonces

R1 ← R1 ∪ {D}
fin

fin
Regresar R1.
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La función EsRangoUno funciona para detectar si un divisor es de rango al
menos 1 por el hecho que D es de rango al menos 1 si y sólo si Dv(v) ≥ 1 para
todo v ∈ G, donde Dv ∼ D y Dv está v-reducido. Mantenemos registro de los pasos
intermedios del algoritmo iterado de Dhar, específicamente por cuáles vértices ha
pasado una ficha, para así disminuir el número de veces que necesitamos ejecutar el
algoritmo iterado de Dhar. Cuando vemos que un vértice vj tiene una ficha en un
paso intermedio lo incluimos en el conjunto B. Únicamente reducimos respecto a
vértices afuera de B, es decir vértices para los cuáles aún no hemos visto un divisor
que pueda vencer un reto de una ficha en vj.

Necesitamos probar esto con todas las clases de divisores, así que hacemos
una enumeración exhaustiva de divisores. Lo ideal sería escoger un representante
de cada clase de divisores y correr la función EsRangoUno en cada uno de estos
representantes. Para lograr esto usamos divisores que estén q-reducidos. Podemos
asumir que el divisor q-reducido tiene una ficha en q, porque en caso contrario no
sería de rango 1. Por lo tanto escogemos divisores de la forma D = (q) +Ei, con Ei

efectivo de grado dg/2e. Tenemos en total
(
n−1+dg/2e

n−1

)
divisores que cumplen tales

condiciones. Antes de correr el algoritmo de Dhar en D, revisamos si D satisface
D(v) < deg v para todo v ∈ G, una condición necesaria para ser q-reducido y que es
más rápido de verificar que correr el algoritmo de Dhar. Si el algoritmo de Dhar nos
dice que no es reducido, nos saltamos al siguiente divisor. Si es reducido, entonces
ejecutamos la función EsRangoUno y agregamos el divisor a la lista de divisores de
rango 1 si el resultado sale positivo.

Hay dos posibles optimizaciones al implementar la función EsRangoUno. La
primera es cómo escogemos v ∈ Bc. En nuestra implementación tomamos v ∈ Bc

maximizando deg v. En las pruebas del programa este cambio dió un decremento del
20% del tiempo necesario para computar la respuesta. La justificación heurística de
esto es que estamos probando vértices con una probabilidad mayor de hacer que D
falle ser de rango al menos 1.

La segunda optimización posible es regresar VERDADERO tan pronto como
alguno de los casos intermedios Dj satisfaga que Dj(v) > 0, sin llegar a computar el
divisor reducido DM . Esta optimización hace una gran diferencia cuando el número
de fichas es relativamente grande en comparación con el número de vértices, por
ejemplo al tener cerca de n/2 fichas disponibles. En ese caso se vuelve relativamente
rápido darse cuenta si un reto se puede vencer, pero computar el divisor q-reducido
se vuelve algo lento, porque el número de pasos intermedios depende del número de
fichas afuera de q.

40



El algoritmo está implementado en la función _all_divisors_iterator1, y
puede ser llamado utilizando el método all_rank1 que opera en un objeto de
ChipFiring.

Para obtener ejemplos empezaremos fijando valores para g y para n. Ideal-
mente los grafos que estudiemos deberán ser 2-arista-conectados, porque en caso
contrario por el lema 3.5 existen relaciones de equivalencia triviales entre los vér-
tices, y deseamos utilizar el parámetro n para una descripción estadística de los
grafos. El problema de muestrear aleatoriamente el espacio de grafos que estén 2-
arista-conectados y que tengan un número de vértices dado es muy interesante en
sí mismo, y es no trivial. Dado que nuestro fin no es resolver este problema, nos
contentamos con un procedimiento que genere grafos conectados tales que el grado
mínimo de los vértices es 2. Todo grafo que sea 2-arista-conectado satisface estas
condiciones.

Seguimos un procedimiento sencillo para generar los grafos. Comenzamos con n
vértices. Aleatoriamente seleccionamos parejas para unirlas con una arista. Cuando
un vértice alcanza grado 2, ya no lo consideramos como candidato para hacer una
pareja. Este proceso continúa hasta que todos los vértices tengan grado al menos 2.
Entonces consideramos nuevamente todos los vértices y seleccionamos parejas al azar
para unir con aristas hasta alcanzar el número de aristas necesario para tener el géne-
ro deseado. Al final revisamos si el resultado está conectado. Si uno desea grafos que
sean 2-arista-conectados, entonces en este punto se podría agregar una función que
revise dicha condición. Este código está implementado en la función randomgraph12.
Para poder generar grafos aleatorios se usa el método random_graph, el cuál selec-
ciona entre varios métodos de grafos aleatorios, aunque actualmente sólo tenemos
uno implementado, el que hemos descrito.

Ya con esto podemos generar muchos grafos y procesarlos con nuestro algo-
ritmo. Por motivos de tiempo computacional las muestras tienen un género relati-
vamente bajo. Específicamente trabajamos con género 6 y con género 8 de manera
extensa. Los conjuntos de datos que fueron generados se encuentran en el repositorio
de github https://github.com/AV-2/chipfiring.

Como primer experimento usamos el generador de grafos aleatorios para tomar
90 muestras. Cada muestra contiene por lo menos mil grafos de género 6, todos con
el mismo número de vértices. Hay una muestra de grafos con diez vértices, una de
grafos con once vértices, y así hasta 100 vértices. Entonces usando el algoritmo 3
contamos para cada grafo el número de clases de divisores con rango al menos 1.
La siguiente gráfica resume la información al calcular, para cada valor n de vértices,

41

https://github.com/AV-2/chipfiring


el promedio del número de clases de divisores de rango al menos 1 para la muestra
tomada.
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Figura 4.1. Género 6, promedio de número de divisores de rango 1 en función del
número de vértices. Elaboración propia.

Observamos en la figura 4.1 que a medida que el número de vértices crece,
también crece el número de clases de divisores de rango 1, en promedio. Dado que este
es un comportamiento promedio, vemos un caso específico. Tomamos una muestra
de 96000 grafos con género 6 y 25 vértices. El histograma de la figura 4.2 muestra la
distribución de cuántos grafos tienen un número determinado de clases de divisores
con rango al menos 1.
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Figura 4.2. Género 6, histograma de divisores de rango 1. Elaboración propia.
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Observamos que hay un pico en cinco. La muestra que realizamos tiene 10716
grafos con exactamente 5 clases de divisores de rango al menos 1. Esto es algo
interesante, así que nos preguntamos si en las otras muestras también cinco es el
valor más observado. Revisamos y en efecto, en todas las muestras sucede este
fenómeno. En la gráfica de la figura 4.3 mostramos el porcentaje de grafos de las
muestras que tienen exactamente 5 clases de divisores de rango 1.
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Figura 4.3. Género 6, porcentaje de grafos con 5 divisores de rango 1. Elaboración
propia.

Estos resultados coinciden con una fórmula de conteo dada en el artículo [17].
En el artículo se trata solamente el caso de cadenas de ciclos, y hay unas condiciones
de generalidad para estos grafos (definición 4.1). Los resultados de arriba nos llevan
a creer que también en el caso general habrán condiciones que se le pueden imponer
al grafo para asegurar un conteo de clases de equivalencia de rango al menos 1. Para
g = 6 uno necesita al menos 61 vértices, según la definición 4.1 del artículo citado,
para tener una cadena genérica de ciclos. Es natural entonces que a medida que
el número de vértices se incrementa, en nuestra situación, veamos más grafos con
exactamente cinco clases de equivalencia de rango al menos 1.

Finalmente, graficamos el tiempo promedio que le toma al programa realizar
los calculos en un procesador de 2.5 GHz, en la figura 4.4. De nuestro algoritmo no
hacemos un análisis del tiempo de ejecución, pero dado que el número de divisores
efectivos de grado 4 para un grafo de género 6 tiene crecimiento polinomial a medida
que n se incrementa, y que las otras partes son polinomiales también, esperaríamos
en general un comportamiento polinomial.

Repetimos el experimento con grafos con un género igual a 8. Con género igual a
8 tenemos 5 fichas para formar los divisores, así que el programa necesita más tiempo.
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Figura 4.4. Género 6, tiempo de procesamiento en función del número de vértices.
Elaboración propia.

Por lo tanto sólo pudimos tomar muestras de grafos con un número de vértices entre
10 y 50. Otra vez cada muestra tiene al menos mil grafos, y en cada muestra el
número de vértices es constante. La gráfica de la figura 4.5 muestra el promedio del
número de clases de divisores de rango al menos 1. Aquí encontramos un número
más alto, y nuevamente se da un crecimiento aparentemente lineal respecto a n, el
número de vértices.
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Figura 4.5. Género 8, promedio de número de divisores de rango 1 en función del
número de vértices. Elaboración propia.

Ahora revisamos nuevamente cuál es el número más frecuente, y a diferencia del
caso anterior, nos encontramos con respuestas distintas para cada muestra. Parece
que necesitamos más grafos para poder hacer conjeturas, pero para esto no poseemos
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suficiente poder computacional, o tiempo. El histograma de la figura 4.6 resume los
datos de una muestra que cumple g = 8 y n = 25, en donde 25000 grafos fueron
muestreados. El histograma está recortado, dado que tenemos un grafo con 1022
clases de divisores de rango al menos 1, pero a partir de 300 clases de divisores la
frecuencia cae bastante.
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Figura 4.6. Género 8, histograma. Elaboración propia.

Hay un pico en 24, para el cuál hay 670 grafos que tienen 24 clases de divisores
de rango al menos 1. Ahora mostramos en una gráfica los números más frecuentes
para el conteo de clases de divisores de rango al menos 1. Como hemos indicado ya,
en este caso varía para cada muestra. Además mostramos una gráfica del tiempo en
la figura 4.7.
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Figura 4.7. Género 8, rango y tiempo. Elaboración propia.

Mostramos ahora un ejemplo particular de todos los grafos que hemos mues-
treado. Con este grafo particular tuvimos la idea de estudiar cómo varía el número
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de clases de divisores de rango al menos 1 cuando se le aplican pequeños cambio a
un grafo. Usamos el grafo de la figura 4.8.
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Figura 4.8. Grafo inicial para experimento. Elaboración propia.

Este grafo tiene género 6 y 21 vértices. El número de clases de divisores con
rango al menos 1 es 32. Iniciando en este grafo, escogimos una arista y la subdivi-
dimos en dos, esto se logra insertando un vértice en medio de la arista. Iteramos el
procedimiento y en cada paso calculamos el número de clases de divisores de rango
al menos 1. Escogimos un grafo que tuviera un número de clases de divisores de
rango al menos 1 diferente de cinco de manera deliberada, para poder estudiar la
pregunta de si al agregar más vértices al grafo entonces en algún punto el número
de clases de divisores de rango 1 se incrementa, o si decae hasta llegar a 5, el valor
común que habíamos observado antes. En la gráfica de la figura 4.9 mostramos la
evolución del grafo, específicamente la evolución del número de clases de divisores
de rango al menos 1, hasta llegar a 93 vértices. Inicialmente vemos una caída en el
número de clases de divisores de rango al menos 1, pero dura poco y luego comienza
a crecer a medida que subdividimos más aristas. La relación pareciera ser lineal.
En varios puntos vemos que el número de clases de divisores de rango al menos 1
permanece constante a pesar de las subdivisiones. Esto sucede cuando el grafo tiene
45 vértices por ejemplo. Cuando tiene 69 vértices hay 83 clases de divisores de rango
al menos 1, y este número salta rápidamente a 95 cuando alcanzamos 70 vértices.
Luego continúa con este crecimiento lineal hasta tener 73 vértices, en este punto
alcanza 101. En la siguiente iteración, parece que se corrige el salto que ocurrió en
setenta, porque el número 101 cae a 93.

Estos saltos son interesantes porque sugieren que ciertas longitudes métricas
específicas del grafo pueden crear o imposibilitar un número extra de divisores.
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Figura 4.9. Evolución rango 1. Elaboración propia.

Mostramos el grafo cuando tiene 73 vértices y 101 clases de divisores de rango al
menos 1, en la figura 4.10. Lo llamamos el grafo pez tropical. La manera como han
sido numerados los vértices refleja cómo se hizo el proceso de subdivisión. Respecto a
cómo hemos coloreado los grafos, hemos tomado los divisores de rango al menos 1 y
considerado sus representantes que están v0-reducidos. Inicialmente los vértices son
grises. Un vértice está coloreado si está contenido en al menos uno de los soportes
de los representantes v0-reducidos. Si está contenido en más de un soporte, entonces
el color va cambiando de azul a verde, luego amarillo, naranja y finalmente rojo en
función del número de soportes que incluyen el vértice dado.

Con esta coloración los vértices grises no pertenecen a ninguno de los soportes
de los representantes v0-reducidos. Vemos cómo hay tres regiones entre v9 y v2 que
aparecen totalmente grises. Este es un fenómeno que se repite en otros grafos, el de
tener regiones grises.

Este experimento nos deja con dos preguntas. Primero habría que responder
si es posible hacer crecer el número de clases de divisores de rango al menos 1
de manera indefinida al ir agregando más y más vértices. Segundo, nos podemos
plantear encontrar una explicación a por qué existen dichas regiones de color gris.

47



0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30 31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

Figura 4.10. Grafo pez tropical. Elaboración propia.
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CONCLUSIONES

1. El número total de juegos distintos en un grafo G conexo, con un número de
fichas fijo, es igual al número de árboles generadores que tiene G.

2. En un grafo G conexo y de género g todo juego de disparo de fichas con g

fichas, o más, se puede ganar.

3. En un grafo G conexo y de género g existen juegos de disparo de fichas con
g − 1 fichas que no se pueden ganar. Estos juegos están inducidos por una
orientación acíclica con una sola fuente.

4. Dado un juego en un grafo G conexo, se puede usar el algoritmo iterado de
Dhar para determinar si tiene estrategia ganadora o no. En caso afirmativo,
el algoritmo encuentra una estrategia en particular.

5. En un grafo G de género g la fórmula de Riemann-Roch expresa el rango de
un juego con más de 2g − 2 fichas en función de su número de fichas.

6. Un grafo G conexo y 2-arista-conectado se puede ver como un análogo discreto
de una superficie de Riemann compacta.

7. Hay una cantidad fuerte de evidencia para creer que existe un análogo de la
teoría de Brill-Noether en el contexto de grafos.
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RECOMENDACIONES

1. Los primeros tres capítulos de esta tesis se pueden usar para un curso corto
sobre juegos de disparo de fichas.

2. El estudio del grupo jacobiano de un grafo se puede asignar como tema de
trabajo de graduación, hay muchos resultados del grupo jacobiano a los que
este trabajo de graduación aludió sin entrar a estudiarlos a fondo.

3. Se recomienda agregar el estudio de teoría de grafos y sus aplicaciones a los
temas que se imparten en la licenciatura en matemática aplicada de la Uni-
versidad de San Carlos, por ser un tema con muchas aplicaciones y un amplio
contenido de resultados e investigación actual.
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A. Geometría algebraica

Este apéndice es un pequeño recorrido a través de ciertos aspectos del mundo
de la geometría algebraica. Nuestro resumen tiene un sabor clásico. El propósito
principal es esbozar la motivación detrás de las diversas definiciones y de la teoría
que recopilamos en este trabajo. Esta motivación se logrará al enunciar la fórmula de
Riemann-Roch para curvas algebraicas. La geometría algebraica moderna persigue
alcanzar generalidad absoluta, y al hacerlo la maquinaria técnica se torna pesada
rápidamente. En este apéndice lidiaremos únicamente con variedades algebraicas de
dimensión uno, es decir, curvas algebraicas. En general las variedades algebraicas se
construyen mediante un proceso de pegado de variedades más simples, variedades
afines. Cuando decimos que estas páginas tienen un sabor clásico, nos referimos en
concreto a que únicamente consideraremos curvas afines y curvas proyectivas.

La primera sección define los espacios afines, los espacios proyectivos, y las
curvas inmersas en esos espacios. La segunda sección define el campo de funciones
de una curva algebraica y el orden con el cuál una función se desvanece en un
punto. La tercera sección estudia sistemas lineales y enuncia la fórmula de Riemann-
Roch. Lectores con conocimientos previos se pueden saltar alguna de las secciones
y encontrarán al principio de cada sección la notación relevante que se ha definido
con anterioridad. En este apéndice sea K un campo algebraicamente cerrado.

Para referencias la literatura sobre geometría algebraica es vasta. El libro usual
de referencia, con un poco de geometría algebraica clásica, y gran parte de la geo-
metría algebraica moderna es el libro de Hartshorne [22]. Una buena introducción
a la geometría algebraica para principiantes es el libro de Fulton [19]. Su capítulo 8
contiene una exposición sólida y elemental sobre el teorema de Riemann-Roch para
curvas algebraicas. Las ideas de la demostración que se da ahí sigue una demostra-
ción clásica dada por Alexander von Brill y Max Noether.
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A.1. El espacio afín y el espacio proyectivo

En la teoría clásica una variedad es el conjunto de ceros de un sistema de
polinomios sobre un campo K. Si uno pregunta en cuál espacio vive este conjunto
de ceros, entonces la respuesta más simple es en un espacio afín. La construcción del
espacio afín es sencilla, pero si uno intenta responder preguntas sobre intersecciones
de variedades afines entonces las respuestas sugerirán que al espacio afín le faltan
puntos, esto debido a que algunas intersecciones no suceden. Al agregar estos puntos
se obtiene el espacio proyectivo.

Definimos el n-espacio afín An(K) como el producto cartesiano de K consigo
mismo n veces. Escogemos esta notación para subrayar el hecho de que no vemos
An(K) como un espacio vectorial. Escribimos An por brevedad si se entiende cuál
es el campo base. Un conjunto algebraico es un subconjunto de An de la forma:

V (S) := {P ∈ An |F (P ) = 0 para todo F ∈ S}

para S un subconjunto del anillo de polinomios K[x1, . . . , xn].
Podemos definir una topología si tomamos como los cerrados a todos los con-

juntos algebraicos. Este espacio topológico definido en An es llamado la topología de
Zariski. Recordemos que un conjunto cerrado es irreducible si no es igual a una unión
finita de subconjuntos propios cerrados. Una variedad afín es un conjunto algebraico
irreducible de An. Algunas fuentes no incluyen el requerimiento de ser irreducible, y
de esa manera borran la distinción entre conjuntos algebraicos y variedades afines.

Un tema de interés es la intersección de dos variedades. Preguntas de esta
índole se conocen como teoría de intersecciones. Uno de los primeros resultados
en esta dirección es el teorema de Bézout, el cuál da una formula para contar el
número de intersecciones entre dos curvas bajo ciertas condiciones. Para poner un
ejemplo específico, consideremos dos líneas distintas en el plano afín A2, dadas por
ecuaciones de la forma y = ax+ b. Estas líneas se intersectan si los coeficientes de x
son diferentes, caso contrario las líneas son paralelas y no tienen un punto común.

Por lo tanto las líneas paralelas forman un caso especial a considerar en cual-
quier teorema que hable sobre la intersección de dos rectas. Nos gustaría dar un
tratamiento unificado, que los resultados no tengan que considerar casos especiales
tales como el de las rectas paralelas. La manera como resolvemos este problema es
pensando que estas intersecciones sí suceden pero están afuera del espacio afín. Es
decir, al espacio afín le faltan puntos. Estos puntos son llamados puntos al infinito.
En el caso del plano hay un punto por cada posible dirección que pueda tener una
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familia de rectas paralelas, y entonces decimos que esta familia de paralelas se inter-
secta en dicho punto al infinito. Agregar los puntos al infinito al espacio An resulta
en una construcción llamada el espacio proyectivo Pn(K). Definimos al espacio pro-
yectivo n-dimensional Pn(K) como el conjunto de líneas que pasan por el origen del
espacio vectorial n+ 1-dimensional Kn+1.

Ilustramos la definición para el caso n = 2 para mostrar que el plano proyectivo
se puede ver como el plano afín con los puntos al infinito agregados, y que los puntos
al infinito se encuentran en una recta llamada la recta al infinito. Sea a : x3 = 1 un
plano en K3 que identificamos con A2. Cada punto en a determina una línea única
que pasa a través del origen de K3. Conversamente, una línea a través del origen
tiene dos opciones. Están las rectas que intersectan al plano a, y entonces como esta
intersección sucede en un punto único tenemos que el conjunto de estas líneas está
en biyección con el plano afín A2. En el otro caso están las rectas que no intersectan
al plano a, lo cuál significa que están contenidas en el plano x3 = 0. En el segundo
caso vemos que son todas las líneas que atraviesan el origen de un plano que puede
ser identificado con el espacio vectorial K2, es decir por definición este conjunto es
la recta proyectiva P1(K). Entonces conceptualizamos el plano proyectivo como la
unión del plano afín con una copia de la recta proyectiva P1(K), y a esta recta le
llamamos la recta al infinito.

La recta proyectiva P1(K) es la línea afín con un punto extra agregado, el
punto al infinito∞. El lector puede intentar generalizar estos argumentos al espacio
proyectivo n-dimensional Pn(K), es decir mostrar que se puede considerar Pn(K)

como el espacio An(K) al que le agregamos el espacio Pn−1(K) en el infinito. Una
linea a través del origen de Kn+1 se puede representar de manera única con un
elemento del cociente (Kn+1 − ~0)/ ∼, donde v1 ∼ v2 si existe un λ ∈ K distinto
de cero tal que v1 = λv2. Con esto podemos construir coordenadas homogéneas
[z0 : . . . : zn] para Pn(K). Les decimos homogéneas porque cumplen que [z0 : . . . :

zn] = [λz0 : . . . : λzn] para cualquier λ ∈ K no nulo. De esta forma cada punto del
espacio proyectivo obtiene coordenadas que son únicas, salvo multiplicación de las
coordenadas por un escalar no nulo. Los índices de las coordenadas empiezan en 0,
así que en total tenemos n+ 1 números para especificar las coordenadas.

Dado que el espacio proyectivo n-dimensional puede ser cubierto por un espacio
afín junto con un espacio proyectivo de una dimensión menor, nos preguntamos
si es posible cubrirlo únicamente con espacios afines. Sea Ui el complemento del
conjunto {zi = 0}. Entonces Pn(K) = U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un. Los conjuntos Ui son
conocidos como las cartas afines porque existen mapeos canónicos de Ui hacia el
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espacio afín An (de hecho estos mapeos son isomorfismos, pero nos saltaremos definir
precisamente qué significa un isomorfismo en este contexto). El mapeo de Ui a An

envía [z0 : . . . : zi : . . . : zn] ∈ Ui al punto (z0/zi, . . . , zi−1/zi, zi+1/zi, . . . , zn/zi) ∈ An.
Esto está bien definido porque zi 6= 0.

Debemos modificar ligeramente la definición de una variedad afín para poder
obtener las variedades proyectivas, debido a que en general para un polinomio f ∈
K[z0, . . . , zn] los valores de f(z0, z1, . . . , zn) y los valores de f(λz0, λz2, . . . , λzn) son
diferentes, así que estos polinomios no se pueden interpretar como funciones que van
de Pn(K) a K.

El concepto de raíz, es decir que un punto P de un espacio proyectivo sea raíz de
un polinomio, se puede recuperar si f es un polinomio homogéneo. Recordemos que
el grado de un término zd00 . . . zdnn es la suma de los exponentes,

∑
di. Un polinomio

homogéneo es una combinación lineal de términos del mismo grado. Si f es un poli-
nomio homogéneo de grado d entonces f(λz0, λz1, . . . , λzn) = λdf(λz0, λz1, . . . , λzn).
Por lo tanto concluimos f(λz0, λz1, . . . , λzn) = 0, y vemos que las raíces de un poli-
nomio están bien definidas para puntos proyectivos.

Un conjunto algebraico proyectivo es un subconjunto de Pn(K) de la forma
V (S), donde S es un conjunto de polinomios homogéneos. Nuevamente los sub-
conjuntos algebraicos proyectivos definen una topología de Zariski, y definimos una
variedad proyectiva como un conjunto algebraico proyectivo que cumpla con ser
irreducible.

Ahora sabemos en dónde deben vivir nuestras curvas, y también sabemos que
dichas curvas deben ser variedades. Para terminar de definir qué es una curva de-
bemos formular el concepto de dimensión. Dada una variedad proyectiva X y un
subconjunto propio Y tal que Y es una variedad proyectiva también, a Y le llama-
mos una subvariedad de X. La dimensión de X es la longitud máxima posible n de
una secuencia de contenciones estrictas de subvariedades Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ⊂ Yn ⊂ X.
Notamos que un conjunto con un punto es una variedad de dimensión cero. Las
variedades proyectivas de dimensión 1 son llamadas curvas proyectivas. Así que las
curvas proyectivas son variedades distintas a los puntos cuyas únicas subvariedades
son puntos.

Como mencionamos antes, es posible construir curvas algebraicas de una ma-
nera más general, es decir curvas algebraicas que no son isomorfas a alguna curva
proyectiva. En el teorema de Riemann-Roch vamos a imponer dos condiciones en
las curvas, una que sea una curva no singular y la otra que sea una curva com-
pleta. Que no sea singular y que sea completa son propiedades análogas a la no
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singularidad y a la compacidad en el análisis clásico. Bajo estas condiciones uno
puede demostrar que toda curva algebraica (en el sentido moderno) es completa si
y solo si es isomorfa a alguna curva proyectiva [22, capítulo II, proposición 6.7]. Los
morfismos son mapeos entre curvas que preservan estructuras adicionales (inducen
homomorfismos de su campo de funciones, a ser definido en la próxima sección) y
los isomorfismos son mapeos uno a uno que preserva completamente la estructura.
Por lo tanto considerar curvas inmersas en el espacio proyectivo es suficiente para
nuestros fines.

A.2. Funciones racionales

Notamos con An(K) y Pn(K) el espacio n-dimensionales afín y proyectivo,
respectivamente, sobre el campo K.

En el contexto clásico la fórmula de Riemann-Roch es un resultado relacionado
con los espacios de funciones racionales definidos en una superficie de Riemann (que
en geometría algebraica se piensa como una curva algebraica sobre C, con las con-
diciones extra de no tener singularidades y ser completo). La fórmula de Riemann-
Roch cuenta la dimensión del espacio vectorial de funciones racionales cuando uno
prescribe en dónde se encuentran los polos y el orden de los mismos. Definir una
función racional en una variedad afín es fácil, hacerlo para una variedad proyectiva
es más difícil. Presentamos dos formas con las que uno puede conceptualizar las fun-
ciones racionales en una variedad proyectiva. El lector que desee tener más intuición
respecto a este tema puede trabajar los detalles de cómo se hace para variedades
afines [19, capítulo 2].

Sea X ⊂ Pn(K) una variedad proyectiva. La manera abstracta de definir una
función racional en una variedad es emular la situación clásica del análisis complejo.
Una función racional en una superficie de Riemann se define localmente como una
función meromorfa en cada vecindad abierta, es decir que podemos expresar a la
función como un cociente de polinomios dados en alguna carta de coordenadas, y
luego el objeto global se obtiene pegando la información local.

Una función racional f en una variedad proyectiva X está definida en un con-
junto abierto U ⊂ X si puede ser expresada como un cociente g/h con g, h polino-
mios homogéneos del mismo grado, y que h no se desvanezca en ningún punto de
U . Una función racional global pega una familia de funciones racionales definidas
sobre abiertos de tal forma que las funciones coinciden en las intersecciones de sus
dominios abiertos. Queremos remarcar que todo conjunto abierto es denso en la to-
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pología de Zariski, así que estar definido sobre un conjunto abierto nos da bastante
información sobre la función.

Ahora para poder conceptualizar las funciones de una manera más concre-
ta, que no requiera un proceso de pegado, necesitamos el anillo homogéneo de
coordenadas de X. Sea I(X) el ideal de polinomios homogéneos de K[z0, . . . , zn]

que se desvanece en X. El anillo de coordenadas homogéneo de X se define como
S(X) := K[z0, . . . , zn]/I(X). Lo que hace este cociente es identificar los polinomios
cuya diferencia se desvanece en los puntos de X. Ahora el campo de funciones ra-
cionales K(X) de X es el conjunto de elementos de la forma f/g con f, g ∈ S(X), g
no es idénticamente cero, y los grados de f y de g son los mismos. Las operaciones
del campo son la adición y multiplicación usual de una estructura de campo de frac-
ciones. Las dos descripciones que hemos dado para el campo de funciones resultan
en objetos distintos, pero las estructuras son isomorfas [22, capítulo I, teorema 3.4].

Sea C una curva proyectiva y f ∈ K(C)∗, una función racional diferente de
cero. En análisis complejo uno puede definir el orden con el cuál se desvanece una
función racional en un punto. Para hacer lo mismo en geometría algebraica uno
utiliza los anillos locales que resultan de localizar en un punto P ∈ C. Bajo ciertas
condiciones estos anillos vienen con una valuación discreta natural, y tomamos el
valor de esta valuación discreta como el orden con el cuál la función f se desvanece
en P . Nos saltamos la construcción debido a que requiere una cantidad considerable
de álgebra conmutativa. En su lugar listamos varias de las propiedades deseadas
que tal construcción tiene. Sea f, g ∈ K(C), y P ∈ C. Queremos una función
vP : K(C)→ Z ∪ {∞} que no sea idénticamente cero y que satisfaga:

(a) vP (f) =∞ si y sólo si f = 0.

(b) vP (f + g) ≥ mı́n(vP (f), vP (g)).

(c) vP (fg) = vP (f) + vP (g).

(d) Para una función fija f ∈ K(C), vP (f) es diferente de cero para una cantidad
finita de puntos P ∈ C.

(e) Para una función fija f ∈ K(C),
∑

P∈C vP (f) = 0.

Una función con imagen Z∪{∞} y que satisfaga las propiedades (a) a la (c) se
llama una valuación discreta. Ser capaz de construir la valuación vP es equivalente
a que el punto P sea no singular, también llamado regular [22, Capítulo I, Teorema
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6.2A]. Así que necesitamos que todos los puntos de C sean no singulares, es decir
que C sea una curva no singular, también conocido como regular o suave.

La propiedad (e) tiene su análogo en análisis con el hecho de que la suma de los
polos y las raíces en una superficie de Riemann compacta es igual a cero. El análogo
de compacidad es que la curva sea completa. Formalmente esta condición se enuncia
como una propiedad que ciertos morfismos de la curva deben tener. En estas notas
sólo necesitamos saber que si una curva C es suave y compacta entonces hay una
valuación discreta vP en todos los puntos de C que satisface las propiedades (a)-(e).
Como hemos dicho ya, estas dos condiciones equivalen a pedir que C sea una curva
proyectiva no singular.

A.3. Sistemas lineales de divisores

Sea C una curva proyectiva no singular, y sea vP : K(C)→ Z la valuación en
el punto P ∈ C, que satisfaga las propiedades (a)-(e) de la sección anterior.

Los divisores lineales son objetos que se utilizan para codificar información
acerca de la curva y sus funciones racionales. En particular podemos usar los divi-
sores para estudiar los ceros y los polos de las funciones racionales, para estudiar
la intersección entre dos curvas, e incluso hay generalizaciones a variedades con
dimensiones más altas.

Definimos el grupo de divisores Div(C) de C como el grupo abeliano libre sobre
los puntos de C, es decir, los elementos de Div(C) son combinaciones lineales enteras
de la forma

∑
P∈C D(P )P , donde D(P ) son enteros y sólo una cantidad finita de

coeficientes son distintos de cero. Para los divisores E,D ∈ Div(C), decimos que
E domina a D, E ≥ D, si E(P ) ≥ D(P ) para todo punto P ∈ C. Un divisor
E ∈ Div(C) es efectivo si E ≥ 0. El grado de un divisor es la suma de los coeficientes,
degD =

∑
P∈C D(P ). Denotamos con Divk(C) al conjunto de todos los divisores de

grado k.

A una función f ∈ K(C) le asociamos un divisor de la siguiente forma:

div(f) =
∑
P∈C

vP (f)P.

De la discusión previa sobre las propiedades de vP uno tiene que por (d) el
divisor asociado div(f) es un elemento de Div(C). También el lector puede de-
mostrar que por (c), div(fg) = div(f) + div(g), y esto implica que el conjunto de
divisores div(f) es un grupo abeliano denotado por Prin(C) y llamado el grupo de

59



divisores principales de C. Notamos que deg div(f) = 0 por (e), así que Prin(C)

es un subgrupo de Div0(C), del grupo de divisores de grado 0. Al grupo cociente
Cl(C) := Div(C)/Prin(C) le llamamos el grupo de clases de C. Dado que los ele-
mentos de Prin(C) son de grado 0 entonces cada elemento de Cl(C) tiene un grado
bien definido.

Ahora estamos interesados en controlar los polos de las funciones racionales.
Escogemos un conjunto finito de puntos, y para cada punto un entero que representa
el orden del polo en ese punto. Esta elección puede ser representada con un divisorD.
Por lo tanto uno busca funciones racionales cuyos polos en los puntos especificados
tengan un orden que no sea mayor a los enteros que hemos elegido, es decir se
considera el conjunto:

L(D) = {f ∈ K(C) | div(f) ≥ −D} ∪ {0}

Este conjunto se conoce como el espacio de Riemann. Notamos que L(D) tiene
una estructura natural de espacio vectorial sobre el campo K. De hecho es un subes-
pacio finito dimensional del espacio vectorial K(C). El valor `(D) de esta dimensión
es una medida de cuán grande o cuán pequeños estos espacios son. En estas líneas
la fórmula de Riemann-Roch es uno de los resultados más importantes de la teoría
clásica. La contribución de Bernhard Riemann es en la forma de una desigualdad,
la contribución Gustav Roch fue agregar un término de corrección para hacerla una
igualdad. Vamos a enunciar ambos resultados.

Teorema A.1 (El Teorema de Riemann para curvas algebraicas). Dada C una
curva proyectiva no singular, existe un entero g tal que para todo D ∈ Div(C) se
tiene que `(D) ≥ deg(D) + 1− g. Al entero más pequeño que cumple esa propiedad
se le llama el género de C.

Para poder agregar el término de corrección a la desigualdad de Riemann reque-
rimos construir una clase de divisores conocida como la clase de divisores canónicos
KC ∈ Div(C). Nuevamente nos saltamos los detalles y esbozamos la idea. Uno tiene
que trasladar el concepto de formas diferenciales del análisis hacia la geometría al-
gebraica. Para poder hacer esto, uno trata a las formas diferenciales como símbolos
formales df , con f ∈ K(C) cualquier función racional. Requerimos que estos símbo-
los satisfagan varias reglas (las reglas usuales que los diferenciales deben satisfacer
en análisis, la más importante siendo la regla de Leibniz).

Luego uno tiene que definir el orden de desvanecimiento de un diferencial en un
punto P mediante una valuación, y asociarle un divisor a df de una manera similar
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a como uno asocia un divisor a f . Esto se puede hacer de una manera consistente
porque los diferenciales en curvas algebraicas forman un espacio vectorial sobreK(C)

de dimensión 1. Una consecuencia de esto es que cualquiera dos divisores que vengan
de diferenciales van a ser equivalentes. Entonces hay una única clase de equivalencia
de divisores canónicos, la clase de divisores canónicos. Usamos KC para denotar la
clase o para denotar un representante, dependiendo del contexto.
Teorema A.2 (Riemann-Roch para curvas algebraicas). Sea K un campo algebrai-
camente cerrado. Sea C una curva proyectiva no singular sobre K. Sea g el género
de C determinado como en el teorema de Riemann. Sea KC un divisor canónico
para C. Para cada divisor D ∈ Div(C) se cumple la fórmula de Riemann-Roch:

`(D)− `(KC −D) = deg(D) + 1− g.

No damos una demostración para Riemann-Roch, pero sí vamos a enunciar va-
rias observaciones e identidades que el lector podría usar para demostrar la fórmula.

(i) (Ejercicio 8.13 de [19]) Para un divisor D ∈ Div(C), se cumple la siguiente
desigualdad

`(D − P ) ≥ `(D)− 1.

La igualdad se da para la mayoría de puntos P ∈ C, sólo hay un número finito
de excepciones.

(ii) (El lema de reducción de Noether, sección 8.6 de [19]) Si `(D) > 0 y `(KC −
D − P ) 6= `(KC −D), entonces `(D + P ) = `(D).

Por último en el transcurso de este proyecto trabajamos con grafos, ahí no
podemos construir un objeto totalmente análogo a L(D) porque no tenemos la
estructura de espacio vectorial sobre K. Necesitamos una forma indirecta de medir
L(D), una forma más combinatoria. También tenemos que buscar un procedimiento
que no le asigne tanta importancia a las funciones f ∈ K(C). Notamos que en la
definición de L(D), buscamos funciones f que satisfagan D ≥ − div(f), es decir
D+ div(f) ≥ 0. El divisor efectivo E = D+ div(f) es equivalente a D en las clases
de equivalencia de Cl(C). Entonces una alternativa a considerar el conjunto L(D),
el cuál es un espacio de funciones, es considerar el sistema lineal de D, dado por
|D| = {E ∈ Div(G) |E ≥ 0, E ∼ D}, es decir que consideramos todos los divisores
efectivos equivalentes a D.

Medimos entonces el tamaño de |D|. Las identidades utilizadas para demostrar
la fórmula de Riemann-Roch sugieren una caracterización en términos de cuántos
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elementos de X se le pueden sustraer a D y aún así obtener un espacio de Riemann
no trivial, es decir, cuál es el grado k más alto tal que para cualquier divisor efectivo
E ∈ Divk(C) el conjunto |D − E| es no vacío.
Definición A.3. Definimos el rango de un divisor D ∈ Div(C) como una función
r : Div(C) → {−1, 0, 1, 2, . . . }. Para un divisor D ∈ Div(C), el rango r(D) es el
entero más pequeño tal que existe un divisor efectivo E de grado r(D) + 1 tal que
|D − E| = ∅.

Esta caracterización combinatoria es el corazón de la fórmula de Riemann-Roch
para grafos. Para enlazarlo con el valor de `(D), se puede demostrar:
Teorema A.4 (Lema 2.4 en [4]). Para cada divisor D ∈ Div(C) tenemos r(D) =

`(D)− 1.
Entonces en curvas algebraicas uno puede calcular, ya sea `(D) o r(D), y luego

relacionarlos. En el caso de grafos finitos no podemos definir un análogo de `(D),
pero sí uno de r(D) por lo que lo tomamos como nuestro concepto a estudiar al
momento de emular toda la teoría expuesta en este apéndice.
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B. Código fuente

Para este proyecto utilicé un modulo en Perl llamado ChipFiring.pm escri-
to con el propósito de implementar varios algoritmos de la manera más eficiente
posible. El núcleo principal de este modulo es una función para encontrar todos
los divisores de rango al menos 1 de un grafo G. El modulo también incluye una
función para generar grafos aleatorios, y demás código usado para intentar encon-
trar contraejemplos, o evidencia que apoyara, conjeturas y resultados que se fueron
dando. Documentación, varios programas de ejemplo, y un programa interactivo
chipfiring.pl se pueden encontrar en https://github.com/AV-2/chipfiring.

A continuación se reproduce una versión del código fuente del módulo sin co-
mentarios.
package ChipFir ing ;
use v5 . 2 0 ;
use s t r i c t ;
use warnings ;

use Math : : MatrixReal ;
use Data : : Dumper ;
use Math : : Prime : : Ut i l qw/ factor_exp gcd / ;
use Carp ;
use Math : : Round qw/round / ;
use POSIX qw/ c e i l f l o o r / ;
use DBI ;
use Time : : HiRes qw( gett imeofday tv_inte rva l ) ;

use Class : : Tiny qw/
n m g c
matrix
matr ix_str ing
edges
ne ighbors
l i nk s_s t r i ng
degree s
lap
support
support_lap
v e r t i c e s
v e r t i c e s_so r t ed
det
Li
q
g inve r s e
rank1
rank1_str ing
s i gna tu r e
rank1_db_string
prime_str ing
rank1_div i sors
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empty_divisor
reduced_div i sors
/ , { s i gna tu r e => ’ ’ } ;

our $MAX_ATTEMPTS = 10 ;
our $n ;
our @mat ;
our @lap ;
our @support ;
our @support_lap ;
our @ver t i c e s ;
our @vert i ces_sorted ;
our @empty_divisor ;
our @degrees ;
our $c ;
our $dbh ;
our $table_name ;
our @Li ;
our $det ;

sub _process_graph {

my $ s e l f = sh i f t ( ) ;

@mat = @{ $ s e l f −>{matrix } } ;
$ s e l f −>{n} = scalar @mat i f ( ! $ s e l f −>{n} ) ;
$ s e l f −>{v e r t i c e s } = [ ( 0 . . $ s e l f −>{n} − 1 ) ] ;
$ s e l f −>{empty_divisor } = [ (0) x $ s e l f −>{n} ] ;
$ s e l f −>{support } = [

map {
my @row = @{$_} ;
[ grep { $row [$_] } @{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ]

} @mat
] ;
i f ( ! $ s e l f −>{degrees } ) {

$ s e l f −>{degrees } = [ ] ;
foreach my $ i ( @{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ) {

$ s e l f −>{degrees } [ $ i ] += $mat [ $ i ] [ $_ ]
foreach ( @{ $ s e l f −>{support } [ $ i ] } ) ;

}
}

$ s e l f −>{m} = 0 ;
$ s e l f −>{m} += $_ foreach ( @{ $ s e l f −>{degrees } } ) ;
$ s e l f −>{m} /= 2 ;
$ s e l f −>{g} = $ s e l f −>{m} − $ s e l f −>{n} + 1 ;
$ s e l f −>{c} = $ s e l f −>{g} / 2 + 1 ;

$ s e l f −>{ve r t i c e s_so r t ed } =
[ sort { −1 ∗ ( $ s e l f −>{degrees } [ $a ] <=> $s e l f −>{degrees } [ $b ] ) }

@{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ] ;

for my $ i ( @{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ) {
$ s e l f −>{lap } [ $ i ] = [ map { −$_ } @{ $mat [ $ i ] } ] ;
$ s e l f −>{lap } [ $ i ] [ $ i ] = $ s e l f −>{degrees } [ $ i ] ;

}
$ s e l f −>{support_lap} = [

map {
my @row = @{$_} ;
[ grep { $row [$_] } @{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ]

} @{ $ s e l f −>{lap } }
] ;

$ s e l f −>{matr ix_str ing } = _matr ix2str ing ( @{ $ s e l f −>{ ’ matrix ’ } } ) ;

$ s e l f−>_matrix2l inks ( ) ;
$ s e l f −>{l i nk s_s t r i ng } = _l ink s2 s t r i ng ( @{ $ s e l f −>{edges } } ) ;

}

sub _matrix2l inks {

my $ s e l f = sh i f t ( ) ;
$ s e l f−>_context ( ) ;
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my @edges ;
my @neighbors ;
push @neighbors , [ ] for ( 1 . . $n ) ;

my $ i = 0 ;
for my $vertex ( @ver t i c e s ) {

for my $ j ( $vertex + 1 . . $n − 1 ) {
i f ( $mat [ $vertex ] [ $ j ] > 0 ) {

my @links ;
push @links , [ $ i++, $vertex , $j , 0 , 0 ]

for ( 1 . . $mat [ $vertex ] [ $ j ] ) ;

push @edges , @l inks ;
push @{ $ne ighbors [ $vertex ] } , @l inks ;
push @{ $ne ighbors [ $ j ] } , @l inks ;

}
}

}

$ s e l f −>{edges } = \@edges ;
$ s e l f −>{ne ighbors } = \@neighbors ;

_clean_context ( ) ;
}

sub from_matrix {
my $ s e l f = sh i f t ;
$ s e l f −>{ ’ matrix ’ } = sh i f t ;

$ s e l f−>_process_graph ( ) ;
}

sub from_links {
my $ s e l f = sh i f t ;
my @links = @_;

$ l i n k s [ $_ ] =~ s/\n/ /g foreach ( 0 . . $#l i n k s ) ;

$ s e l f−>from_matrix ( _l inks2matr ix ( @l inks ) ) ;

return $ s e l f ;
}

sub f rom_l inks_f i l e {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $ f i l e = sh i f t ;

open my $fh , ’< ’ , $ f i l e or croak ( "The␣ provided ␣ f i l e ␣ i s ␣ i n e x i s t e n t " ) ;

my $ l i nk_st r ing ;
while (<$fh>) {

chomp($_) ;
$ l i nk_st r ing .= $_;

}
$ s e l f−>from_links ( $ l i nk_st r ing ) ;

return $ s e l f ;
}

sub from_matrix_fi le {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $ f i l e = sh i f t ;

open my $fh , ’< ’ , $ f i l e or croak ( "The␣ provided ␣ f i l e ␣ i s ␣ i n e x i s t e n t " ) ;

my $matr ix_str ing ;
while (<$fh>) {

chomp($_) ;
$matr ix_str ing .= $_ . "\n" ;

}
$ s e l f−>from_matrix_string ( $matr ix_str ing ) ;

return $ s e l f ;
}
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sub from_matrix_string {
my $ s e l f = sh i f t ;

$ s e l f−>from_matrix ( _str ing2matr ix ( $_ [ 0 ] ) ) ;
}

sub random_graph {

my $ s e l f = sh i f t ;
my $n = $ s e l f −>{n} = sh i f t ;
my $g = $ s e l f −>{g} = sh i f t ;
my $method = sh i f t | | 1 ;

my $ i = 0 ;
while (1 ) {

randomgraph12 ( $ s e l f , $n , $g , 1 ) i f ( $method == 1 ) ;

last i f ( $ s e l f−>is_connected ( ) ) ;
croak (

"The␣ requested ␣parameters ␣made␣us␣ reach ␣ the ␣number␣ o f ␣Max␣Attempts␣ be f o r e ␣ f i nd i ng ␣a␣ connected ␣
graph . ␣Probably␣v␣ i s ␣ very ␣high ␣ in ␣ r e l a t i o n ␣ to ␣g , ␣ cons ide r ␣ r a i s i n g ␣ the ␣ va r i ab l e ␣ChipFir ing : :
MAX_ATTEMPTS␣ i f ␣you␣want␣me␣ to ␣ try ␣ harder ␣ to ␣ f i nd ␣a␣graph , ␣ or ␣modifying ␣ the ␣random␣graph␣
generat i on ␣method . ␣Defau l t ␣ value ␣ ten ␣attempts . ␣Attempted␣ $ i ␣ t imes . "

) i f ( ++$ i >= $MAX_ATTEMPTS ) ;
}

return $ s e l f ;
}

sub randomgraph12 {
my $ s e l f = sh i f t ( ) ;
my $n = sh i f t ;
my $g = sh i f t ;
my $method = sh i f t ;
my $m = $s e l f −>{m} = $g + $n − 1 ;
my ( @mat , $r1 , $r2 , $i1 , $ i2 ) ;

my $min_connectivity = $method ;

my @to_connect = ( 0 . . $n − 1 ) ;
my @degrees = (0) x $n ;
push @mat , [ (0 ) x $n ] for ( 1 . . $n ) ;

for ( 1 . . $m ) {
i f ( @to_connect > 1 ) {

my $n = @to_connect ;

$r1 = int ( rand ( $n ) ) ;
$r2 = $r1 ;
$r2 = int ( rand ( $n ) ) while ( $r1 == $r2 ) ;

( $r1 , $r2 ) = ( $r2 , $r1 ) i f ( $r1 < $r2 ) ;

$ i1 = $to_connect [ $r1 ] ;
$ i 2 = $to_connect [ $r2 ] ;

$mat [ $ i1 ] [ $ i 2 ] += 1 ;
$mat [ $ i2 ] [ $ i 1 ] += 1 ;
$degrees [ $ i1 ]++;
$degrees [ $ i2 ]++;

spl ice @to_connect , $r1 , 1 i f ( $degrees [ $ i1 ] > $method ) ;
spl ice @to_connect , $r2 , 1 i f ( $degrees [ $ i2 ] > $method ) ;

}
e l s i f ( @to_connect == 1 ) {

$r1 = $to_connect [ 0 ] ;
$r2 = $r1 ;
$r2 = int ( rand ( $n ) ) while ( $r1 == $r2 ) ;

$mat [ $r1 ] [ $r2 ] += 1 ;
$mat [ $r2 ] [ $r1 ] += 1 ;
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$degrees [ $r1 ]++;
$degrees [ $r2 ]++;

@to_connect = ( ) i f ( $degrees [ $r1 ] > $method ) ;
}

else {
$r1 = int ( rand ( $n ) ) ;
$r2 = $r1 ;
$r2 = int ( rand ( $n ) ) while ( $r1 == $r2 ) ;

$mat [ $r1 ] [ $r2 ] += 1 ;
$mat [ $r2 ] [ $r1 ] += 1 ;

$degrees [ $r1 ]++;
$degrees [ $r2 ]++;

}

}

$ s e l f −>{ ’ matrix ’ } = \@mat ;
$ s e l f −>{ ’ degrees ’ } = \@degrees ;

$ s e l f−>_process_graph ( ) ;

return $ s e l f ;
}

sub subd iv ide {

my $ s e l f = sh i f t ;
my $a = sh i f t ;

my $ s t r i n g ;
my $ i = $ s e l f −>{n} ;

foreach my $edge ( @{ $ s e l f −>{edges } } ) {
$ s t r i n g .= "$edge−>[1] , $ i \n" ;

i f ( $a > 1 ) {
foreach ( 2 . . $a ) {

$ i++;
$ s t r i n g .= $ i − 1 . " , $ i \n" ;

}
}

$ s t r i n g .= "$i , $edge−>[2]\n" ;
$ i++;

}

return $ s t r i n g ;
}

sub subdivide_edge {

}

sub al l_rank1 {
my $ s e l f = sh i f t ;
my ( $div_str , $rank1 , $rank2 ) = ( ’ ’ , 0 , 0 ) ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

my $d i v i s o r s = _a l l_d iv i s o r s_ i t e ra to r1 ( $c − 1 ) ;
$ s e l f −>{rank1} = $d iv i s o r s−>{rank1 } ;
$ s e l f −>{rank1_div i sors } = [ map { $_−>[0] } @{ $d iv i s o r s−>{rank1} } ] ;
$ s e l f −>{rank1_str ing } = join "\n" , map {

$rank1++ i f ( $_−>[1] == 1 ) ;
$rank2++ i f ( $_−>[1] > 1 ) ;
$_−>[0]

} @{ $d iv i s o r s−>{rank1} } ;
$ s e l f −>{t ime_interva l } = $d iv i s o r s−>{t ime_interva l } ;
$ s e l f −>{reduced_div i sors } = $d iv i s o r s−>{reduced_div i sors } ;

my $ l i nk_st r ing = $ s e l f −>{l i nk s_s t r i ng } ;
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$ l i nk_st r ing =~ s/\n//g ;
$ s e l f −>{det } = round (

abs ( Math : : MatrixReal−>new_from_cols ( \@lap )−>minor ( 1 , 1 )−>det ( ) ) )
unless ( $ s e l f −>{det } ) ;

$ s e l f −>{prime_str ing } = join ’∗ ’ ,
map { join ’^ ’ , @{$_} } factor_exp ( $ s e l f −>{det } ) ;

$ s e l f −>{rank1_db_string} = sprintf (
"(’%s ’ , ␣’%s ’ , ␣ %s , ␣ %s , ␣ %s , ␣ %s , ␣ %s , ␣ %s , ␣’%s ’ , ␣ %s , ␣’%s ’ , ␣’%s ’ ) " ,
$ l ink_str ing , $ s e l f −>{rank1_str ing } ,
$rank1 , $rank2 ,
$rank1 + $rank2 , $ s e l f −>{reduced_div i sors } ,
$ s e l f −>{g} , $ s e l f −>{n} ,
$ s e l f−>s igna tu r e ( ) , $ s e l f −>{det } ,
$ s e l f −>{prime_str ing } , $ s e l f −>{t ime_interva l }

) ;

_clean_context ( ) ;

return $d i v i s o r s ;
}

sub all_rank1_energy {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $div_str = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

my $c = $c − 1 ;

my $s = $n + $c − 1 ;
my $ i t e = [ ] ;
push( @$ite , $_ ) for ( 1 . . $c ) ;

push( @$ite , (0 ) x ( $s − $c ) ) ;
my $ l a s t = $c − 1 ;
my $p r ev i ou s_ fa i l u r e = 0 ;
my $div_last = 0 ;
my $ i s_ f i n i s h ed ;
my @div = _convert_div ( $ i t e ) ;
my $burns ;

my @div i so r s ;
my %R1 ;
my %R2 ;
my @reps ;
my $reduced_div i sors ;

my $t0 = [ gett imeofday ] ;

while (1 ) {
my @resu l t ;

for my $ i ( 0 . . $n − 1 ) {
i f ( $div [ $ i ] > 0 ) {

$ r e s u l t [ $_ ] += ( $div [ $ i ] ∗ $Li [ $ i ] [ $_ ] )
foreach ( 0 . . $n − 1 ) ;

}
}
$ r e s u l t [ $_ ] = $ r e s u l t [ $_ ] % $det foreach ( 0 . . $n − 1 ) ;

my $ r e s u l t = join " , " , @resu l t ;

push @reps , \@resu l t i f ( ! defined ( $R1{ $ r e s u l t } ) ) ;

$R1{ $ r e s u l t } = \@div ;

last i f ( $ i s_ f i n i s h ed ) ;

i f ( $ l a s t < ( $s − 1 ) ) {
$ i t e −>[$ l a s t ] = 0 ;
$ l a s t++;
$ i t e −>[$ l a s t ] = $ l a s t + 1 ;

}
else {
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my $sum = 0 ;
for ( 1 . . $c ) {

last i f ! $ i t e −>[ $s − $_ ] ;
$sum++;

}

my $next ;
for ( 0 . . ( $ l a s t − $sum ) ) {

$next = $_ i f $ i t e −>[$_ ] ;
}
$ i t e −>[$next ] = 0 ;
$ i t e −>[ $next + 1 ] = $next + 2 ;

$ i t e −>[ $ l a s t + 1 − $_ ] = 0 for ( 1 . . $sum ) ;
$ i t e −>[ $next + 1 + $_ ] = $next + 2 + $_ for ( 1 . . $sum ) ;

$ l a s t = $next + 1 + $sum ;
}
@div = _convert_div ( $ i t e ) ;
$ i s_ f i n i s h ed = $div [−1] == $c ;

}

for my $ i ( 1 . . $n − 1 ) {
my %in t e r s e c t i o n ;

foreach my $ c l a s s ( @reps ) {
my @class = @$class ;
my @resu l t ;
$ r e s u l t [ $_ ] = ( $ c l a s s [ $_ ] + $Li [ $ i ] [ $_ ] ) % $det

foreach ( 0 . . $n − 1 ) ;
my $ s t r i n g = join " , " , @resu l t ;
$ i n t e r s e c t i o n { $ s t r i n g } = $R1{ $ s t r i n g }

i f ( defined ( $R1{ $ s t r i n g } ) ) ;
}
%R1 = %i n t e r s e c t i o n ;

}

say scalar keys %R1 , "\ t " , tv_inte rva l ( $t0 ) ;

_clean_context ( ) ;

}

sub div i sor_energy {

}

sub a l l_equ iva l en t {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $div_str = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

$div_str = array2div ( _reduce ( 0 , [ _div2array ( $div_str ) ] ) ) ;
return _al l_d iv i s o r s_ i t e ra to r2 ( $c , \&ChipFir ing : : _equivalent_to_reduced ,

$div_str , 0 ) ;

_clean_context ( ) ;

}

sub _equivalent_to_reduced {

my @div = @{ $_ [ 0 ] } ;
my $div = $_ [ 1 ] ;
my $q = $_ [ 2 ] ;

my $div_str ing = array2div (@div ) ;
my $candidate_div = array2div ( _reduce ( $q , \@div ) ) ;
my $rank ;

return $div_str ing i f ( $div eq $candidate_div ) ;
return 0 ;

}

69



sub rank {
my $ s e l f = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

my $rank = _rank ( [ _div2array ( sh i f t ( ) ) ] ) −>[0];

_clean_context ( ) ;

return $rank ;
}

sub reduce {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $q = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

my $reduce = array2div ( _reduce ( $q , [ _div2array ( sh i f t ( ) ) ] ) ) ;

_clean_context ( ) ;

return $reduce ;
}

sub reduce_trace {
my $ s e l f = sh i f t ;
my $q = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;

my $s teps = ( _reduce_footprint ( $q , [ _div2array ( sh i f t ( ) ) ] , 1 ) ) [ 2 ] ;

_clean_context ( ) ;

return $s teps ;
}

sub _rank {

my @div = @{ sh i f t ( ) } ;
my @footpr int = map { $_ > 0 } @div ;
my $rank = 2 ;
my $q = 0 ;

foreach my $ i ( @vert i ces_sorted ) {
next i f ( $ f o o tp r i n t [ $ i ] ) ;
@_ = _reduce_footprint_stop ( $i , \@div ) ;
@div = @{ $_ [ 0 ] } ;
my @newfootprint = @{ $_ [ 1 ] } ;
@footpr int =

map { $ f o o tp r i n t [ $_ ] > 0 | | $newfootpr int [ $_ ] } ( 0 . . $#div ) ;
$rank = ( $rank > $div [ $ i ] ) ? $div [ $ i ] : $rank ;
unless ( $rank ) {

$q = $ i ;
last ;

}
}
return [ $rank , $q ] ;

}

sub _reduce {

my $q = sh i f t ;
my @div = @{ sh i f t ( ) } ;
my $keep_intermediate_steps = sh i f t ;

my @intermediate_steps ;

while ( my $burnt = _burn( $q , \@div ) ) {
push @intermediate_steps , [ @div ] i f ( $keep_intermediate_steps ) ;

}

return \@intermediate_steps i f ( $keep_intermediate_steps ) ;
return @div ;

}
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sub _reduce_footprint {

my $q = sh i f t ;
my @div = @{ sh i f t ( ) } ;
my @footpr int = map { $_ > 0 } @div ;
my $keep_track_intermediate = sh i f t ;
my @intermediate ;

while ( my $burnt = _burn( $q , \@div ) ) {
@footpr int = map { $ f o o tp r i n t [ $_ ] > 0 | | $div [ $_ ] } ( 0 . . $#div ) ;
push @intermediate , ar ray2d iv (@div ) i f ( $keep_track_intermediate ) ;

}

return \@div , \@footpr int , \@intermediate ;
}

sub _reduce_footprint_stop {

my $q = sh i f t ;
my @div = @{ sh i f t ( ) } ;
my @footpr int = map { $_ > 0 } @div ;

while ( my $burnt = _burn( $q , \@div ) ) {
last i f ( $div [ $q ] ) ;
@footpr int = map { $ f o o tp r i n t [ $_ ] > 0 | | $div [ $_ ] } ( 0 . . $#div ) ;

}

return \@div , \@footpr int ;
}

sub i s_connected ( ) {

my $ s e l f = sh i f t ;

$ s e l f−>_context ( ) ;
my $burns = ! _burn( 0 , $ s e l f −>{empty_divisor } ) ;
_clean_context ( ) ;

return $burns ;
}

sub _burn {

no warnings ’ u n i n i t i a l i z e d ’ ;

my $q = sh i f t ;
my $div = sh i f t ( ) ;
my ( @burnt , @is_burnt , @burning , @ f i r e s ) ;
@burnt = ( $q ) ;
@burning = ( $q ) ;
@ f i r e s = @{$div } ;
$ f i r e s [ $q ] = −1;
$is_burnt [ $q ] = 1 ;

while ( scalar @burning > 0 ) {
foreach my $ i ( @burning ) {

$ f i r e s [ $_ ] = $ f i r e s [ $_ ] + $lap [ $ i ] [ $_ ]
foreach ( @{ $support_lap [ $ i ] } ) ;

}
@burning = grep {

push @burnt , $_
i f ( ! $is_burnt [ $_ ] && $ f i r e s [ $_ ] < 0 && ! $is_burnt [ $_]++ )
;

} map { @{ $support_lap [$_] } } @burning ;
}

i f ( scalar @burnt == $n ) {
return 0 ;

}
else {

$ f i r e s [ $q ] += 1 + $div−>[$q ] ;
@{ $div } = @f i r e s ;
return ( \@burnt ) ;

}
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}

sub neighborhood {

return @{ $_[0]−>{ support}−>[ $_ [ 1 ] ] } ;
}

sub div_approximate {

my $ s e l f = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;
my $div = sh i f t ;
my $a = sh i f t ;

my @div_array = _div2array ( $div ) ;

$div =~ s/\d∗v // ;
my @div = sp l i t / \d+v/ , $div ;
@div = grep { $_ >= $a } @div ;
my @approx = ( \@div ) ;

foreach my $ i ( 0 . . $#div ) {
next i f ( $div [ $ i ] < $a ) ;

$div_array [ $div [ $ i ] ] = undef ;
@approx = map {

my @copy = @{$_} ;
map { $copy [ $ i ] = $_; [ @copy ] } $ s e l f−>neighborhood ( $copy [ $ i ] )

} @approx ;
}

@approx = map {
my @copy_div_array = @div_array ;
$copy_div_array [ $_]++ foreach @{$_} ;
array2d iv (@copy_div_array )

} @approx ;

return @approx ;
}

sub some_equivalent {

my $ s e l f = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;
my $div = sh i f t ;
my @reduce = ( $_ [ 0 ] ) ? @{ $_ [ 0 ] } : @ver t i c e s ;
my @equiv ;

}

sub ca l cu la te_Li {
my $ s e l f = sh i f t ;
$ s e l f−>_context ( ) ;
my $q = sh i f t ;
$q++;

my $mat = Math : : MatrixReal−>new_from_rows ( $ s e l f −>{lap } )−>minor ( $q , $q ) ;

my $det = round ( $mat−>det ( ) ) ;
$mat = $mat / $det ;
$mat = $mat−>inve r s e ( ) ;
my @Li ;
$Li [ 0 ] [ $_ ] = 0 foreach ( 0 . . $ s e l f −>{n} − 1 ) ;

foreach my $ i ( 1 . . $ s e l f −>{n} − 1 ) {
$Li [ $ i ] [ 0 ] = 0 ;
$Li [ $ i ] [ $_ ] = round ( $mat−>element ( $i , $_ ) )

foreach ( 1 . . $ s e l f −>{n} − 1 ) ;
}

$ s e l f −>{det } = $det ;
$ s e l f −>{Li } = \@Li ;
$ s e l f −>{g inv e r s e s }{$q} = \@Li ;

}
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sub _div2array {
my @div = @empty_divisor ;

foreach ( sp l i t ( ’ ␣ ’ , $_ [ 0 ] ) ) {
@_ = sp l i t ’ v ’ ;
$div [ $_ [ 1 ] ] += $_ [ 0 ] ;

}

return @div ;
}

sub array2d iv {
my @div ;
for ( @ver t i c e s ) {

push @div , $_ [$_] . ’ v ’ . $_ i f ( $_ [$_] ) ;
}

return join ( ’ ␣ ’ , @div ) ;
}

sub _convert_div {
my $ i t e = sh i f t ;
my @div = @empty_divisor ;
my $ j = 0 ;
for my $ i ( @$ite ) {

i f ( $ i ) {
$div [ $ j ]++;

}
else {

$ j++;
}

}
return @div ;

}

sub _matr ix2str ing {
return join "\n" , map { join "\ t " , @{$_} } @_;

}

sub _str ing2matr ix {
return [ map { [ sp l i t "\ t " ] } sp l i t "\n" , $_ [ 0 ] ] ;

}

sub _l ink s2 s t r i ng {
return join "\n" , map { "$_−>[1] ,$_−>[2]␣" } @_;

}

sub _links2matr ix {
my @mat ;
my ( $n , $i , $ j ) ;
$n = 0 ;

map {
( $i , $ j ) = sp l i t ’ , ’ , $_ ;
$mat [ $ i ] [ $ j ]++;
$mat [ $ j ] [ $ i ]++;
$n = $j i f ( $n < $j ) ;
$n = $ i i f ( $n < $ i ) ;

}
sp l i t ’ ␣ ’
foreach (@_) ;

foreach my $ r e f (@mat) {
@$ref = map { ( $re f −>[$_] ) ? $re f −>[$_] : 0 } ( 0 . . $n ) ;

}

return \@mat ;
}

sub _al l_d iv i s o r s_ i t e ra to r1 {

my $c = sh i f t ( ) ;
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my $s = $n + $c − 1 ;
my $ i t e = [ ] ;
push( @$ite , $_ ) for ( 1 . . $c ) ;

push( @$ite , (0 ) x ( $s − $c ) ) ;
my $ l a s t = $c − 1 ;
my $p r ev i ou s_ fa i l u r e = 0 ;
my $div_last = 0 ;
my $ i s_ f i n i s h ed ;
my $burns = 1 ;

my @div = _convert_div ( $ i t e ) ;
$div [ 0 ] += 1 ;

my @div i so r s ;
my $reduced_div i sors ;

my $t0 = [ gett imeofday ] ;

while (1 ) {
i f ( $burns and ! _burn( 0 , \@div ) ) {

$reduced_div i sors++;

my $rank = _rank ( \@div ) ;
i f ( $rank−>[0] > 0 ) {

my $div_str ing = array2div (@div ) ;
push @divisors , [ $div_str ing , $rank−>[0] ] ;

}
}
else { $burns = 1 }

last i f ( $ i s_ f i n i s h ed ) ;
i f ( $ l a s t < ( $s − 1 ) ) {

$ i t e −>[$ l a s t ] = 0 ;
$ l a s t++;
$ i t e −>[$ l a s t ] = $ l a s t + 1 ;

}
else {

my $sum = 0 ;
for ( 1 . . $c ) {

last i f ! $ i t e −>[ $s − $_ ] ;
$sum++;

}

my $next ;
for ( 0 . . ( $ l a s t − $sum ) ) {

$next = $_ i f $ i t e −>[$_ ] ;
}
$ i t e −>[$next ] = 0 ;
$ i t e −>[ $next + 1 ] = $next + 2 ;

$ i t e −>[ $ l a s t + 1 − $_ ] = 0 for ( 1 . . $sum ) ;
$ i t e −>[ $next + 1 + $_ ] = $next + 2 + $_ for ( 1 . . $sum ) ;

$ l a s t = $next + 1 + $sum ;
}
@div = _convert_div ( $ i t e ) ;
$ i s_ f i n i s h ed = $div [−1] == $c ;

$div [ 0 ] += 1 ;
$div_last = $ l a s t − $c + 1 ;
next

i f ( $div [ $p r ev i ou s_ fa i l u r e ] >= $degrees [ $p r ev i ou s_ fa i l u r e ]
and $pr ev i ou s_ fa i l u r e != 0
and ! ( $burns = 0 ) ) ;

i f ( $div [ $d iv_last ] >= $degrees [ $d iv_last ]
and $div_last != 0
and ! ( $burns = 0 ) )

{
$p r ev i ou s_ fa i l u r e = $div_last ;
next ;

}

}
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print "1" , "\ t " , scalar @divisors , "\ t " , tv_inte rva l ( $t0 ) , "\ t " ;
return {

rank1 => \@div isors ,
t ime_interva l => tv_inte rva l ( $t0 ) ,
reduced_div i sors => $reduced_div i sors

} ;
}

sub _al l_d iv i s o r s_ i t e ra to r2 {

my $c = sh i f t ;
my $ t e s t = sh i f t ;
my @arguments = @_;
my $s = $n + $c − 1 ;
my $ i t e = [ ] ;
push( @$ite , $_ ) for ( 1 . . $c ) ;

push( @$ite , (0 ) x ( $s − $c ) ) ;
my $ l a s t = $c − 1 ;
my $p r ev i ou s_ fa i l u r e = 0 ;
my $div_last = 0 ;
my $ i s_ f i n i s h ed ;
my @div = _convert_div ( $ i t e ) ;
my $burns ;

my @div i so r s ;
my $reduced_div i sors ;

my $t0 = [ gett imeofday ] ;

while (1 ) {
push @divisors , $_ i f ( $_ = &$t e s t ( \@div , @arguments ) ) ;
last i f ( $ i s_ f i n i s h ed ) ;

i f ( $ l a s t < ( $s − 1 ) ) {
$ i t e −>[$ l a s t ] = 0 ;
$ l a s t++;
$ i t e −>[$ l a s t ] = $ l a s t + 1 ;

}
else {

my $sum = 0 ;
for ( 1 . . $c ) {

last i f ! $ i t e −>[ $s − $_ ] ;
$sum++;

}

my $next ;
for ( 0 . . ( $ l a s t − $sum ) ) {

$next = $_ i f $ i t e −>[$_ ] ;
}
$ i t e −>[$next ] = 0 ;
$ i t e −>[ $next + 1 ] = $next + 2 ;

$ i t e −>[ $ l a s t + 1 − $_ ] = 0 for ( 1 . . $sum ) ;
$ i t e −>[ $next + 1 + $_ ] = $next + 2 + $_ for ( 1 . . $sum ) ;

$ l a s t = $next + 1 + $sum ;
}
@div = _convert_div ( $ i t e ) ;
$ i s_ f i n i s h ed = $div [−1] == $c ;

}
return @div i so r s ;

}

sub _al l_d iv i s o r s_ i t e ra to r3 {

my $c = sh i f t ;
my $ t e s t = sh i f t ;
my @arguments = @_;
my $s = $n + $c − 1 ;
my $ i t e = [ ] ;
push( @$ite , $_ ) for ( 1 . . $c ) ;

push( @$ite , (0 ) x ( $s − $c ) ) ;
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my $ l a s t = $c − 1 ;
my $p r ev i ou s_ fa i l u r e = 0 ;
my $div_last = 0 ;
my $ i s_ f i n i s h ed ;
my @div = _convert_div ( $ i t e ) ;
my $burns ;

my @div i so r s ;
my $reduced_div i sors ;

my $t0 = [ gett imeofday ] ;

while (1 ) {
push @divisors , $_ i f ( $_ = &$t e s t ( \@div , @arguments ) ) ;
last i f ( $ i s_ f i n i s h ed ) ;

i f ( $ l a s t < ( $s − 1 ) ) {
$ i t e −>[$ l a s t ] = 0 ;
$ l a s t++;
$ i t e −>[$ l a s t ] = $ l a s t + 1 ;

}
else {

my $sum = 0 ;
for ( 1 . . $c ) {

last i f ! $ i t e −>[ $s − $_ ] ;
$sum++;

}

my $next ;
for ( 0 . . ( $ l a s t − $sum ) ) {

$next = $_ i f $ i t e −>[$_ ] ;
}
$ i t e −>[$next ] = 0 ;
$ i t e −>[ $next + 1 ] = $next + 2 ;

$ i t e −>[ $ l a s t + 1 − $_ ] = 0 for ( 1 . . $sum ) ;
$ i t e −>[ $next + 1 + $_ ] = $next + 2 + $_ for ( 1 . . $sum ) ;

$ l a s t = $next + 1 + $sum ;
}
@div = _convert_div ( $ i t e ) ;
$ i s_ f i n i s h ed = $div [−1] == $c ;

}
return @div i so r s ;

}

sub _context ( ) {
my $ s e l f = sh i f t ;
$n = $ s e l f −>{n} ;
@mat = @{ $ s e l f −>{matrix } } ;
@lap = @{ $ s e l f −>{lap } } ;
@support = @{ $ s e l f −>{support } } ;
@support_lap = @{ $ s e l f −>{support_lap} } ;
@ver t i c e s = @{ $ s e l f −>{v e r t i c e s } } ;
@vert i ces_sorted = @{ $ s e l f −>{ve r t i c e s_so r t ed } } ;
@empty_divisor = @{ $ s e l f −>{empty_divisor } } ;
@degrees = @{ $ s e l f −>{degrees } } ;
$c = $ s e l f −>{c } ;
@Li = @{ $ s e l f −>{Li } } i f ( defined $ s e l f −>{Li } ) ;
$det = $ s e l f −>{det } ;

}

sub _clean_context ( ) {
$n = undef ;
@mat = undef ;
@lap = undef ;
@support = undef ;
@support_lap = undef ;
@ver t i c e s = undef ;
@vert i ces_sorted = undef ;
@empty_divisor = undef ;
@degrees = undef ;
$c = undef ;
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@Li = undef ;
$det = undef ;

}

sub use_database {

my $db_f i l e = $_ [ 1 ] ;
$table_name = $_ [ 2 ] ;

$dbh = DBI−>connect ( " dbi : SQLite : dbname=$db_f i l e " )
or die $DBI : : e r r s t r ;

$dbh−>do(
"CREATE␣TABLE␣IF␣NOT␣EXISTS␣$table_name\_rank1␣ ( graph␣TEXT, ␣ d i v i s o r s ␣TEXT, ␣ rank1␣INT , ␣ rank2␣INT ,

␣ t o t a l ␣INT , ␣ reduced␣INT , ␣g␣INT , ␣v␣INT , ␣ s i gna tu r e ␣TEXT, ␣det ␣INT , ␣ f a c t o r i z a t i o n ␣TEXT, ␣ time␣INT
)"
) ;
$dbh−>do(

"CREATE␣INDEX␣IF␣NOT␣EXISTS␣$table_name\_total ␣ON␣$table_name\_rank1␣ ( t o t a l ) "
) ;

}

sub use_table {
$table_name = $_ [ 1 ] ;

$dbh−>do(
"CREATE␣TABLE␣IF␣NOT␣EXISTS␣$table_name\_rank1␣ ( graph␣TEXT, ␣ d i v i s o r s ␣TEXT, ␣ rank1␣INT , ␣ rank2␣INT ,

␣ t o t a l ␣INT , ␣ reduced␣INT , ␣g␣INT , ␣v␣INT , ␣ s i gna tu r e ␣TEXT, ␣det ␣INT , ␣ f a c t o r i z a t i o n ␣TEXT, ␣ time␣INT
)"
) ;
$dbh−>do(

"CREATE␣INDEX␣IF␣NOT␣EXISTS␣$table_name\_total ␣ON␣$table_name\_rank1␣ ( t o t a l ) "
) ;

}

sub commit_database {

my $ s u f f i x = $_ [ 1 ] ;
my $va lues = $_ [ 2 ] ;

$dbh−>do( "INSERT␣INTO␣$table_name\_$su f f ix ␣VALUES␣ $va lues " ) ;
}

sub BUILD {
ChipFiring−>use_database ( ’ graphs . s q l ’ , ’ graphs ’ ) unless ( $dbh ) ;

}

1 ;
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