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OBJETIVOS

General

Presentar los detalles de la demostraciéon topolégica del teorema de Abel-
Ruffini.

Especificos

1. Establecer las nociones de teorfa de grupos necesarias para introducir al grupo

simétrico e identificar grupos solubles.

2. Introducir las propiedades en el campo de los niimeros complejos, asi como de

las funciones continuas en el mismo.

3. Definir las nociones de funcion algebraica y explicar como se le puede asociar
una superficie de Riemann y las propiedades de un espacio cubriente de n-

hojas.

4. Estudiar el grupo de monodromia de un espacio cubriente para determinar la
imposibilidad de una solucién por radicales para ecuaciones polinomiales de

grado mayor o igual a cinco siguiendo el enfoque de Arnold.
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INTRODUCCION

En los cursos escolares de algebra se ensena a resolver ecuaciones lineales, de
la forma ax + b = 0, donde la solucién es de la forma x = —b/a. También se nos

ensena a resolver ecuaciones de grado dos, de la forma
ar’> +bx+c=0

con la formula que brinda de manera general las soluciones a cualquier ecuacion de

este tipo

b= Vb? — 4dac

2a

T

La formula general para encontrar raices de polinomios cuadraticos fue plan-
teada por los babilonios aproximadamente en el ano 2000 a.C. este tipo de soluciones
fueron motivo de estudio en algebra. Esta formula también ayudoé al desarrollo de los
ntimeros complejos. En algunas ocasiones el discriminante, b? — 4ac, es un niimero
negativo. De esto, surge la idea de un elemento que sea /—1 y mas adelante se
comprueba que la féormula cuadratica también funciona cuando los coeficientes del
polinomio son complejos, esto es por las propiedades de campo, que estudiaremos a

partir del capitulo 2.

Sabemos que estas formulas que dependen de los coeficientes de un polinomio y
operaciones como suma, resta, multiplicacion, division, potencias y radicales existen
para las ecuaciones de grado 1 y 2, pero también existen féormulas generales de
este tipo para grado 3 y 4, que fueron desarrolladas por italianos en la época del

Renacimiento.

A principios del siglo XVI, Scipione del Ferro (1465-1526) encontré un método
para resolver las ecuaciones de la forma x® + ax = b, que mantuvo en secreto hasta
justo antes de su muerte y lo comunicé a su estudiante Antonio Fiore. Actualmente,
sabemos que todas las ecuaciones ciibicas se pueden reducir a esta forma cuando se
permite a a, b ser negativos, pero en aquella época no eran conocidos estos niimeros.

En 1530 Niccolo Fontana, conocido como Tartaglia (1500-1557) anuncié que podia
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resolver dos problemas con ecuaciones ciibicas y fue retado por Fiore. Tartaglia
resolvio los de la forma 23 + ax = b y Fiore no pudo resolver los de la forma

23 + ax? = b, resultando ganador Tartaglia.

Mas adelante, Gerolamo Cardano (1501-1576) persuadio a Tartaglia de revelar
su secreto para resolver las ecuaciones cibicas y él accedié bajo la condicion de
que no se revelara y en caso de que Cardano publicara un libro, le diera crédito al
trabajo de Tartaglia. Afios mas tarde, Cardano descubri6 el trabajo de del Ferro
y lo publicé en un libro en 1545. Luego de eso, el primero sirviente de Cardano y
luego colaborador, Ludovico Ferrari (1522-1565) acepto6 las condiciones de Tartaglia

y terminé por ganarle en competencia y prestigio.

Cardano noté que el método de Tartaglia requeria eventualmente raices de
numeros negativos y probablemente lo publicé sin comprender, fue Rafael Bombe-
i (1526-1572) quien estudi6 a detalle este problema y a quien se le adjudica el

descubrimiento de los nlimeros complejos.

La férmula general para resolver una ecuaciéon de la forma
3 2 _
ar’ +br*+cr+d=0

necesita primero calcular

S =% — 3ac
T = 2b® — 9abc + 27a%d

Con esto, obtenemos

o (,/Si\/T2—4S
- 2

y finalmente las raices son de la forma

1 % S
xk——g—a (b—i—e C+%)7k6{0,1,2},

donde € es una raiz de la unidad (en complejos).

Por ultimo, fue Ferrari, en 1540, quien resolvi6 la ecuacién general de grado
cuatro, que fue publicado en 1545. El desarrollo de este método es bastante extenso,
pero daremos la formula general para este caso a continuacion. Dada una ecuacion
de la forma

art +bx® + cx’ +dr +e =0,
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sus soluciones son de la forma:

b 1 q
= St )-452—2p+ L
T1,2 1a S 2\/ S p—i—S

b 1 q
=—— + 5+ —4/—45%2 -2 o
T34 4a—|— 2\/ p—l—S,

donde p y ¢ son las expresiones

B Sac — 3b?
p= 8a?

b3 — dabc + 8a’d

y P, Q) estan dadas por

oo it VE=A
S/ GRS

r=c? — 3bd + 12ae

con

t = 2¢3 — 9bed + 27b%e + 27ad? — T2ace.

En el estudio de las soluciones de ecuaciones polinomiales, no se logrd encon-
trarlas para grado 5. Paolo Ruffini (1765-1822) a su vez estaba trabajando en la
resolucion de este tipo de ecuaciones, unificando la teoria de ecuaciones con teoria
de grupos, introduciendo la nociéon de orden de un elemento y un grupo, también
demostré que el grupo de permutaciones S; no era soluble, basado en las ideas de
Lagrange, quien en 1770 asoci6 los polinomios con los grupos de permutacion (Villa
Salvador), [2011)). Ruffini, en 1799, realiz6 un primer bosquejo de la prueba de la
imposibilidad de grado cinco, pero no fue aceptada por la comunidad matemaéatica
de la época.

En 1820, el matematico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829) propuso una
solucion general a la ecuacion de grado cinco que dependia de los coeficientes, sin
embargo esta fall6 cuando le pidieron ejemplos, asi que continué estudiando estas
soluciones. En 1824 Abel demostro, con las ideas de Paolo Ruffini y Lagrange, que

no existe una solucion general radical para polinomios de grado cinco o mayor,
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conocido ahora como el teorema de imposibilidad de Abel o teorema de Abel-Ruffini.
La prueba era muy corta y con contenido muy avanzado para los matematicos
contemporaneos, por lo que Abel publicé una nueva version mas extensa de la misma
en 1826. Puede leerse méas detalles en (Schwartz, 2015).

Esto fue importante porque aparte de resolver la pregunta sobre la solubili-
dad de polinomios, brindé un enfoque abstracto, completamente nuevo al algebra,
utilizando los avances mas recientes hasta esa época sobre grupos de simetrias y
permutaciones, inspirando a jovenes matematicos como Galois, Cayley, Hamilton,
Jordan, Kronecker y Sylvester a desarrollar y aplicar teorfa de grupos, anillos, cam-
pos y otras estructuras algebraicas. En otras palabras, condujo al desarrollo del
algebra moderna. Abel trabajé también en andlisis, en ecuaciones integrales y desa-
rroll6 gran parte de la geometria algebraica.

En 1828, Evariste Galois (1811-1832) presenta una prueba de la imposibilidad
de resolver las ecuaciones de grado 5 por radicales, su trabajo fue independiente al
de Abel y se basaba en estructuras matematicas mas abstractas, como extensiones
de campos y descomposiciones de grupos. Esta prueba de Galois fue una de las
aplicaciones de la rama que surgié con su trabajo, ahora llamada Teoria de Galois.

La prueba de Galois fue rechazada por Cauchy por tener puntos en comin con
el trabajo de Abel anos antes. Galois sigui6 trabajando en este y otros temas, en 1830
envia una nueva version a Cauchy, quien esta vez remitio el articulo a Joseph Fourier
(1768-1830), pero Fourier falleci6 poco después de recibir el trabajo de Galois y éste
se traspapelo.

Al morir Galois a temprana edad, su hermano Alfred y su amigo Auguste
Chevalier se encargaron de recopilar el trabajo de Evariste y darlo a conocer a la
academia, llamando la atencién de Liouville. Las obras fueron publicadas en 1846
después de la revision de Liouville, quien declar6 que, en efecto, Galois habia resuelto
el problema de Abel.

En 1885, los matematicos John Stuart Glasham, George Paxton Yung y Carl
Runge presentan una nueva prueba utilizando el enfoque de teoria de Galois, rela-
cionando las propiedades de una ecuaciéon con sus propiedades algebraicas, como su
grupo de Galois, permitiendo hacer la transiciéon del andlisis al algebra. Para mayor
detalle, leer (Villa Salvador, 2011).

Hacia el ano 1963, el matematico Vladimir Igorevich Arnold (1937-2010) pre-
senta una prueba nueva para el teorema de Abel-Ruffini con un enfoque topologico,
que asocia superficies de Riemann a ecuaciones algebraicas, variando sus coeficien-

tes (complejos) y calcular su grupo de monodromia. Arnold presenté esta prueba
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a alumnos de bachillerato en Mosci. Uno de los participantes de este taller, V.
B. Alekseev plasmo por escrito el contenido de las conferencias en su libro Abel’s
theorem in problems and solutions (Alekseev, [2004). Esta referencia autocontenida
introduce fundamentos de teoria de grupos, analisis complejo, superficies de Rie-
mann y grupos de monodromia través de una serie de problemas que se proponen
al lector. Este trabajo de graduacion se basa en gran medida en desarrollar los de-
talles de la presentacion de (Alekseev) [2004). Se complementa la exposicion con el
trabajo de Hannah Santa Cruz (Santa Cruz, 2016)), donde se enfatiza la nocién de
monodromia y el articulo de Henryk Zoladek (Zot, [2000)), que da un tratamiento
mas formal a la demostracion propuesta por Arnold.

Otras referencias al tema son (Akalin, 2016) en su entrada Why is the Quintic
Unsolvable? en el blog “Notes on math, tech, and everything in between”, asi como
(Schwartz., 2015) en su articulo Abel and the Insolubility of the Quintic.

El proposito de este trabajo de graduacion es presentar, basado en las referen-
cias anteriores, los detalles de la prueba del teorema de Abel-Ruffini de manera que
se introduzcan las nociones necesarias para que alumnos, tanto a nivel de licenciatura
como de bachillerato, comprendan cada paso de la demostracion.

Para ello, se introduce primero, en el Capitulo 1, las nociones y propiedades
de grupos finitos, particularmente los grupos de permutaciones y su solubilidad. En
el Capitulo 2 se presentan las bases de andélisis complejo para poder entender el
comportamiento de funciones de variable compleja y soluciones de polinomios con
coeficientes complejos como ejemplo de funciones algebraicas. Esto permite, en el
Capitulo 3, la construccion de superficies de Riemann asociadas a estas funciones
y su estudio como espacios de recubrimiento del pano complejo perforado. Las per-
foraciones corresponden a los puntos singulares de la funcion algebraica. Siguiendo
la idea central de Arnold, se estudia en el Capitulo 4 qué sucede con las hojas del
espacio de recubrimiento cuando rodeamos las singularidades. De esta manera se
asocia a la funcion algebraica un grupo, el grupo de monodromia, cuya solubilidad
esta relacionada con la solubilidad por radicales de la ecuacidén que define la funcion

algebraica.
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1. GRUPOS

Una nocion esencial en matematica es la de un grupo, esto es un conjunto
con una operacion asociada que cumple con ciertas propiedades que le dan una es-
tructura. Los grupos son importantes en la prueba del Teorema de Abel-Ruffini,
especificamente la solubilidad de los mismos. En este capitulo se estudiara la no-
cién de grupo y sus propiedades, asi como operaciones y funciones entre ellos para
comprender su solubilidad, con el fin de asociarla con la solubilidad algebraica de

un polinomio de grado n.

1.1. Conceptos preliminares

Un conjunto GG es una coleccion de elementos bien definidos. Si consideramos
los elementos a; de un conjunto A y le asignamos elementos b; de un conjunto
B, podemos formar pares (a;,b;). Al conjunto de todos los pares de elementos se
le llama producto de los conjuntos A y B y se denota por A x B. Estos pares
pueden escogerse arbitrariamente o relacionarse a través de funciones, como se veréa

a continuacion.

Definicién 1.1. Una funcién f: A — B es un conjunto de pares ordenados donde
para cada a € A existe un b € B tales que (a,b) € f y si (a,b') € f, entonces b =1'.

Al conjunto de elementos de A en la primer coordenada se le llama dominio y
al conjunto formado por los elementos de la segunda coordenada, se llama contra-

dominio o rango. Denotaremos por f(a) al elemento b € B y lo llamaremos imagen
de a bajo f.

Una funcion f: X — Y puede ser:

e Inyectiva: Si dos elementos distintos tienen imagenes distintas, esto es:

r1 # 1y entonces y; = f(x1) # f(22) = vo.



e Sobreyectiva: Si para cada y € Y existe una preimagen x € X tal que
flz) =y.

Definiciéon 1.2. Una funciéon f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva, es decir

que cada elemento y € Y tiene una preimagen x € X y ésta es tinica, denotada por
).
Ejemplo 1.1. Consideremos la funcion f: Z — Z* U {0}
2n, stn =0
fn) = -
—2n—1, sin<O.
Esta funcion manda los niimeros no negativos a los enteros pares y los negativos a

los impares.

Tomemos a,b € Z:

a) Sia#bcona>0yb=0,entonces
fla) =2a #2b= f(b).
b) Sia<0yb<0ya#b entonces
fla)=—2a—1+# —2b—1= f(b).

¢) Sia<0yb=>0 tendran imégenes —2a — 1 y 2b respectivamente.

Por los casos anteriores, f es inyectiva.

Consideremos ahora un elemento ¢ € Z* U {0}.

a) Si c es par, existe un nimero no negativo n = ¢/2 tal que
Fle/2) = 2c/2) = c.

b) Si ¢ es impar, existe un ntumero negativo n = —CJQF—l tal que

c+1 c+1
)= -2
2 2

f(- )-1=c.

Cualquier elemento en el contradominio tiene una preimagen, afirmando la sobre-

yectividad. Por lo tanto, f es una funciéon biyectiva.

Ejemplo 1.2. Consideremos un tridngulo equilatero y las rotaciones o reflexiones de

manera que siga siendo el mismo tridngulo. Es decir, rotando 120°, 240° y reflejando



con respecto a las alturas del mismo. A cada uno de estos movimientos le llamaremos

simetrias del tridngulo equilatero.

B A C
A A C C A B B A A
(a) Triangulo (b) Rotacion 120°. (c) Rotacion 240°.

Figura 1.1. Rotaciones del tridngulo equilatero.

B C A
C A A B B C

(b) Reflexion con respecto (¢) Reflexion con respecto

(a) Reflexion con respecto
a altura 5. a altura 4.

a altura 4.

Figura 1.2. Reflexiones del triangulo equilétero.

Todas estas simetrias son biyecciones del tridngulo en él mismo, ya que se

conserva la cantidad de vértices y la figura en el plano.

Definicién 1.3. Una funciéon biyectiva de un conjunto X en si mismo es tam-
bién llamada permutacién. Definimos al conjunto de permutaciones como Sx :=
{f: X = X | f es biyeccion}, es decir, todas las biyecciones de un conjunto en si

mismo.

Ejemplo 1.3. Consideremos S = {A, B,C} como el conjunto de vértices de un
triAngulo equilatero. Las formas de reordenar un arreglo de 3 elementos son biyec-
ciones, por lo que las llamaremos permutaciones. Resulta ser que las simetrias del

triAngulo equilatero coinciden con todas las permutaciones de sus vértices.

e Rotaciones:

ABCb A B C A B C
a = _— 76:
B C A)’ C A B A B C



o Reflexiones:

A B C g A B C 7 A B C
CcC = s = , =
A C B ¢ B A ¢ A B

Llamaremos al conjunto de permutaciones de los vértices del triAngulo Sj,
las cuales pueden aplicarse una después de otra y siguen siendo una simetria. La
operacion -: Sz x S3 — S5 es llamada composicion de permutaciones. Esta aplica

una transformacion luego de otra, asi la composicion

a.f:<,4 B C):d
C B A

y se puede construir una Tabla de Cayley de Ss, de la siguiente forma:

elalb|c|d]|f
elelal|b|lcld]|f
alal|blel|flc]|d
blblelal|d|f]|c
cleld|flelalb
did|f|lc|blela
flflcldlal|lb]e

Tabla 1.1. Composicion de simetrias del triangulo equilatero o tabla de Cayley de Ss.
Fuente: tomada de (Alekseev, 2004).

Entre las permutaciones existe una tinica que no modifica al tridngulo, la si-
metria e, que corresponde a la funcién identidad. En la tabla puede observarse

que bajo la composicidon, siempre es posible obtener e al componer dos simetrias.

Ejemplo 1.4. La composicion ab = e rotando 120° y luego 240° se obtiene de nuevo
la forma inicial del triAngulo. Anélogamante ba = e. Al elemento b le llamaremos

inverso de a. A continuacidon estudiaremos estos elementos.

Definicién 1.4. sea G un conjunto y g € G, al elemento h tal que gh = hg = e se

le llama inverso de g y se denota por g~ !.

1.2. Grupos

Ya hemos estudiado las permutaciones y algunas de sus propiedades, asi, pode-

mos estudiar también las propiedades para un conjunto arbitrario con una operaciéon
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definida.
Una operaciéon es una funciéon que toma dos elementos y les asigna un tercer
elemento. Cuando al operar dos elementos de un conjunto, siempre el resultado estéa

en el mismo conjunto, se dice que la operacion es cerrada.

Ejemplo 1.5. Consideramos la operacion resta y el conjunto de niimeros naturales,

N. Tomando los pares de elementos en N x N, (8,5) y (5, 8) obtenemos las restas
8—5=3y5—-8= -3,

de donde notamos que en los niimeros naturales, la suma es cerrada, mientras la

resta es cerrada en los enteros, mas no en los naturales.
Definicién 1.5. Sea GG un conjunto con una operaciéon - que satisface:

1. Cerradura o clausura: Para cualesquiera elementos x, y € G, la operacion

xy € G.
2. Asociatividad: Para cualesquiera elementos x, y, 2 € G, (v -y) -z =x - (y - 2).

3. Elemento neutro: Existe un elemento e € GG tal que e-a = a-e = a para cada
a€@G.

4. Emistencia de inversos: Para cada a € G existe un elemento a~! € G tal que

1 1

a-a - =a " -a=E¢€.

Entonces se dice que este conjunto forma un grupo bajo la operacion - y es denotado
por (G,-) o simplemente el grupo G.

Si la operacién es conmutativa, el grupo se llama grupo abeliano.
Ejemplo 1.6.

1. El grupo trivial es el conjunto {e} formado por el elemento neutro con cualquier

operacion.
2. (Z,+) los nimeros enteros con la operacion adicion forman un grupo abeliano.
3. S, el grupo de permutaciones de dos elementos con la composicion.

Ejemplo 1.7. En el ejemplo , vimos que la composicion de permutaciones (si-

metrias del tridngulo equilatero) es cerrada y que todos sus elementos tienen un



inverso. Su elemento neutro es

A B C
e =
A B C
y es unico. Y falta considerar la asociatividad, de la tabla [I.T] tenemos

a(db) =ac=fy

(ad)b = cb = f por lo que
a(db) = (ad)b

y esto se puede verificar para cualesquiera tres elementos en Ss, la operacion es
asociativa.
Por lo tanto S3 con la composiciéon es un grupo, llamado grupo simétrico de

3 elementos.

Definicién 1.6. En general para un conjunto X, Sy con la composicién, forman
un grupo, llamado grupo de simetrias de X. Particularmente, para arreglos de
n elementos (1,2,3,...,n) pueden considerarse todas las permutaciones posibles de
este arreglo. Al grupo formado con el conjunto de todas estas permutaciones con
la operacion composicion, se le llama grupo simétrico de n elementos, denotado
por S, v tienen n! elementos. Estos grupos no son abelianos cuando n > 2, como se
mostrara en el lema

Al considerar cada elemento del arreglo como un vértice de un n-gono regular.
Se obtiene que dentro del conjunto de permutaciones, las que conservan la figura
corresponden a rotaciones del mismo y reflexiones respecto a sus alturas. Estas
simetrias también forman un grupo, llamado grupo diédrico y se denotard por
D,.

En el caso n = 3 se cumple que S3 = D3. En la seccion 1.6 estudiaremos los

grupos simétricos finitos.

Definicién 1.7. A la cantidad de elementos de un se le llama orden del grupo y

se denota por o(G). Existen tanto grupos finitos como infinitos.

Ejemplo 1.8. Consideremos ahora a (Z, -). Este no forma un grupo, ya que dado un
entero a, su inverso multiplicativo a~! no es un entero. Por otro lado, si consideramos
a todos los reales menos el cero (R\ {0}, ), esta propiedad se cumple y por lo tanto

es un grupo abeliano de orden infinito.



Existen ciertas propiedades que caracterizan a un grupo, estas son:

1. El elemento neutro es tinico En efecto, si existen dos neutros, digamos e y é,
se tiene que:

ea = ae = a = éa = aé, de donde:

ea = éa = a, entonces e = é.E]

2. El inverso de un elemento es tinico. Sean a~' y b inversos del elemento a, se

1

tiene aa~! = a~la = e = ab = ba, entonces

a"la = ba, lo que implica que a™! = b.

3. (ab)™' =b"ta"! y, en general,

1 1 1

-1 _ -1 —
(aras...an)" " =a, ...a5 ay .
Un elemento en un grupo G puede operarse cualquier cantidad de veces, en

este caso, a € GG operado n veces se escribe a”. Y dados los elementos de un gru-
po, operados con ellos mismos, se tienen las siguientes propiedades (puede verse la

prueba en (Dummit y Footel 2004), capitulo 1):

e (ah) ! =a.

Sim <0, a™=(a"™)".

De la ultima propiedad, podemos afirmar que las anteriores valen para cada m,n €
Z.

Definicién 1.8. En algunos grupos puede suceder que existe un k, tal que a*

=e,al
minimo entero k (distinto de cero) que cumple esto, se le llama orden del elemento

a en un grupo, denotado por o(a).

'Por la ley de cancelacion:
Si ab = ac entonces b = ¢,

esto es facil de comprobar, multiplicando por el inverso de a en ambos lados de la ecuacion.
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Definicién 1.9. Si el orden de un elemento a es n, entonces todos los elementos

e,a,a’,...,a" ! son distintos. Y si estos son todos los elementos que conforman al

grupo, se dice que es un grupo ciclico de orden n, generado por a. Al elemento

a se le llama generador del grupo y denotaremos a G = {e,a,a?,...,a" '} por

G = (a).

Si el orden de un grupo ciclico generado por a es infinito, lo escribiremos de la

forma (a) = {...,a" % a % e,a,a?,...}.

Ejemplo 1.9. El grupo (Z,+) = (1) es un grupo ciclico infinito, cuyo generador es
1.

Ejemplo 1.10. Las rotaciones de un n-gono regular, con la composicion, forman un
grupo ciclico de orden n cuyo generador es la rotacion de 360°/n (otros generadores

pueden ser aquellos con rotaciones de m * 360°/n donde m es primo relativo con n).

Los grupos ciclicos (de orden n) cumplen con las siguientes propiedades:

1. a™ = e siy solo si m = nd.
Supongamos que, por el algoritmo de la divisiénﬂ, m = nd + r, entonces:

e=a"=a""" =a"a" = (a")a" = ()% = a".

Pero r no excede a n, lo cual contradice que n es el orden de a, a” = e siy
solo si r = 0, asi m = nd.

2. Simcd(m,n) =d y el orden de a es n, el orden de a™ es n/d.
Dado que d|m y d|n, se puede escribir m = ad y n = d y se tiene que:

(am>n/d _ amn/d _ (an)m/d _ (an)a — % — ¢,

Si se toma un entero arbitrario p tal que (a™)? = @™ = e, esto se cumple si y
solo si n | mp, entonces n/d | mp/d, y como « = m/dy f = n/d son primos
relativos, entonces n/d|p, por lo tanto n/d es el minimo p tal que (a™)? = e,

es decir, n/d es el orden de a™.

Ejemplo 1.11. Al dividir un entero m entre n, este niimero genera residuos r tales

que 0 < r < n de manera que el nimero m se escribe como m = nd+r donde r es el

2El algoritmo de la divisién asegura que al dividir un natural m entre uno n se obtendra una
lnica representacion de m, a decir, m = nd 4+ r donde r es un residuo que no excede a n.



residuo. Estos residuos bajo adiciéon forman un grupo ciclico, que puede observarse

con mayor claridad en la siguiente tabla:

0 [|1]12]3 n-1

0 0 |112]3 n-1
1 1 12134 0
2 2 31415 1
3 3 141516 2

n-1 {n-1{n|0|1]...]n-2

Tabla 1.2. Tabla de Cayley de los residuos modulo n.

A partir de dos grupos puede obtenerse un tercer definido por los grupos, G y
H.

Definicién 1.10. El producto directo de los grupos G y H, denotado por G x H
es el conjunto de pares ordenados (g,h) donde g € Gy h € H y tiene un producto
definido por:

(917 hl) ' (92; hg) = (91927 hlh?)?
donde el producto g;g2 es un elemento del grupo G y hihs, del grupo H.

Es facil observar que G x H es un grupo con elemento neutro (eg,ey) y para
cada (g,h) € G x H, su inverso (g,h) "' es (g1, h71). Si G y H son grupos finitos,
se cumple o(G x H) = o(G) o (H).

1.2.1. Homomorfismos e isomorfismos de grupos

Ahora estudiaremos las funciones y tipos de relaciones entre grupos y qué

propiedades de grupos se conservan de acuerdo a la funcién entre ellos.

Definicién 1.11. Si consideramos un funciéon entre dos grupos, ¢: G — F tal
que ¢(ab) = ¢(a)p(b) se dice que ¢ es un homomorfismo de los grupos G y F.

Llamaremos imagen de G bajo ¢ al conjunto de elementos en F' de la forma ¢(g).
En un homomorfismo, ¢ : G; — G5 se preservan propiedades de grupos como:

1. Elemento neutro: es decir que la imagen bajo isomorfismo de e; es el ele-

mento ey ya que por ser isomorfismo, se tiene

¢(a) = dlaer) = d(a)g(er).
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Y esto se cumple sélo si y sblo si la imagen ¢(eq) = es.
2. Elementos inversos: La imagen del inverso de un elemento es el inverso de
la imagen de ese elemento.

Sabemos que ¢(aa™t) = ¢(a)p(a™!) y ¢(e1) = eq, entonces
¢(er) = plaa™) = p(a)p(a™") = ez = p(a) [p(a)] .

3. Orden de un elemento: ¢(a) y a tienen el mismo orden. Supongamos que

o(a) =ny o(¢(a)) = m, entonces:

Sabemos que a™ = e; y ¢(e1) = eq, entonces
o(a)" = ¢(a) - ¢a) - ...- Pp(a) = p(a”) = ¢(e1) = ey de donde m < n.
De forma similar,
d(e1) = ea = Pp(a)™ = ¢(a™), esto implica que 2™ = ey,
entonces n < m por definicion de o (a).

Proposicién 1.1. La composicion de homomorfismos es también un homomorfismo.

Demostracion. Sean ¢: G — F y ¢: F' — H homomorfismos de grupos. Tomando
elementos a,b € G, y la composicion (¢Y¢)(ab) = ¥(é(ab)) = ¥(éd(a)d(b)), don-
de ¢(a),p(b) € F, entonces ¥ (p(a)p(b)) = ¥(p(a))(o(b)), de donde vale que la

afirmacion. 0

Definicién 1.12. Si el homomorfismo ¢ : G; — G, aparte de cumplir para cada
a, b e G1
¢(ab) = ¢(a) - ¢(b),

también es biyectivo, se dice que es un isomorfismo.
Los elementos ¢(a) y ¢(b) pertenecen al grupo Go. El inverso de un isomorfismo,
¢~ 1 Gy — G, es también un isomorfismo, como consecuencia de la biyectividad. Se

escribird G; = G5 cuando el grupo G sea isomorfo al grupo Gs.

Ejemplo 1.12. Todo grupo ciclico de orden n es isomorfo al grupo de residuos
modulo n bajo adicion, bajo el la funcion ¢: Z — (a) tal que m — a™. Estos grupos

se denotaran por Z,
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En los ejemplos v trabajamos con los grupos Z,, a continuacion

veremos una afirmacién importante con estos grupos.
Proposicion 1.1. Z,, X Z, = Z,, siy s6lo si m y n son primos relativos.

Demostracion.

(<) Si m,n son primos relativos, mem(m,n) = mn. Consideremos el elemento
(1,1), donde k(1,1) = (0,0) solo si k es multiplo de m y n, de donde o ((1,1)) = mn.
Por lo tanto el grupo ((1,1)) es el grupo ciclico Z,, x Z,, de orden mn.

(=) Si med(m,n) = d > 1 podemos considerar un elemento (r,s) € Z,, X Z,
y sea k =""/;, se tiene que

k(r,s) = (0,0)

para cualesquiera r,s. De donde cualquier elemento tendria orden menor a mn.

Entonces med(m, n) debe ser 1. O
Proposicién 1.2. Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo a (Z, +).

Demostracion. Consideremos un grupo ciclico infinito G = (g) y la funcion pZ — G
tal que n — ¢", es decir, ¢(n) = g".
Probaremos que ¢ es biyectivo.

Sean m,n € Z, tales que p(m) = p(n), entonces

de donde

dado que o(g) = oo, el unico valor posible para m — n es cero, lo que implica que
m = n. Entonces ¢ es inyectiva.

Por otro lado, G = {g" | n € Z}, es decir que cada elemento de G es la imagen
de al menos un nimero entero. Esto significa que ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, ¢ es una biyeccion y G = (Z,+). Dada la arbitrariedad de G,

esto se cumple para todo grupo ciclico infinito. O

Ejemplo 1.13. El grupo de rotaciones del triangulo equilatero es isomorfo a Zg,

asignando ¢(k) = a*, con k =0,1,2.
Un isomorfismo es una relacion de equivalencia, es decir, cumple:
e Es reflexiva (G = G).
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e Es simétrica (si G; = G4 entonces Gy = G1).

e Es transitiva (si G; = Gy Gy = G3 entonces G = (G3). Esta ultima propiedad

es consecuencia de que la composicion de isomorfismos es isomorfismo.

1.3. Subgrupos

Un grupo es diferente de un conjunto ordinario porque esté dotado de una ope-
racion binaria sobre todo el conjunto, por lo que es natural preguntarse qué sucede
con los subconjuntos del mismo. Para responder esto, estudiaremos qué propiedades

cumplen los subconjuntos bajo la operacion del conjunto original.

Definicién 1.13. Sea (G, -) un grupoy H C G. Si (H, ) es en si mismo un grupo,
se dice que H es un subgrupo de G y se denota por H < GG. Cuando H C G, es

decir, es un subconjunto propio de G, el subgrupo se denota como H < G.

Todo grupo G tiene dos subgrupos triviales, estos son todo G y el conjunto uni-
tario que contiene al elemento neutro, {e}. También pueden generarse subgrupos
ciclicos, dado a € G, de la forma (a) = {e,a,a* a" 1}, con 0 < n < o(g).

Para mostrar que H < G, s6lo es necesario comprobar la existencia del elemento

neutro e inversos en H, ya que la operacion definida en GG es valida para todo el G.
Teorema 1.3.1 (Caracterizacion de subgrupos). H < G si y sdlo si:

1. Sia,be H, entonces ab € H.
2. ec H.

3. Siac H, entoncesa™! € H.
Tanto el elemento neutro como los inversos, coinciden en H y en G.

Demostracion.

(=) Si H es subgrupo entonces es un grupo y vale que la operacion es cerrada
en H, ademaés tiene un elemento e tal que para cada a € H, ae = ea = a, y ya que
e € (G es el tnico elemento que cumple estas propiedades, entonces e es el mismo
en G y H. Como el elemento neutro coincide y H mismo es un grupo, los inversos
a~' € H paracadaa € H.

(<) Dada - operacion cerrada en H con un elemento neutro e € H, para cada

a € H ,a€ G se sigue cumpliendo

ea =ae =a paracadaae H
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Ysia€ Hya '€ H tenemos

-1 _ ,_ -1
aay = e =aag ,

de donde a(_;l = al}l =a~!, por lo que H es un grupo y entonces H < G. O

Ejemplo 1.14. Las rotaciones de un n-gono son un subgrupo de todas las simetrias

del mismo.

Ejemplo 1.15. Sean G| y Gs dos grupos y Hy < G, Hy < G5. El producto
H, x Hy < G x Gs.

Como H; y Hs son grupos, tienen elemento neutro {e;} y {e2} respectivamente,
asi como los inversos de cada elemento. De donde el elemento neutro de H; X Hsy es

(e1,e2) v los inversos, de la forma (a; ', ay '), entonces Hy x Hy < Gy x Gb.

Para cada subgrupo H < G existe una particion de G en subconjuntos. Una
particion es inducida por una clase de equivalencia, es decir, que separa elementos

o subconjuntos por clases. Cada clase es disjunta de la otra.

Definicién 1.14. Sea G un grupo y H < G. Para cada elemento g € G, conside-
remos los conjuntos de la forma gH = {gh | h € H}. A este conjunto se le llama
clase lateral izquierdaﬁ] de H, generada por g. Y analogamente, llamamos clase
lateral derecha al conjunto Hg = {hg | h € H}.

Ejemplo 1.16. Consideremos al grupo de simetrias del tridngulo equilatero y el
subgrupo {e, ¢} donde ¢ es una reflexion, como en el ejemplo . Este es un sub-
grupo, ya que ¢ = e, y es un grupo de orden 2, por lo que es isomorfo a Z,. Entonces

la clase lateral izquierda generada por el elemento a (rotacion de 120°) es:
aH = {ae,ac} = {a, f}

y la clase lateral derecha generada por el mismo elemento es:
Ha = {ea,ca} = {a,d}.

Algunas propiedades de las clases laterales son:
Lema 1.3.1. Sea H < (.

1. Todo elemento de G pertenece a alguna clase lateral de H.

3La funcién f: H — gH tal que h +— gh es biyectiva.
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2. StyexH = yH =zH.
3. St xH yyH tienen un elemento en comin, entonces son iguales.

Demostracion.

1. Dado que e € H para cualquier H < G, cada g € G generarda una clase
gH donde ge = g, entonces g € gH y el resultado es analogo para las clases

laterales derechas.

2. Sea y € xH, entonces y = xh para algin h € H, de donde yh~! = z, entonces
x € yHy, por lo tanto, xtH = yH.

3. Basta tomar x # y tal que x € yH vy, por inciso anterior, tH = yH. O

De esto puede concluirse que:

e = U a;H.

a; €G
e o, HNa;H =( para cadai# j.

Es decir, las clases (izquierdas) son disjuntas o iguales y forman una particion del

conjunto G. Esto es cierto también para las clases derechas.

Proposicién 1.3. Sea G un grupo y H; < G una familia de subgrupos. La inter-

seccion arbitraria de subgrupos H; es un subgrupo de G.

Demostracion. Sabemos que () H; es al menos {e} por definicion de subgrupo. Si
i
() H; # {e} entonces existe al menos un a € [ H;, es decir, a € H; para cada H;:
i i
a) Sia=a"!, entonces (| H; = Z, es un grupo.
i
b) Sia # a~', entonces existe un b € ﬂ H;, donde ab € ﬂH y ademés o' € (| H;
i

por definiciéon de grupo en cada H;.

Por lo tanto (| H; < G. O

Ejemplo 1.17. Regresando al ejemplo [1.16, con la notacién del ejemplo
Se procedera a encontrar tanto las clases izquierdas como derechas del subgrupo

H = {e,c} del grupo de simetrias del triangulo. Recordando que el grupo G =
{67 a? b? C7 d’ f}'
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[zquierda Derecha
aH ={a, f} Ha={a,d}
bH = {b,d} Hb=1{b, [}
cH ={c,e} He={ce}
Por los resultados anteriores se sabe que aH = fH, bH = dH y cH = eH = H; asi
mismo, Ha = Hd, Hb=Hf y Hc = He = H.

Y resulta ser que todas las clases tienen el mismo orden que el subgrupo H y

este niimero cumple con la siguiente afirmacion:

Teorema 1.3.2 (Lagrange). Sea G un grupo finito y H < G. El orden de todo
subgrupo H divide al orden del grupo G. Esto es o(H) | o(G).

Demostracion. Sabemos que G = UGaiH donde cada clase es disjunta y o(aH) =
a; €

o(H) ya que son biyecciones, como se observo en la nota de la definicion [1.14]

Entonces o(G) = ) o (a;H) sobre los representantes (sin repeticiones). Dado que

a; €G
cada clase es de orden o(H), se tiene que o(G) = k o (H). Por lo tanto o(H) |
o(G). [
Al cociente % se le llama indice del subgrupo H y se denota por [G : H].

El teorema de Lagrange tiene como consecuencia:

Corolario 1.3.1. Sea G un grupo finito y a € G. El orden de todo elemento a € G

divide al orden del grupo.

Demostracion. Supongamos que o(a) = m para algin g € G entonces generara un

subgrupo H de la forma H = {e,a,d?, ..., a™ '} que es ciclico, y ademés, o(H) = m
y por el teorema [1.3.2] o(H)| o (G) asi, o(g)| o (G). O

Proposicion 1.2. Un grupo G de orden primo es ciclico y cualquier elemento (dis-

tinto de e) puede ser su generador.

Demostracion. Si el grupo es de orden primo, digamos p, por el teorema [1.3.2] se
tiene que cada subgrupo tendra tnicamente 1 elemento o p elementos. Por consi-
guiente, H = {e} o H = G y sabemos que al tomar un elemento g # e € G sus
potencias generardn un subgrupo ciclico de la forma H = {e,a,da?,...,a" '} = G

entonces G ciclico. O

Proposicion 1.3. Todos los grupos de orden p donde p es un nimero primo son

isomorfos.
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Demostracion. Si se tienen dos grupos GG y G de orden p, se tiene que son ciclicos
del mismo orden, entonces se puede construir una biyeccion ¢ : G; — G5 de manera
que si Gy = {e,ar,a?,...,a" '} y Gy = {e,as,d3,...,a5""}, los asociamos de la
siguiente manera:

¢(ar) = ay,

entonces se cumple
¢a'ay) = ¢(al"™™") = a3 = az'ay = ¢(a]")d(ay).

Y concluimos que G = Gs. ]

Todos los grupos estéan relacionados con subgrupos de un grupo de permuta-

ciones, como afirma el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3 (Cayley). Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo de

permutaciones.

Demostracion. Consideremos la funcion ¢: G — Sg dada por ¥(a) = ¢,, donde
ve: G — G tal que x — ax.

Comenzaremos mostrando que 1 esta bien definida, es decir, que ¢, es una
biyeccion.

Si pa(z) = @p(z), tenemos

ar = bx

y por la ley de cancelacion,

a=b.

Por otro lado, dado ¢,(z) = ax para cada x € G, la imagen de esta funcion
son o(G) elementos distintos. Como G es un grupo, entonces cada elemento tiene
una preimagen. Por lo tanto, ¥ es una biyeccion.

Para concluir, basta mostrar que ¢ es un homomorfismo inyectivo y que su
imagen es un subgrupo de Sg.

Dado 9¥(a) = pu(x), se tiene

P(ab) = pap(r) = abr = a(bx) = Yapp()

y es inyectivo ya que ¢, lo es.

Dada la definicion de ¥ (a) = @,(x), entonces

Im($) = ¢a(G) € Sg. O
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Lema 1.3.2. Los isomorfismos de un grupo con la composicion forman un grupo.

Demostracion. En la proposicion[I.1]se probé que la composicion de homomorfismos
es cerrada v de las propiedades de los isomorfismos, sabemos que conservan elemen-
tos neutros y por ser biyecciones, tienen inversos. La asociatividad puede probarse

de manera similar a la composicién de permutaciones. Entonces es un grupo. O

Definicién 1.15. A los isomorfismos ¢: G — G los llamaremos automorfismos
de G y se denotaran por Aut(G). Y a los automorfismos de la forma ¢: G — G de

la forma ¢, = ara™! se les llama automorfismos internos, denotados por Inn(G).

Nota 1.1. Aut(G) con la composicion forman un grupo. Este es un caso particular del
lema[1.3.2] donde se probo que todos los isomorfismos de grupos con la composicion
son un grupo. En este caso, estamos considerando los isomorfismos de un grupo en
él mismo.

En el caso Inn(G), mostramos que de hecho son automorfismos:

Consideremos ¢q: G — G tal que = — (ab)x(ab) ™!, entonces
bap = abz(ab) ™ = abzb 'a' = ¢ (bxb) = du(dp(7)) = up(x) € Inn(G).

Oqp €8 un automorfismo para cualquier par de elementos a, b € G. Asi, la composicion
es cerrada en Inn(G), de donde Inn(G) < Aut(G).

Ejemplo 1.18. Consideremos el grupo de simetrias del tridngulo equilatero, donde
cada vértice tiene una etiqueta (A, B, C). Al multiplicar dos simetrias, se obtiene
una nueva simetria, que es una permutacion de las letras A, B y C. De esta forma,
existe un isomorfismo entre las simetrias del tridangulo equilatero y las permutaciones
de las 3 letras. Pero el isomorfismo no esta definido de manera tnica, ya que depende

de cémo sean colocadas las letras A, B y C en cada vértice.

A(B)

Figura 1.3. Cambio de notacién en los vértices de un tridngulo equilatero

Como se muestra en la figura, se cambi6 el orden de las etiquetas y esto fue a

(A BC
9=\ ¢ 4
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a la cual llamaremos nueva notacion. Sea h la permutacién correspondiente a la
altura trazada en la figura [I.3] obtenemos

original : (A, B,C) KN
nueva notacion : (B, C, A) A (
Obteniendo de esta forma las permutaciones g y gh respectivamente. Se desea averi-
guar como se ve el cambio de notacion g tras la permutacion h. Para ello se necesita
regresar a la notacién original, esto es, aplicar ¢!, teniendo la notaciéon original,
realizamos la permutacioén h, obteniendo el producto hg~! y por altimo, se cambia

de notacion. El producto final es ghg™!, que es un automorfismo interno.

Cada subgrupo bajo un automorfismo interno es, en general, distinto del origi-
nal, por ejemplo si tomamos un subgrupo que consta de la identidad y la reflexion con
respecto a una altura del tridngulo equildtero, un automorfismo interno lo enviara
al subgrupo que contiene a la identidad y la reflexién con respecto a otra altura. Sin
embargo, existen grupos que son invariantes bajo automorfismos internos, llamados

subgrupos normales, como el subgrupo de rotaciones del tridngulo.

Ejemplo 1.19. Para encontrar los automorfismos del grupo H = {e,c¢} < Ss.

Calculamos tinicamente los elementos generados con la reflexion ¢, ya que aea™! = e

para cada a € G:
aca ' =ach =d

beb™t = bea = f
cccl = =c¢
ded ™t = ded = f
fef==fef=d

Donde f,d, c son las permutaciones que corresponden a las reflexiones con respecto
a las 3 alturas del tridngulo equilatero. Obteniendo asi, los subgrupos: aHa ™! =
fHf ' ={e,d} <G, bHVv ' =dHd ' ={e,f} <GycHc'=H<G.

Definicién 1.16. Sea G un grupo y H < G tal que la imagen de H bajo todos
los automorfismos internos es él mismo, se dice que H es un subgrupo normal de
G, es decir H es subgrupo normal de G si para todo a € H y para todo g € G, el
elemento gag™' € H. Si H es subgrupo normal de G, se escribe H < G.

De esto se deriva el siguiente resultado:

Proposicion 1.4. H es un subgrupo normal de G si y solo si sus clases laterales

izquierdas coinciden con las derechas, es decir gH = Hg.
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Demostracion.

(=) Si H < G, para cada g € Gy para cada h € H, como es invariante bajo
Inn(H), cada ¢,(a) = gag~ = b donde a,b € H, entonces ga = bg, donde ga € gH
y bg € Hg, como es el mismo elemento, se cumple gH = Hg.

(<) Seaa € Ny g € G elementos arbitrarios, como gH = Hg, entonces
ga € gN y ga € Ng, es decir que existe b € N tal que ga = bg , de donde gag~! € N
y dada la arbitrariedad de los elementos escogidos, N = gNg~ !, es decir N <G. O

Proposicion 1.5. Inn(G) < Aut(G).

Demostracién. Sabemos (ver nota que InnG < Aut(G), falta mostrar que es
normal. Sea a € G probaremos que alnn(G)a~! = Inn(G).

Tomemos un elemento arbitrario bgb~! € Inn(G) y el producto
a(bgb™Nat = ab(g)b"ta! = (ab)g(ab)~*

es un nuevo automorfismo interno, entonces es una biyeccion de Inn(G) es Inn(G).
Por lo que Inn(G) < Aut(G). O

Por el teorema sabemos que el orden de todo subgrupo divide al de un
grupo. Cuando el niimero que resulta al dividir el orden del grupo por el del subgrupo

es 2, este subgrupo siempre es normal, en otras palabras:
Proposicion 1.6. Todo subgrupo de indice 2 es normal.

Demostracion. Sea o(G) = m y o(H) = m/2, consideremos H = {ay,as,...,an/2}
entonces H¢ = {an/2+1,an/2+1, ...,a,}. Se tiene que la particion divide a los ele-
mentos que estén o no en H. Dado g € G, g € H si y s6losi gH = H = Hy,
mientras si g ¢ H, implica que g € gH = G — H con las particiones izquierdas, y
andlogamente, g € Hg = G — H, de donde gH = Hyg, es decir H < G. m

Todo subgrupo de un grupo GG genera una particién, como se vio en y
cuando H < GG esta es una relacion de equivalencia.

Si definimos una operacion * entre estas clases, tal que si 1,20 € ©:1H y
Yy1,Y2 € y1H donde x1H,y; H son clases de la particion generada por el subgrupo
normal H, los productos z1y; y x2y> pertenecen a la misma clase.

Sabemos que xo € x1H v yo € y1 H, entonces existen a,b € H tales que x5 = ax;
y Y2 = y1b, como y; H = Hyy, entonces existe ¢ € H tal que ay; = y;c.

asi, el producto x2ys = x1ay,0 = x1y1bc, como bc € H, entonces xays, T1Yy1 €

Ty H.
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De esta forma, multiplicando dos elementos en distintas clases de particién, se
genera el producto: Sea A=xH, B=yH, Ax B =xyN.

Definicién 1.17. La particion generada por H <1 G con la operacion definida an-
teriormente entre elementos de dicha particion, es denotada por G/H y se llama

grupo cociente de G por H.

A continuacion, se verificard que los elementos del grupo cociente bajo esta

operacion forman un grupo.

1. Sean Ty, T, T clases laterales, y supongamos que T; = z; N (i € [1, 3]), enton-
ces
(Ty xTy) « Ty = (x1HooH)xsH = (x1209H )23 H

= l’lfﬂgl’gH = $1H<$21’3H) = Tl * (TQ * Tg)

2. Sea H un subgrupo normal y 7" una clase lateral tal que 7" = bH = Hb para

algin b € G entonces
HT = HbH = (eb)H = H(eb) = Hb =T = bH = (be)H = bHeH = TH,

por lo tanto, HI' =T =TH.

3. Para toda clase lateral T existe 77! tal que TT"! = T7'T = H Sea H =
eH=HeyT=aH,aeG

eH = (aa™")H =aHa 'H =Ta'H

Donde a ' H es la clase T7L.
eH = (a ta)H =a*HaH = a 'HT

Ejemplo 1.20. Consideremos ahora al grupo de rotaciones del triangulo equilatero
como subgrupo de las simetrias del mismo. Los grupos cocientes seran:

Dado G = {e,a,b,c,d, f} y H={e,a, b}, se tiene que G/H = {{e,a,b}, {c,d, f}}
o bien, las clases de equivalencia de los elementos [a] = aH = H y [¢] = cH entonces
G/H ={H,cH} = {H,H°}, donde H® es el complemento de H.

Los grupos cocientes cumplen las siguientes propiedades, ver demostracion en
(Dummit y Foote, 2004):

1. G/{e} =G.
2. G/G = {e}.
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3. (G1 X Ga)/(G1 x {e}) = Gay (G1 x Ga)/({e} x Ga) = G
4. Si H; < Gy y Hy < G, entonces (G x Gy)/(Hy x Hy) = G1/H; X G/ Ho.

Definicién 1.18. En un grupo G, dos elementos a,b € G conmutan si ab = ba.
Cuando estos no conmutan, su grado de no conmutatividad puede medirse con
el producto aba='b~!. Este producto es llamado conmutador de los elementos a
y b. Al grupo formado por los productos finitos de elementos conmutadores se le
llama grupo conmutador o derivado de G, denotado por [G, G| = G'. Notese que
G’ = {e} si el grupo G es abeliano, ya que cualquier elemento de la forma aba=1o!

es igual al elemento e.
Proposicion 1.7. G’ < G.

Demostracion. Sean a,b € G’ entonces ab € G’, con esto tenemos G' = {zy-z5-...-
—17-1
T | 2y = abia; b7 a;, b € G}

1

1. e € G': en efecto, al expresar e = eee 'e~! se obtiene un conmutador, entonces

eec G

2. € G'entoncesz™! € G':

Sea x = aba~'b~!, entonces
= (aba b =) a0 e = bab e
27! también es un conmutador y en efecto
zx ' = aba b bab o = abatab e = abb e = aat = e.

Este principio también se cumple para productos, es decir:

n n -1 1
X:HZ’Z :>X_1: (H[EZ> :sz_l
=1 i=1 i=n

de donde G' < G

3. G' <G siparacada X € G' y paracada g € G, gXg ' € ¢
sea X =[], ; y tomemos gX g~ ' entonces,
1

e(Il, ) g7t = grrzs .. wag ™' =

9r1(g7'9)22(971g) . (97 ) xng ™" = [, (92, g7 ").
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Sustituyendo x; = a;b;a; 'b; ' en gr;g!, se tiene
grig™" = glaba; b )g™" = (gaig™")(gbig™ " )(9a; g~ ) (gt g™,
donde los 1ltimos dos factores son los inversos de los primeros dos factores
(gaig™ ) =(g7") a; g =ga; gy
(gbig™ )™ = (g7) b g = gb g

Que también son conmutadores, por lo tanto, G’ < G. n

Ejemplo 1.21. En las simetrias del tridngulo, los tnicos subgrupos normales son
los triviales G, {e} y las rotaciones H = {e,a,b} . Si tomamos, por ejemplo las
rotaciones y dos elementos a (una rotacion) y f (una reflexion con respecto a una
altura). Tenemos que los inversos de rotaciones son también rotaciones y el inverso
de las reflexiones son ellas mismas, por ser de orden 2. Entonces independientemente
del elemento a escoger, las rotaciones permanecen invariantes, es decir afa™'f~! es

una rotacion y todos los productos volveran a generar a H, asi G' = H.

Proposicion 1.4. Sea G un grupo, G’ es el subgrupo normal més grande de G tal

que G/G' es conmutativo.
Demostracion. Sea G/N con N < G.
e Si G/G' es abeliano. Tomando las clases aG’, bG' y su producto, tenemos

abG’ = (aG")(bG") = ab(a™'b"ba)G’" = ab(b~'a 'ba) = a(bb~)a 'baG’ = baG'.

e Si G/N es conmutativo entonces G’ C N. Como G/N es abeliano, ab = ba €
G/N, de donde abG/N = baG /N, asi

ab(G/N)a *b Y (G/N) = aba *b"*(G/N) = ¢(G/N) = G/N

y todos los elementos de la forma aba='b=! € N entonces N C G'. O
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Figura 1.4. Tetraedro inscrito en un cubo

Ejemplo 1.22. Los vértices B, D, Ay, de la figura forman un tetraedro
inscrito en un cubo. Uniendo los otros vértices, B1, D1, A, C' se formaré un segundo
tetraedro. Las rotaciones del grupo forman un grupo, C E], donde dada una rotacion
del cubo, se producird una rotacion que deje fijos ambos tetraedros o los intercambie
entre si.

Las rotaciones que dejan fijos a los tetraedros forman un subgrupo normal de
las rotaciones del cubo. Las rotaciones de un tetraedro forman un grupo 7" dentro
del grupo de rotaciones del cubo, por lo que 7' < S, més atun, 7' < C, ya que una
rotaciéon ¢ y su inversa ¢!, ambas intercambian o dejan fijos a los tetraedros, es

decir T' = ¢T'g~! y puede mostrarse que C' = T y ademéas hay un homomorfismo de
T en C.

Anteriormente, vimos que los homomorfismos ¢: G — F' preservan el elemento
neutro, inversos y el orden de un elemento, en el caso de la conmutatividad, tenemos

que Si G es conmutativo, F también.

Si G es conmutativo, ab = ba, entonces ¢(ab) = ¢(ba), y tenemos que

Por lo tanto

Entonces F es conmutativo, por otro lado, el reciproco no es cierto, ya que si tenemos

F' conmutativo,

pero ¢ es una funcion sobreyectiva, entonces ¢(a) puede tener més de una preimagen,

4ver (Alekseev, [2004), Cap 1.12.
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digamos a’ # a, entonces

¢~ ()¢ (a) = ba’
¢~ (a)o~' (b) = ab,

entonces ba’ = ab, de donde ba # ab, por lo que G no es necesariamente conmutativo.

1.3.1. Homomorfismos y subgrupos

Estudiamos los homomorfismos de grupos y veremos ahora qué propiedades de

los subgrupos se conservan bajo homomorfismos.

Dado un grupo G, H C G y un homomorfismo de grupos ¢ : G — F. Al
conjunto de elementos que tienen al menos una preimagen en H es llamado la
imagen de H por el homomorfismo ¢ y se denota por ¢(H). Asimismo, si se tiene
P C F, al conjunto de elementos cuya imagen estan en P es llamado la preimagen de
P bajo el homomorfismo ¢ y se denota por ¢! (P). En consecuencia ¢~ (P) C H,

pero no es necesariamente igual{’|

1. Si H < G, entonces ¢(H) < F.

2. Si N < F, entonces ¢~ }(N) < G.

Estas propiedades también son validas para subgrupos normales, es decir:

3. Sea H < G, entonces ¢p(H) < F.

4. Si H< F, entonces ¢ '(H) < G.

Para el grupo derivado, se cumple:

5. Considérese G’ y I’ entonces ¢(G') C F' y G' C ¢~ (F").

6. ¢(G') = F', sin embargo G’ # ¢~ *(F").

Estas afirmaciones son necesarias para definir a un grupo soluble, la demostracién de las mismas
puede verse en el capitulo 1.14 de (Alekseev, [2004).
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G i

Figura 1.5. En este homomorfismo de grupos, puede notarse que la imagen del homomor-
fismo no es necesariamente igual a todo el conjunto F'. Fuente: imagen tomada de(Alekseev,
2004)).

Definiciéon 1.19. Sea G un grupo y N < G. El homomorfismo ¢: G — G/N se
llama homomorfismo natural y es sobreyectivo. En el caso del subgrupo trivial
{e}, ¢ es una biyeccion, por lo que G = G/{e}. A cada subgrupo normal corres-
ponde un homomorfismo y cada homomorfismo sobreyectivo puede verse como un

homomorfismo natural con un subgrupo normal adecuado.

Definiciéon 1.20. Al conjunto de elementos en G tal que ¢(g) = ep se le llama

niicleo de ¢ y se denota por ker(¢).

En todo homomorfismo de grupos ¢: G — F', el ntcleo esta bien definido. En
el caso de que ¢: G — F sea sobreyectivo, entonces un elemento en el grupo F

puede tener més de una preimagen, en particular, o(ker(¢)) > 1.
Proposicion 1.8. ker(¢) < G.

Demostracion. ker(¢) ={g € G| ¢(g9) = er}.
Sea ¢(a) = er v ¢(b) = ep, entonces

o(ab) = ¢(a)p(b) = erper = er por lo que ¢(ab) € ker(¢).

Por otro lado, si a € ker(¢), entonces a~' € ker(¢), y se cumple

dlaa™t) = ¢(a)p(a™) = ¢(a) [#(a)] " = eper! = epentonces [p(a)]” € ker(¢).

De esto, ker(¢) < G.

Considérese ahora ¢(gag™'), entonces se tiene que

dlgag™") = d(9)p(a)(g™") = dlg)er [(9)] " = d(9) [6(9)] " = e,
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de donde ¢(gag™') € ker(¢) y por lo tanto ker(¢) <1 G. O

Teorema 1.3.4 (Primer teorema de isomorfia). Sea ¢ : G — F un homomorfismo
de grupos. Entonces G/ker(¢) = F.

Demostracion. Para demostrar que ¢ : G/ ker(¢p) — F es isomorfismo, se mostrara

que:

a) 1¥: G/ ker(¢) — F esta bien definido.

Sea g € G arbitrario, consideremos la correspondencia g ker(¢) — ¢(g), esta esta

bien definida, ya que no depende de la clase g ker(¢) que se escoja.

b) 1 es homomorfismo biyectivo.

Sean g, € G, entonces gker(¢), ¢’ ker(¢) € G/ ker(¢).

Y(gker(¢)g ker(p)) = ¥(g99') = ¥(9)v(g') = ¥(gker(¢))(g ker(¢)),

entonces es homomorfismo y supongase que (g ker(¢) = 1(¢' ker(¢)), de donde

gker(¢) = g'ker(¢),

dado que g € gker(¢) y ¢’ € ¢’ ker(¢), entonces

d(g) = Y(gker(¢)) = (g ker(¢)) = ¢(g).

De donde gker(¢) = ¢’ ker(¢) entonces 9 es inyectiva, ahora bien, dado que ¢ es
sobreyectivo, para todo f € F existe algin g € G tal que ¢(g) = f vy sabemos
que g € gker(¢) entonces

Y(gker(¢)) = ¢(g) = f.

Entonces 1 es también sobreyectiva, por lo que 1 es biyectiva. O

Proposicion 1.9. Sea N1 <G y Ny <G, entonces N1 X Ny <G X G g % &
Gl/Nl X GQ/NQ

Demostracion. Del ejemplo [1.15]se tiene este resultado para subgrupos, falta mos-
trar que conserva la condicion de ser subgrupo normales. Dado que % >~ G1/N; x
Go /Ny, vemos que ¢ : G1 X Gy — G1/N; X Go/Ny es el homomorfismo natural, en-

tonces es sobreyectivo.
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Si consideramos ker(¢), es de la forma

?((91,92)) = (6(91), #(g2))donde ¢((g1, g2)) = (eG1/Ni, eGa/Na),

que son las clases laterales que contienen a e en cada cociente G1/N; y G/Ny v esto

si y so6lo si

Cb(gl) = Gl/Nl
¢(92) = G2/N2

si y s6lo si ker(¢p) = Ny X N, por lo tanto, Ny X Ny < Gy X Gs. O

1.4. Grupos solubles

Otra clase de grupos tan importantes como los grupos abelianos son lo grupos
solubles. Su nombre proviene de que la posibilidad de resolver ecuaciones algebraicas
por radicales, que depende de la solubilidad de los grupos que asociaremos en el
Capitulo 3 a este tipo de ecuaciones.

Si G es un grupo y G’ su conmutador. Como G’ es un grupo, puede considerarse

también su conmutador de manera recursiva, generando asi la serie derivada,
G, G GG GW G = (G},
donde G = G™=1’ y por la proposicion , se cumple que
G"M <GV g.. . <aG"aG <G,

Definicién 1.21. Si la serie derivada, {G(j)}jeN termina para algin ntimero entero

n, es decir G™ = {e} se dice que el grupo G es soluble.

Ejemplo 1.23. Para todo grupo abeliano G, se cumple que G’ = {e}, entonces la

serie derivada termina para n = 1.
Si un grupo es soluble, se cumpliran las siguientes proposiciones:
Proposicién 1.10. Todo subgrupo de un grupo soluble es soluble.

Demostracion. Si H < G entonces H' C G’ y cada HY) C GY dado que G soluble,
H®™ C G™ = {e} para algin n entonces H™ = {e} para algin m < n. O
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Proposicion 1.11. Sea ¢ : G — F un homomorfismo sobreyectivo, donde G es

soluble, entonces F' es soluble.

Demostracion. De las propiedades del subgrupo conmutador, se tiene que ¢(G’') =

F' y dado que G es soluble, G™ = {e} para algiin n. Entonces

$(G™) = (eq) = ep, (1.1)
p(G™) = F™. (1.2)
De las ecuaciones y se tiene que F(™ = ep, entonces F es soluble. O

Proposicion 1.12. Sea G un grupo soluble y N < G, entonces G/N es soluble.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo natural ¢ : G — G/N como ¢ es
sobreyectivo, G/N es soluble (por resultado de la proposicion [1.11])). ]

Proposicién 1.13. Sean G un grupo tal que N < G y G/N son solubles, entonces
G es soluble.

Demostracion. Considerando el homomorfismo natural ¢ : G — G//N donde ¢(G’) =
(G/N)', como G/N es soluble, existe algiin n tal que (G/N)™ = {e}, entonces

(G/N)™ = ¢(G™) = {e}.

Por otro lado, G™ C N y dado que N es soluble, existe algiin entero m tal que
N = fe} asi:
Gntm) c Nm) — {e},

donde m + n es un entero finito y, por lo tanto, G es soluble. O

Proposicion 1.14. Sea G y F' dos grupos solubles, su producto G X F es también

soluble.

Demostracion. Por las propiedades del producto directo de grupos y grupos cocien-

tes (propiedad , se tiene que:

G x F
X7~
G x {ey}
GxF
{eg}XF:G
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Entonces consideremos los homomorfismos sobreyectivos

GxF

b GxF— =" ~p

1 G x {ef}
GxF

¢2GXF—>{69}—XF:G

Como F'y G son solubles, se cumplen las condiciones de la proposicion para

que G x F' sea soluble. O
Si un grupo no es conmutativo, se cumplira lo siguiente:

Proposicion 1.15. Si un grupo G no es conmutativo y sus unicos subgrupos nor-

males son los triviales, entonces G no es soluble.

Demostracion. Si G no es conmutativo, entonces G' # {e}, dado que sus tnicos
subgrupos son los triviales, G’ = G, de donde G™ = G para cualquier n, entonces

no existe n tal que G = {e} y por lo tanto G no es soluble. O
Otra forma equivalente para definir a los grupos solubles es:

Definicion 1.22. G es un grupo soluble, si y sélo si existe una sucesion de subgrupos
del mismo Gy, Gy,..., G, tales que cada G; < G;_; y cada cociente G;_1/G; es
conmutativo, donde Gy = G y G,, = {e}.

Proposicion 1.16. Las definiciones de grupos solubles y son equivalen-

tes.

Demostracion.

(=) Si G es soluble, podemos considerar la serie derivada, donde Gy = G = @
y G, = G™ = {e} para algtin n, por la Proposicién , se tiene que G < ... 4
G aGM 9GO = @, es decir que cada G; <t G;_1. Y de la propiedad se tiene
que cada G;_1/G; es conmutativo.

(<) Si G; < Gi_1 vy Gi_1/G; es conmutativo, entonces G~V C G; (Propiedad
[L.3), entonces

G CG;

1 !/
i1 € Gy



entonces Gé”) - ngil) C ... C GM™ = {e}, como G, es conmutativo, se cumple
G(()"H) = {e}. Por lo tanto G es soluble. O

1.4.1. Grupos simétricos y su solubilidad

En esta seccion se estudiaran aspectos importantes de los grupos simétricos
Sp, una parte esencial en estos grupos es su solubilidad. Recordando que los grupos
simétricos son el grupo formado por las permutaciones de un arreglo de n elementos,

cada permutacion del mismo puede ser representada de la forma

1 2 3 ... n
g = s
TR P P

donde cada i es la imagen del elemento k bajo la permutacion o.
Estas permutaciones puede fijar algunos elementos e intercambiar el resto de

forma ciclica.

Ejemplo 1.24. Considérese el arreglo

1 23456
1 43625)
Esta permutacion fija a los elementos 1 y 3, y envia los elementos 2 — 4,4 — 6,6 — 5

y 5 — 2. Es decir, que permuta ciclicamente a 2, 4, 6 y 5.

Definicién 1.23. Llamaremos ciclos a las permutaciones ciclicas de los n elemen-
tos. En el ejemplo [1.24] el ciclo que permuta a los elementos 2, 4, 6, 5 se denotara

(2 4 6 5). Algunas permutaciones no son ciclicas, por ejemplo

1 23 45 6
43615 2]

sin embargo estas pueden ser representadas como un producto de ciclos, asi,

(1 2345 6

143615 2):(14)(236)'

A los ciclos que no tienen elementos en comin, los llamamos ciclos independien-

tes.

Asi, puede mostrarse facilmente el siguiente lema, que serd importante en los

siguientes capitulos:
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Lema 1.4.1. S,, no es conmutativo para n > 3

Demostracion. Considérense dos permutaciones en S

1 2 3 1 2 3
a = , b= .
<213> <312)

Escritos en forma de ciclos, se tiene que a = (12) y b = (132) y los productos

1 2 3 1 2 3
abz(3 5 1):(13), baz(l 5 2):(23).

Entonces ab # ba y, en general, para n > 3 pueden tomarse las permutaciones a y

b, dejando fijos a los demés elementos y se cumplird ab # ba en todos los casos. [

Lema 1.4.2. Toda permutacion se puede representar de forma tunica como producto

de ciclos independientes.

Demostracion. Consideremos una permutacion en S, tal que 4,,_1 — i, donde
2 < m < n donde que i, es el primer elemento que cierra un ciclo. Luego se toma
un elemento que no pertenezca al primer ciclo obtenido (#1453 ...14,,) y se construye

un segundo ciclo (digamos de r elementos), obteniendo el producto

(i1 . i) (st s -+ G - - -

Se procede tomando un elemento que no pertenece a los elementos del producto
anterior, este procedimiento es finito, ya que el arreglo tiene una cantidad finita de

elementos, de manera que la permutaciéon es de la forma:

(i1dn + o i) it T2 - - - Gmer) - (B - in),

donde cada ciclo es independiente. Esta representacion es tinica, ya que entre ciclos

independientes el producto es abeliano. O

Definicién 1.24. Cuando un ciclo tiene dnicamente dos elementos, es llamado
transposicion y cuando las transposiciones son de la forma (12), (23), ..., (n—1n)

se llaman transposiciones elementales.
A partir de esto, se tienen las siguientes afirmaciones

Lema 1.4.3. Todo ciclo se puede representar como producto de transposiciones.
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Demostracion. Consideremos el grupo S, y ciclos de m elementos. En efecto, si m =
1 un 1-ciclo (identidad) puede ser representado como (1k)(k1), cuando m = 2 es ya
una transposicion. En general, si m es par, habra m /2 transposiciones independientes
y si es impar habra m — 1/2 transposiciones independientes y cualesquiera 2 que
sean la identidad, asi la representaciéon no sera tnica, ya que se puede escoger un
elemento arbitrario de las transposiciones anteriores para representar la identidad.

Y, de forma general, se cumple que para todo ciclo de orden m

Lema 1.4.4. Toda transposicion se puede representar de forma inica como producto

de transposiciones elementales

Demostracion. Sean (iyis)(i213) ... (in—14,) las transposiciones elementales y sea
1 <m < k < n, consideremos la transposicion (i, ix).
Si k=m+ 1, entonces (iy, k) = (im tmr1)-

Si K =m+ 2, entonces (i, k) = (4m Gms1) (Tmr1 tma2) (bm tmr1)-

En general, para cualquier k se tiene

(Zm Zk:) = (Zm im—&—l)(im—&-l im+2) SR (ik—l Zk><lk—2 ik—l) s (im—l-l lm—|—2)(lm im—&-l)‘ []

En consecuencia de los lemas [1.4.2] [1.4.3|y [1.4.4]se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. Si un subgrupo de S,, contiene todas las transposiciones elementa-

les, coincide con S,.

Demostracion. Si tiene todas las transposiciones elementales, tendra a todos los
productos de las mismas. Por el Lema [1.4.4] esto genera a todas las transposiciones
y, por el Lema [1.4.3] a todos los ciclos.

Entonces se tendran todos los posibles ciclos disjuntos, que generaran a todas
las permutaciones (Lema de un arreglo de n elementos, esto es S,,. O

Las permutaciones y transposiciones son intercambios de elementos en un arre-

glo, es decir, escribe a (123... n) de forma arbitraria.

Definicién 1.25. En una permutacion, se dice que el par de elementos 7, j son una
inversioén si en el arreglo ordenado arbitrariamente aparece j antes que 4, siendo

1< 7.
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Consideremos la funcion € : S,, — {£1} tal que

1 si(4,7) no es inversion
e(o) = o
—1  si(4,7) es inversion

El nimero de inversiones k define la paridad de una permutacién. Consideremos
g(o) = (=1)* el producto de los ¢(c). Cuando e(c) = 1, la permutacién serd una

permutacion par, si £(0) = —1, serd una permutaciéon impar.

Teorema 1.4.2. Al intercambiar dos nimeros, cambia la paridad de una permuta-

cion.

Demostracion. Supdngase que en una permutacion se intercambian los elementos ,,
e i, v que existen 7 = m —n — 1 elementos en medio de ellos.

En el arreglo de 7, a i,, de la siguiente forma:

(coipaiag... Qg ...),

al intercambiarlos se tendréa

(\cimaras...apiy...).

En el arreglo existen parejas de la forma (i, a;), (a;,%,) v el par (i,,i,) haciendo
un total de 2r+1 parejas. Al intercambiarlos, se tendran parejas de la forma (a;, i,),
(tm, ;) v el par (ip,i,).

Supongamos que existen k£ < 2r + 1 inversiones en esos pares y que el producto
de ¢(o) de cada pareja es 1 (k es par). Al intercambiar, las r — k que no eran

inversiones, ahora lo son, obteniendo:
2r +1 — k es par si r es impar.

2r 4+ 1 — k es impar si r es par.

En consecuencia, luego del intercambio, cambiara la paridad del nimero de

inversiones y por ende, la paridad de la permutacion. O
Del Teorema [1.4.2} se tiene:

Corolario 1.4.1. Al multiplicar una permutacion por una transposicion cambia su

paridad.
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Demostracion. Dado que una transposicion es un intercambio de dos elementos, por

el teorema anterior, se cumple la afirmacion. O

Corolario 1.4.2. Una permutacion par puede ser representada unicamente por el
producto de un numero par de transposiciones y una impar, en un nimero impar de

transposiciones.

Demostracion. Del Lema [1.4.3] se tiene que una permutacion puede representarse

como producto de transposiciones, consideremos una permutacion par descompues-
m
ta en m transposiciones ¢ = [] a; y sabemos que o = eo, donde e es el neutro
i=1
(permutacion par).
Dado que el producto de una permutaciéon por una transposiciéon cambia su
paridad, tenemos

e(ay) es impar.
e(ai)(ag) es par.

e(ay)(az)(as) es impar.

e(an,) es par solo si m es par.

y analogamente, e(a,,) es impar sélo si m es impar. H

De esto se tiene que el producto de dos permutaciones de la misma paridad,
dardn como resultado una permutaciéon par, asi como permutaciones de paridades
opuestas dardn como resultado una permutaciéon impar. Dado que S, es un grupo
cuya identidad e es una permutacién par, se obtiene que el elemento inverso a '
debe tener la misma paridad que a, para todo a € S,. De esto se tiene que las
permutaciones pares de grado n forman un grupo. A este grupo se le llama grupo
alternante de grado n y es denotado por A,,.

En consecuencia A, < S, y méas aun, A4, < S, ya que [S,: A, = 2, este
generard una particion de los elementos de A,,, es decir permutaciones pares y A¢,

que son las permutaciones impares.
Proposicion 1.17. El grupo A, no es conmutativo para n > 4.

Demostracion. Considérense las dos permutaciones pares en S, escritas en forma de

ciclos
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(412) y (312) son permutaciones pares, de la forma

123 4 12 3 4
a= = (412), b= = (312).
2 431 2 31 4

Y sus productos son

1 2 3 4 1 2 3 4
ab:<3 L 2):(13)(24), ba:(4 s ) 1):(14)(23).

De donde se puede observar que ab # ba, utilizando estos ciclos y fjando el resto de
elementos en permutaciones de orden n > 4, se obtiene que los grupos A, no son

conmutativos para n > 4. ]
Proposicion 1.18. El grupo As no es soluble.

Demostracion. Los grupos S, tienen n! elementos y A, tiene entonces n!/2 elemen-
tos. Entonces o(As) = 60 del Teorema sabemos que el orden de los subgrupos
de As debe dividir a 60. Entonces consideremos los distintos tipos de permutaciones
en As

As son las permutaciones de orden par en S, veremos a continuacion las par-

ticiones de 5.

Caso | Particion Forma
(a) |1,1,1,1,1 e

(b) 1,1,1,2 (1112)
(c) 1,1,3 (119213)
(d) 1,4 (11728314)
(e) 5 (i172i30415)
(f) 1,2,2 (1192)(i314)
(g) 2,3 (i1i2)(i14i5)

Tabla 1.3. Tipos de permutaciones en Ss.

e El caso (a) nos proporciona 5 formas equivalentes de escribir a la identidad

como 1-ciclo, éste pertenece a todos los subgrupos de As.

e En el caso (b), los 2-ciclos del tienen una inversion por ser el intercambio de
dos elementos (es impar), por lo que se necesitan dos, 2-ciclos para que sea
un posible subgrupo (caso (f)) de As. Estos pueden representarse de 8 formas,

entonces existen 120/8 = 15 de este tipo.
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e Los 3-ciclos o el caso (c), tienen un nimero par de inversiones, y existen 5!/3! =

5% 4 = 20 elementos de este tipo. Esto nos permite descartar el caso (g).

e Los 4-ciclos o caso (d) pueden tener 3 inversiones, que son impares, por lo que
no pueden representar a una permutacion de grado 5 como ciclo independiente

de otro.

e Por tltimo, el caso (e) o los 5-ciclos son permutaciones pares, cada 5-ciclo
puede representarse de 5 formas equivalentes, entonces existen 120/5 = 24

H-ciclos

Consideremos ahora los casos posibles (¢), (e), (f):

1. Si una permutacion de la forma (c) pertenece a Ajs, todas las demas también:

Tomemos (sin pérdida de la generalidad) a la permutacion de tres elementos
h = (123), con (i1izi3) arbitrarios y a los elementos iy, i5 distintos en el arreglo

{i1,12,13, 14,15 }. Entonces solo en una de las permutaciones

hay un ntimero par de inversiones. En cualquiera de los casos, se tiene
gihg; " = (iriai3).

2. Si una permutacion de la forma (e) pertenece a As, todas las demas también.

Consideremos dos casos:

3. Como en los casos (c) y (e), consideraremos para el caso (f) a la permutacion
h = (12)(34).

Solo una de las permutaciones g1 = (i112)(i3i4), g2 = (i21)(i3i4) es par, en

ambos casos, el producto gihg; ' = (i1iz)(izis).

Por lo tanto, si algiin elementos de los tipos (c), (e), (f) pertenece a As, todos los

del respectivo tipo pertenecen a As.
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Cada clase de ciclos no cuenta a la identidad, por lo que el conjunto de los
5-ciclos mas la identidad tiene 25 elementos y 25 { 60. Asi mismo con los 3-ciclos,
se tendran 21 elementos y 21 1 60. En el caso de los pares de 2-ciclos, se tendran 16
elementos. Dado que ninguno divide a 60, por el Teorema [1.3.2] los tinicos subgrupos
normales de As son los triviales. Como As no es conmutativo, por la Proposicién

1.15 se sigue que no es soluble. O

Otra forma de ver la no solubilidad del grupo As es inscribiendo en un do-
decaedro los 5 tetraedros regulares, de manera que cada rotacion del dodecaedro
corresponda a una permutacion par de los tetraedros y rotaciones diferentes, co-
rresponden a permutaciones impares, asi, se construye un isomorfismo entre las
rotaciones del dodecaedro y el grupo de permutaciones pares de grado 5, As. Para
encontrar los tetraedros, se inscriben cubos en el dodecaedro, cuyos vértices son
los pares de vértices opuestos en el dodecaedro. Habiendo encontrado los 5 cubos,
conocidos como cubos de Kepler, se inscribe en cada uno un tetraedro como en el
ejemplo Y dado que el grupo de simetrias del dodecaedro s6lo tiene subgrupos

normales triviales, es no soluble.

Figura 1.6. Cubo inscrito en un dodecaedro. Fuente: imagen tomada de(Artin, |1991).

Teorema 1.4.3. S, es soluble para 1 < n < 4.

Demostracion. En el caso n = 1, es el grupo trivial, entonces es soluble.

Cuando n = 2, se obtienen dos permutaciones, la identidad y el intercambio
de los dos elementos, generando un grupo isomorfo a Zs, que es abeliano y por
consiguiente, soluble.

Sea n = 3, el grupo S5 isomorfo a las simetrias del tridngulo equilatero, no es
abeliano, pero tiene un subgrupo normal formado por las rotaciones, nombremos H
v S5 = S3/H, que es abeliano, entonces Sy = (S3/H) = {e}.

Si n = 4, encontraremos una cadena de subgrupos normales, asf
!
s = A4
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donde A, son las permutaciones:
Ay ={(234),(243),(12)(34), (123), (124), (132), (134), (13)(24), (142), (143), (14)(23) }.

Notese que los 3-ciclos (ijk) tienen inversas de la forma (ikj), mientras los 2-ciclos
A = (12)(34), B = (13)(24), C = (14)(23) con la identidad, forman un subgrupo
normal de A4 que es isomorfo a las rotaciones de un cuadrado, digamos V}, y este

es un grupo abeliano. De donde
S// — Ail — ‘/4

y Vi={e}.
Por lo tanto, es soluble. O

Nota 1.2. Otra prueba de esto, es dada la solubilidad de Sy, consideremos las permu-
taciones que dejan fijo un elemento y permutan los 3 elementos restantes, generando
un subgrupo de Sy isomorfo a S3. De manera similar, Sy < S3 < S; y por la propo-

sicion [1.10] sabemos que todo subgrupo de un grupo soluble es soluble.
Teorema 1.4.4. Para n > 5, el grupo Ss no es soluble

Demostracion. Sabemos que A; <S5 v As no es soluble, por la proposicion [L.10] S
no es soluble.

Para el caso n > 5, consideraremos las permutaciones que dejen fijo al arre-
glo {6, 7,..., n} y permuten los primeros 5 elementos. Formando un subgrupo de
Sp.isomorfo a As.

Entonces para n > 5, todo S, tiene un subgrupo isomorfo a Az, el cual no es

soluble, por lo que S, no es soluble para n > 5. O

38



2. NUMEROS COMPLEJOS

En este capitulo estudiaremos las propiedades del campo de los niimeros com-
plejos C, que son de gran importancia, ya que este C es la cerradura algebraica del
campo R. Por ser cerrado algebraicamente, se cumple el Teorema Fundamental del
Algebra, es decir que cualquier polinomio con coeficientes complejos tiene al menos
una raiz compleja. En particular, nos interesa estudiar ecuaciones polinomiales con
coeficientes complejos y sus soluciones, que es equivalente a encontrar las raices de

polinomios.

2.1. El campo de los nimeros complejos

Definicién 2.1. Sea F' un conjunto, con dos operaciones binarias (+,-) de manera

que cumple:
1. F forma un grupo conmutativo bajo adicion (+).
2. F'\ {0} forma un grupo bajo multiplicacion (-).

3. Para cualesquiera a, b, ¢ € F', ambas operaciones se relacionan a través de la
distributividad:
a(b+c) = ab+ ac.

Se dice que F' es un campo.

Para cualesquiera a,b,c € F, donde F' es un campo se cumplen las siguientes

propiedades:

e (—a)b=a(—b) = —(ab).
e ab=0 implica quea=000b=0.
e (a—b)c=ac—bc.
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A continuacién, analizaremos ejemplos de conjuntos que no son campos y con-

juntos que si lo son:

Ejemplo 2.1. Los enteros, forman un grupo abeliano con respecto a la adicion,
pero no forman un grupo bajo multiplicacién, ya que no contiene a los inversos
multiplicativos, que deberian ser de la forma a=! = % ¢ 7. Por lo tanto Z no puede

ser un campo.

Ejemplo 2.2. Q es un grupo abeliano con respecto a la adicion y, a diferencia de

los enteros, éste si contiene a todos los inversos multiplicativos de la forma a=! = %

cuando a # 0.

Otro ejemplo de campo son los ntimeros reales, R.

Ejemplo 2.3. El conjunto de los nimeros complejos C, tiene elementos iguales a

R x R = IR? con las operaciones definidas por:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+ d),

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc),

también es un campo.
Notemos que todos elementos de C forman un grupo conmutativo con respecto
a la adicion, ya que R lo es y, por lo tanto el producto R x R = R? también lo es.
Para el producto, vamos a tomar z; = (a,b), 2o = (¢,d) y z3 = (e, f) y notese
que es una operacioéon asociativa, esto es:
(21 22) - 23 = (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bce) =
(a,b)(ce —df,de+cf) =z - (22 - 23).
El elemento neutro es e = (1,0) ya que (a,b)-(1,0) = (a,b) siempre se cumple.
1

1 1

Falta mostrar que existe (a,b)”! = 27! tal que z - 27! = e. Suponiendo que 27! =

(¢,d), se tiene
227! = (ac — bd, ad + bc) = (1,0).

Esto si y s6lo si los inversos son de la forma:

1 a —b
C\a2 42 @242 )

Estos cocientes existen en C porque z = (a,b) # (0,0).

Puede comprobarse facilmente la distributividad:

(2’1 —|— 22)2’3 = 2123 + Z923.
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Por lo tanto, C es un campo.

A cada namero real a le corresponde el niimero complejo de la forma (a,0) a
través de la inclusion R < C tal que a — (a,0), asi mismo se incluira el elemento 4,
al que se le asignara el nimero complejo (0, 1). Asi, el campo de nimeros complejos
contiene a todos los elementos de la forma b: y de la forma a + bi, a esta forma de
representar a los nimeros complejos se le llama representacion algebraica de los
nimeros complejos.

El nimero complejo z = a + bi tiene una parte real, Re(z) = a y una parte
imaginaria, Im(z) = b.

Con la representacion algebraica, las operaciones definidas en C son:
(a+bi) + (c+di) = (a+b) + (c + d)i.

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)si.

Las potencias de ¢ cumplen:
i=1,i’=—1,=—ii*=1.

Siendo la n-ésima potencia determinada ciclicamente tinicamente por r si es-

cribimos n = 4k + r, es decir, su residuo modulo 4.

Definicién 2.2. Llamaremos el conjugado de un ntimero complejo z = a + bi

al niimero a — bt denotado por Z y se puede verificar que:

24+Z=2a y z-Z=a>+0b

Otras propiedades que cumplen los conjugados son

1. 21+ 29 =21 + Z9.

4. 21/22 22_1/2’_2
5. SizeR, zZ=z.
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Definicién 2.3. Una funciéon ¢: F} — F, es un isomorfismo de los campos F y

F; si es biyectiva y para cada a,b € F', se cumple:
pla+b) =p(a) +¢(b) y

p(ab) = p(a)e(b).

Se dice que Fi y F, son wsomorfos y escribimos Fy = F5.

Consideremos un campo F' que contenga a todos los reales y a un elemento j
tal que j2 = —1, entonces contiene a todos los elementos de la forma a + bj con

a,b € R. A través del homomorfismo ¢: C — F' tal que:
pla+bi) =a+bj

que es inyectivo, entonces podemos afirmar que C C F'y por lo tanto, es el campo

méas pequeno (minimal) que contiene un elemento cuyo cuadrado es —1.

2.2. Representaciones de los complejos

El conjunto de los ntimeros complejos C, es igual al conjunto R?, entonces
pueden ser representados en un plano, como puntos y tienen otras representaciones

que veremos a continuacion.

2.2.1. Representaciéon geométrica

Puesto que C corresponde a R? como conjunto, podemos representar grafica-
mente a los nimeros complejos como puntos en el plano cartesiano, de manera que
ahora el eje x sera considerado como la parte real y el eje y serd la parte imaginaria

para cualquier nimero complejo.

Ejemplo 2.4. Considerando el punto z = 2 + ¢ se ubicara en el plano C de la

siguiente forma:
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Parte imaginaria

_=3 _=2 _=1 Oi 3 3 Parte real

Figura 2.1. Representaciéon geométrica de un punto en el plano complejo.

Definicién 2.4. Tomando dos puntos en el plano complejo, z; = a1 + b1t y 2o =
as + bot, al segmento 2,2y dirigido de z; a 2, se llama vector y se denota por El_z_%

Sus coordenadas se calculan de la siguiente forma:

CLZ—>122 = Q9 — 1 Yy bz—>122 = b2 — bl.

Nota 2.1. Un numero z € C, corresponde a las coordenadas de un vector con punto
inicial en el origen de C y punto final en z, por lo que la notaciéon de vector se

omitira.

Definicién 2.5. Se dice que dos vectores son iguales si son paralelos y tienen la
misma longitud. A la longitud de un vector z € C se le llama médulo de z, denotado

por |z|. El médulo de un nimero complejo z = a + bi se calcula:
|2|= Va? + b2.
De esta manera, es facil mostrar que
|2]>= 2 -Z = Re(2)? + Im(2)*.

Los vectores pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse, el médulo de

los vectores resultantes de la suma y resta de vectores cumple:
a) |z1 + 22|< |z1]+|22|, lamada desigualdad del triangulo.
b) |z1 — 22]> |21]—|22|, esta es consecuencia de la anterior.

La desigualdad del tridngulo afirma que ninguno de sus lados puede medir méas que

la suma de los otros dos, como puede verse en la siguiente figura.

43



)
;’»21 — 22

Figura 2.2. Desigualdad del triangulo.

Demostracion. De la definicion de mddulo, se tiene que
|2°= Re(2)* + Im(2)? > (Re(z) + Im(z2))?, de donde
|z|> |Re(z)|4+|Im(z)| entonces,

Sabemos que
‘21 + 22|2: (21 + ZQ)(Zl + 22),

considerando el lado derecho de la igualdad, se tiene

N2t z21Z2t 2120+ 20720 = |Z1|2+2R€(212’_2)+|2’2|2< |21|2+2|21||22|+|22|2: <|Zl|+|22|)2

Por lo tanto,
|21 + 2|< |21+ O

Asi como representacion grafica, existen funciones de z que tienen un significado

geométrico, se tiene entonces que para todo z € C

e —2 rota al 180° vector z.

z
3
2
1
-3-2-1-101 2 3
/// _1
’ -2
» -3
—z

Figura 2.3. Significado Geométrico de —z.

e az = oz aumenta (o > 1) o disminuye (0 < o < 1) el tamanio del vector z.
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22

123
1

3

2 7

1
-3-2-1 1[0

Figura 2.4. Significado Geométrico de az.

e Conjugado de z, z: Refleja z con respecto al eje x.

2
1%
3-2-1 01 2
1.
‘_
-2 Z

Figura 2.5. Significado Geométrico de Z.

2.2.2. Representaciéon polar

Como vimos anteriormente, los nimeros complejos pueden representarse como
vectores en el plano complejo, es decir que tienen un tamano y una direccion, asi

como un angulo.

Definicién 2.6. Sea z € C — {0}. Llamaremos al d4ngulo entre el eje real y el punto
z argumento de z, que es la funciéon arg(z): C—{0} — R dada por z — arg(z) =
0 + 2mn. Obsérvese que esta no es una funcion, sino lo que se conoce como funcion
multivaluada, es decir que no esta definida de forma tinica, ya que representa infinitos
valores cuya diferencia son miltiplos 27 entre cada valor. Para términos practicos, se

utilizara uno de los valores de los angulos de z, siendo arg(z) = 6, donde 0 < 0 < 2.

De esta manera, es posible separar el vector por componentes, donde la com-
ponente x es la parte real y la componente y la parte imaginaria. Siendo entonces

a = |z|cos(f) y b = |z|sen(#) para un nimero z = a + bi, como se muestra en la

figura [2.6]
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Z"""‘b

Figura 2.6. Argumento de un namero complejo z.

De manera que si |z|=r,
z=a+bi=r-cos(f)+i-r-sen(f)=r(cosf +isend).

Esta es la representaciéon polar de un nimero complejo z. Gracias a la for-
mula de Fuler:

0

e = cos 6 + 1send,

con esto podemos escribir a un nimero complejo z # 0 como z = re, cuyo conju-

gado esta dado por zZ = re .

Ejemplo 2.5. Sea z = —1 + /31, se tiene que
r=lz=vI+3=V4=2
y encontrando el angulo,

¢ = tan"(b/a) = tan~'(v/3/ — 1) = 27/3,

entonces z = 2¢27/3,

Al multiplicar o dividir vectores, digamos z; = 7 (cos 1 + iseny;) = ret y

2y = 19(COS o + isenys) = 1€, sucede lo siguiente:

2] 29 = rlrg(ei(91+92)).

Con la division, puede verse que:

1 .
1 - —1i02
/Z2 To (6 )7

entonces

21/ 20 = 11/ 19(10172)),
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Es decir que al multiplicar dos vectores, sus argumentos se suman y el tamafo se
multiplica, mientras con la divisién, el tamano es el cociente y los argumentos se

restan.

Como consecuencia, puede verificarse facilmente para z = re??, la formula de

De Moivre, que cumple:

2" = r"(cos(n#) + isen(n#)) para cada n € N. (2.1)

Sabiendo que el angulo tiene infinitos valores, sup6ngase ahora que se desea

encontrar todos los valores de z tales que

Entonces encontraremos los valores de w tales que w = z'/", para esto, se utilizaran
todos los posibles valores del angulo de z es decir § 4+ 2mm con m € {0,...,n— 1},
asi:

w = /" =pl/n (e’(@» : (2.2)

Nota 2.2. La expresion ¥z es una funcion multivaluada que pone en correspondencia
a todos los ntmeros distintos de cero sus n raices, cada una de ellas dada por un
valor de m en la ecuacion [2.20 En el caso de z = 0 la funciéon z'/" toma un valor
unico.

A cada valor de la funcion, dado por un valor de m especifico se le llama rama
de la funcién multivaluada. En el capitulo 3 estudiaremos la importancia de las

ramas de las funciones en la construccion de las superficies de Riemann.

Ejemplo 2.6. Consideremos la funcion w(z) = {/z cuando z = 1. Los valores de las
2

raices estan dados por €, = €™". El conjunto {1,¢,,¢2,...,e" '} forma un grupo

ciclico bajo multiplicacién, por lo que las raices se distribuyen en el plano complejo

como los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en el circulo unitario.

Asi, si z; es un valor de {/z, los otros valores estan dados por:

2 n—1
21, R1€n, 1€y, - -+, R1€, -

Ejemplo 2.7. Encontrando los valores de v/1 + 4, se tiene z = 1 + 4, entonces

v
T=\/§y¢=17
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\3/2 = 7”1/3 <€(iﬁ/4§27rm)) == 21/6 (€<iﬂ—/4§2ﬂ'm>) ,
para m = 0, 1,2, los valores son
Z1 = 21/6 <e<l%)>7 29 = 21/6 <€<z%+2§)) = 21/6 <€(z%)> y 23 = 21/6 (6(11124_4%))
21/6 (e(i%)>, respectivamente.

Y graficamente se ve:

Figura 2.7. Representacion geométrica de las raices cibicas del nimero complejo z = 14-1.

Aqui se encontraron los tres valores z; que cumplen con la ecuacién polinomial
1+1i— 23 =0, que es equivalente a encontrar las raices del polinomio 1 + i — 23, a

continuacién, estudiaremos los polinomios en un campo y sus propiedades.

2.3. Polinomios
Nuestros objetos de interés son expresiones de la forma
P(z) = apz" + ay ™+ ...+ ap_12 +ay

donde los ag, ay, ...,a, son elementos del campo F', llamados coeficientes y ag # 0.
A estas expresiones las llamaremos polinomio de grado n (sobre F), denotado
por P(z), al grado de P(x) se le denotara por grad(P). A ag se le llama coeficiente
principal del polinomio, a, es el coeficiente constante.

El teorema de Abel-Ruffini trata sobre la imposibilidad de que exista una for-
mula general para encontrar raices de polinomios de grado mayor o igual a 5 y para

entenderlos, estudiaremos las propiedades generales de los polinomios.

Definicién 2.7. Se le llama raiz del polinomio P(z) a un elemento a € F que

cumple que P(a) = 0.
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Todos los polinomios sobre cualquier campo pueden ser sumados, restados y
multiplicados, obteniendo como resultado nuevos polinomios. A continuaciéon se des-
cribira lo que sucede con el grado y los coeficientes de los polinomios resultantes en
cada operacion.

Considerando dos polinomios P(z) = agz"+a12" ' +...+a, 1x+a, y Q(z) =

box™ + byz™ ' + ... + by_12 + by, sobre un campo F, entonces

e Adicion y resta: P(x) £ Q(z) = R(x), donde el grado de R(z) es a lo mas el
grado el de mayor grado entre P(x) v Q(z) y los coeficientes de 2* son de la
forma (ay £ by). Entonces grad(R) < méax{grad(P), grad(Q)}

e Multiplicacion: P(x) - Q(x) = R(x), para calcular el producto, se multiplica
cada monomio az® del polinomio P(r) por cada monomio bx' del polinomio
Q(z). Este polinomio tendra como coeficiente principal agbg, que tendra grado

n + m y sera de la forma:

P<x> ) Q(x) = a()boxﬁ+m + (Gobl + a1b0)l’n+m71 + ...+ a,b,,.

Al conjunto de polinomios con coeficientes en un campo F se le denota F[z], lla-
mado anillo de polinomios con coeficientes en F. Con la suma y multiplicacion,
puede verse que F [z] es un anillo,E] a partir de ahora, se utilizaran polinomios con
coeficientes en C con variable z , es decir C [z].

Nos enfocaremos en polinomios P(z) con coeficientes en C. Para un z € C,
tenemos que P(z) € C|z], por lo que podemos considerar su conjugado, P(z). En
particular, si P(z) = agz"+a;2" ' +...+a,_12+a, donde z € Cy cadaa; € R C C,

entonces

P(z) = P(2).

De donde se puede afirmar, entonces, que si z es una raiz del polinomio P(z)
con coeficientes reales, entonces z, también es raiz de dicho polinomio.

Resulta ser que C [z] es un dominio euclidiano, E] por lo que los polinomios en
C [2] pueden ser sumados, restados y multiplicados en un campo F. Y también es

posible dividirlos, pero habran residuos. Es decir que al dividir un polinomio P(z)

1Se puede estudiar anillos en (Artin, [1991) y (Dummit y Foote, [2004).

2Los dominios euclideanos son dominios enteros en los cuales se puede realizar el algoritmo de
Euclides, y todos los campos son dominios euclidianos. Mas aun, C [z] es un dominio euclidiano,
ver (Gopalakrishnan| [2004).
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por un polinomio @(z), se obtendra un polinomio S(z) llamado polinomio cociente

y uno R(z) llamado residuo, tales que
P(z) = 5(2) - Q(2) + R(2)

Donde el grado de R(z) serd 0 o menor que el de Q(z). Los polinimios cociente
S(z) y residuo R(z) se pueden construir a través del algoritmo de Euclides’| para

polinomios, que es una serie de pasos finitos.

Descripciéon del algoritmo de Euclides:

Dados los polinomios
P(2) = apz" +a12" . A an_1z+an y Q(2) = bo2™ 4+ b12™ b F b1z by,

Si n < m se colocara S(z) = 0y R(z) = P(z), que son el cociente y residuo
respectivos.

Sea n > m, entonces considérese el polinomio

P(2)22""Q(2) = Ru(z).

)

Donde R;(z) no tiene elementos con z", ya que si fuera asi, su grado no seria menor
que n — 1 (el maximo valor para m). Entonces consideremos un k tal que 0 < k <

n — 1, de manera que
Ri(2) = co2" + 12+ e

Dado que es de grado finito, el procedimiento también lo es, y en algin paso se

obtendra el polinomio

d
R 1(2) — b—(())zl_m -Q(z) = Ry(2).
El algoritmo termina para un s tal que Rs(z) es de grado menor que el de Q(z) o

es de grado cero. Escribiendo el algoritmo de forma completa, se tiene:

P(z) = 322"7"Q(z) + Ri(2)

= P22Q(z) + 22MQ(2) + Ra(2)

3 Analogo al algoritmo euclideano del capitulo 1, para niimeros enteros.
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= 22" Q(2) + 22 Q(2) .+ 22 7Q(2) + Ry(2)
— (ganm b ahom oz L Q(2) + Ry(2).

Tabla 2.1. Algoritmo de Euclides.

Definicién 2.8. Se dice que si un polinomio en un campo F' puede expresarse como
producto de dos polinomios de menor grado con coeficientes en el campo, es un

polinomio reducible sobre F'. En el caso contrario, se dice que es irreducible.ﬁ

Nota 2.3. Estamos trabajando en el campo C, ya que es el campo mas pequeno
que contiene a los reales y un elemento cuyo cuadrado es -1, el elemento i. Otra
forma de verificar la minimalidad de C, es analizando los polinomios irreducibles
en este campo. En R los polinomios irreducibles son de grado 1 o 2, en particular,
los de grado 2 tienen raices que siempre pertenecen a R o a C. Por ello, a C se le
conoce como cerradura algebraica de R o bien, C es la extension de Campoﬂ mas

pequenia que contiene a las raices de R [z].

Para encontrar las raices de un polinomio, se debe resolver la ecuacién polino-

mial P(z) =0, es decir que dado un polinomio
P(2) = apz™ + a1 2" . A ap_1z 4 ay
encontraremos sus raices resolviendo la ecuacién polinomial
a2 + a2 '+ . 4 a,12+a,=0

Ejemplo 2.8. Un polinomio de grado dos, az? 4 bz + ¢ induce una ecuacion cua-

dratica az? 4+ bz + ¢ = 0 la cual se resuelve a través de la conocida férmula de Viéte

b= V0?2 — 4ac

2a

Asi, también existen soluciones generales para encontrar las raices de polinomios de

o formula cuadratica

T

grado 3 y 4. En particular, estudiaremos qué sucede con los polinomios a partir del
grado 5. Estas soluciones son funciones multivaluadas, ya que tienen n valores para

un polinomio de grado n.

4Un polinomio irreducible es el analogo a un niimero primo en los niimeros enteros Z.
5Puede leerse sobre extensiones de campos en (Roman), [2006).
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2.4. Curvas continuas en el plano complejo

Las funciones continuas en el plano complejo y sus propiedades nos permitiran
pasar a la nocién de curvas continuas en el plano, para darnos un enfoque hacia
una de las varias demostraciones al teorema fundamental del dlgebra, que asegura
la existencia de soluciones complejas para una ecuacién polinomial con coeficientes
complejos.

La nocioén de continuidad serd 1til también en el capitulo 3 para extender con-
tinuamente funciones analiticas y comprender asi la construccion de las superficies

de Riemann.

2.4.1. Funciones continuas

Definicién 2.9. Sea f: C — C una funcion. Se dice que f(z) es continua en z
si para cualquier nimero real € > 0, existe un 0 > 0 tal que para todos los z que

satisfacen la condicion |2 — zo|< o se cumple la desigualdad:

£ (2) = f(zo)|< e

Es decir, que si tomamos puntos cercanos, las imagenes también serdn cercanas.
Existen varios tipos de funciones continuas, entre ellas:
1. Las funciones constantes f(z) = a para un a € C.

En efecto, tomemos un zg, un € > 0y los elementos del disco |z — zp|< § donde

0 > 0, entonces,

1f(2) = f(z0)|=|a—a|=0 < €,

por lo que las funciones constantes son continuas.

2. La funcién identidad f(z) = z para z complejo y f(x) = x para z. reales.

Tomando nuevamente § = € > 0y |z — 29|< § como anteriormente, se tiene
que

1f(2) = f(20)|= |z — 20|< 6 = ¢,

por lo que la funcién identidad es continua.

Las operaciones entre funciones existen, ya que estas envian elementos z € C

a nuevos elementos f(z) € C. A continuacion se mostraran las propiedades de las

6La interpretacion geométrica de |2 — 29|< & es un disco de radio §, centrado en zp.
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operaciones entre funciones, dadas f(z) y g(z) funciones continuas en z, reales o

complejas.
1. h(z) = f(2) £ g(z) es continua en 2.
Supongamos f(z9) = fo y h(z0) = ho. Considerando |f(z) — fo|< €/2y |g(z) —

go|< €/2, entonces
[h(z) = hol=|(f(2) + g(2)) = (fo + o)

<f(2) = fol+lg(2) — gol< €/2+¢€/2 =€

2. h(z) = f(2)g(z) es continua en z,. Consideremos
|h(z) = hol=|f(2)g(2) — f(2)g0 + [(2)g90 — fogol

< [f(2)(9(2) = 90)[+9(20)((f (2) = fo)I= [F(2)[I(9(2) = go) I+ g0l |((f (2) = fo)-

Como f es continua, podemos escribir |f(zp)|> 0 escogiendo un valor apro-
piado, digamos |f(2o)|= €1, existe un ¢’ < |z — zo| tal que |f(2) — f(20)|< €1,

\h(2)|=1£(2) = f(20) + F(20)I< | f(2) = f(20)|+]f(20)|< €1 + €1 = 2¢1.

Considérese ahora €3 = €/(4|f(20)]), y por la continuidad de g, existe un §” > 0

tal que si |z — 2z9]< 0", |g(2) — g(20)|< TGy entonces

[F(2)llg(2) — g(z0)[< €/2

Y de forma similar, se obtiene

l9(20)1f(2) = f(z0)|< €/2

De esto,
|h(z) — h(z0)|< e.

Por lo tanto, h(z) es continua en z;. Teniendo como consecuencia principal,
que la funcion f(z) = 2" es una funcion continua, ya que es la multiplicacion

def(z) = z n veces.

3. Construyendo un € adecuado, puede mostrarse también que la funcion h(z) =
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1/f(2) es continua, por lo que una funcién h(z) = f(z)/g(z) es continua, por

ser producto de dos funciones continuas.

Definicién 2.10. Sean f: C — C y g: C — C dos funciones. Se le llama
composicion de las funciones f(z) y g(z) a la funcion h(z) que satisface,
en cada punto zy, la ecuacion h(zo) = f(g(z0)). Si el valor de g(zp) no esta

definido o f(z) no esta definida en g(z), el valor de h(zp) tampoco lo esta.

. Si f(2) v g(z) son funciones continuas, también lo es su composicion.

Tomando z; = g(zo) y asumiendo que f es continua en zj, se tiene que existe
91 > 0 tal que si |z — z1|< d§; implica que |f(z)f(z1)|> €1 ¥y como g es continua
en 2y, existe un d, > 0 tal que si |z — 29|< J2, se tiene que |g(z) — g(20)|< 1,
es decir,

lg(2) — z1]|< 01 entonces, |z — z|< Ja,

por lo que se cumple

() = h(z0)|= [f(9(2)) = flg(z0))[< €,

podemos asegurar que todas las expresiones que involucren operaciones entre
funciones continuas, son también continuas, en particular, los polinomios son
funciones continuas. Para analizar las funciones que expresan las raices de un
polinomio, haremos un analisis de la continuidad de la funcion f(z) = /z.

Esta funcién encuentra raices para polinomios de la forma w” = z.

. Consideremos la funcion multivaluada f(z) = /z, p para z > 0. Tomaremos

entonces una de las ramas de esta funcion.
Sea |z — z9|< J, debe cumplirse que |/z — /zo|< €, esto se cumple si y solo si
—e < 2z — Yz <,

de donde
(Vzo)" —e <z < (z0+€)".

Esta funcion en particular es estrictamente creciente, lo que quiere decir que

si z < z; entonces f(z) < f(z1). De la desigualdad anterior, tenemos

(V20— €)" —20 < z2—20 < (V20 + €)" — 2.
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Y supongase ahora que 6 = min{zg — (/2o — €)", (/20 — €)™ — 20}, que es
un numero positivo, entonces se cumple la condicion de que |z — zo|< §. Que-
da mostrado entonces que cada rama de la funciéon (multivaluada) radical es

continua.

Existen otras funciones que son continuas y no son combinaciones de la funcion
constante e identidad o radicales. Un ejemplo de estas, son las funciones trigono-
métricas seno y coseno, que entran en una clasificacion de funciones mas amplia,

llamada funciones analiticas, sobre las cuales se discutird posteriormente.

2.4.2. ImaAagenes de curvas continuas

Otras funciones continuas que son de gran importancia, son las funciones

a: [0,1] — C que asignan a un valor ¢ — «(t), un valor complejo.

aft) = x(t) + wy(t)

Definicion 2.11. Si las funciones x(t) y y(¢) son continuas para todo valor de t,
la imagen de a = z([0,1]) es una curva continua o camino « en C con punto
inicial, oy = «(0) y un punto final z; = 2(1) (tiene orientaciéon). La funcion a(t) es

conocida como ecuacién paramétrica de la curva.

Ejemplo 2.9. A continuacién, veremos 3 ejemplos de caminos, dada su ecuacion

paramétrica.

O g
O

e si0<t<1/2
a) aft) =t —it b) a(t) = 2 + it c) alt) = ’ S
(a) a (b) af(t) (c) aft) {4t—3,sil/2<t<1

Para construir ecuaciones que unen dos puntos dados, digamos zy = ag + ibg

con z; = aq + 1b;. El parametro ¢ sera entonces

(x—ao)  (y—bo)

= (a1 —ao) (b — bo)

cuando t € [0,1].

La curva que se mueve desde z; hacia z; estid dada por:
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Tr = ag + (a1 — ao)t
y = by + (by — bo)t,

entonces a(t) = x(t) + iy(t) es de la forma:
a(t) = ag+ (a1 — ag)t + (bo + (by — bo)t)i =tz + (1 — 1)z

Sea «; la curva descrita por la funcion a4 (t). Podemos obtener una nueva curva

as con las siguientes funciones ap(t):

1. O[Q(t) = Cll(t) “+ zp con zg € C.

La curva as es la curva o trasladada en cada eje por las coordenadas de z

Figura 2.9. Traslacion de la curva a;.

2. as(t) =a-ay(t), donde a € R.

Sabiendo que arg(zq) = arg(z1) + arg < (20) ¥ |22|= |20]-|21|, dado que a € R,

arg(a) = 0y la ay es la curva a; expandida a veces.
g y

N\

Figura 2.10. Expansion de la curva a;.

3. as(t) = zp - ay(t), donde |zp|= 1.

Unicamente rota la curva de acuerdo a arg(zy) y conserva el tamano.
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Figura 2.11. Rotacién de la curva a;.

4. ag(t) = zo - ay(t), donde z, € C.

Rota la curva un angulo 6 = arg(zo) y la expande o retrae |zg| veces.

0
.
\
.
v
\
3,
PE
B \

Figura 2.12. Rotacion y expansion de la curva ay (Homotecia).

5. as(t) = ay(1 —t) cuando t € [0,1], 1 — ¢ varia en direccién contraria, entonces

a9 = o recorrida en direccién contraria.

ag(t):{ ar(2t), si0<

as(2t — 1), sil/

)
N <F

La curva ag esta recorriendo la mitad de su tiempo a toda la curva oy y la
otra mitad a la curva as, donde a;(1) = a2(0) para garantizar la continuidad

de as(t), a esto se le llama concatenacion de curvas.

Como se vio anteriormente, los vectores tienen un argumento, que es el angulo
entre el eje real positivo y el vector. Dada una ecuacion paramétrica o = «(t). La
funcion ¢(t): I = [0,1] — R, tal que t — arg(a(t)), que estard bien definida si

imponemos la condicién inicial 6y = arg(z).
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Ejemplo 2.10. La ecuacion paramétrica «(t) = cos 7t + isenwt = €™ describe un
semicirculo en el plano y la funcion arg(a(t)) = wt describe de manera continua el
argumento de cada vector «(t).

Uno de los valores del argumento de esta funcion es arg(«(t)) = nt y consi-
derando que arg(a(t)) es una funcién multivaluada, entonces los otros valores del
argumentos estan dados por arg(«(t)) = nt + 2rk. Definimos el argumento inicial
arg(zp) = 0, entonces

0 = arg(a(0)) = 27k,

esto se cumple solo para k = 0, entonces arg(a(t)) = nt.

Si se define un nuevo valor para arg(a/(0)) = 2, entonces
27 = arg(a(0)) = 27k

esto se cumple solo para k = 1, entonces arg(a(t)) = 7wt + 27 y puede construirse

as{ cualquier condicion inicial para arg(a(0)) = 27k.

La funcion () := arg(a(t)) describe como varia arg(a(t)) a lo largo de una
curva. Al cambio del argumento desde «(0) hasta a(1), se le llama variacion del
argumento a lo largo de la curva « con ecuacion paramétrica «(t) denotada por

var(a) = ¢(1) — ¢(0). Esta funciéon cumple las siguientes proposiciones:

Proposicion 2.1. Si la curva o dada por a(t) no pasa por el origen de coordenadas
y en su punto inicial, el argumento de la curva es @o. Es posible escoger un valor
del argumento para todos los puntos de la curva o de manera que a lo largo de la
curva, arg(a(t)) cambia continuamente, comenzando por @o. Es decir que para cada
t € [0,1] se puede escoger un valor de p(t) de manera que sea continua para cada t

, con punto inicial gpo.E]

Proposicion 2.2. Si dos funciones distintas p1(t) y o(t) describen la variacion
continua de arg(a(t)) a lo largo de la curva . La diferencia entre estas no depende
de t, es decir: p1(t) — po(t) = 27k

Demostracion. Si k dependiera de t, se tendria:

k() = 901(75)2;902(75)

Donde k(t) seria una funcion continua V¢ € [0, 1] y sabemos que esta diferencia es

un nimero entero, esto si y solo si k(t) =0 o k(t) = k donde k es constante. O

"La prueba de esta afirmacién puede verse con detalle en (Chinn y Steenrod, [1966).
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Proposicion 2.3. Al escoger oo = ¢(0), la funcion ¢(t) queda definida de manera
inica. Y la diferencia o(t) — ¢(0) estd unicamente definida por la funcion a(t) y no

depende de la eleccion de p(0).

Demostracion. Sean 1(t) vy p2(t) dos funciones que describen la variacion de arg(z(t))

tales que ¢1(0) = ¢2(0) = ¢y, por la proposicion anterior, se cumple
p1(t) — @2(t) = 27k,

entonces ¢1(t) — pa(t) =0 0 v1(t) — @2(t) = 27k.

Si ¢1(0) — ¢2(0) = 0, entonces ¢1(t) = pa(t).

Si 1(0) — p(0) = 27k, entonces ¢1(t) — ¢1(0) = pa(t) — p2(0) = 27k = (1)
estd definido de manera tnica. O

Ejemplo 2.11. Calcularemos la variacion de o(t) a lo largo de la curva a(t) = e'™.
Anteriormente se encontro que para esta ecuacion, uno de los valores de arg(a(t)) =

mt, entonces calculando la diferencia, se tiene:
o(t) — p(0) = nt — 0 = 7t.

Ejemplo 2.12. Al observar un camino en C, puede calcularse la variaciéon de su

argumento fijandose en el punto inicial, final y su orientacién.

Figura 2.13. Calculando la variaciéon del argumento a lo largo de una curva.

Puede observarse en la Figura [2.13] que las curvas coinciden en el punto inicial
y en el punto final, sin embargo, la direccién en que se recorren hace que la variacion
del argumento a lo largo de ellas cambie. En la primera tenemos ¢(t) — ¢(0) =

37/2 — 0 = 37w/2, mientras que para la segunda, la variacion del argumento es
o(t) —¢(0) = —m/2 =0 = —m/2.
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Definicién 2.12. Una curva o camino es cerrado o un lazo si la funcion que la

describe cumple que «(0) = a(1) = z, con punto base z.

Sea « un lazo que no pasa por zo € C, var(C') = 27k, donde k determina el
namero de vueltas que el camino da alrededor de z.

Pueden considerarse traslaciones de la forma as(t) = a(t)—zo y asi, si el camino
a da k vueltas alrededor de zj, el nuevo camino as da k vueltas alrededor del origen.
Al niamero de vueltas que da una curva alrededor de un zy dado, se le llama indice

de la curva (alrededor de z).

Ejemplo 2.13. Calcularemos el indice de la curva a(t) = %e‘m alrededor de z = 0,
de z = 1y z = 1/4. Esta funcién describe un circulo de radio 1 centrado en el origen,
donde var(C') = 47 — 0 = 47 = 2(27), entonces pasa 2 veces alrededor del origen.
En el caso de z = 1/4, sabemos que esta dentro del circulo de radio r = 1/2,
por lo tanto, la curva también lo rodea 2 veces, mientras z = 1 esta fuera de la curva

descrita, por lo que no es rodeada por esta.

Ejemplo 2.14. En la siguiente figura observaremos los indices respectivos a los

puntos 2 =0y 2z = 1:

Figura 2.14. Analisis de la variacion del argumento a lo largo de una curva desde distintos
puntos. Fuente: tomada de (Alekseev, [2004, Cap. 2).

e 2 = 0. Al dividir la curva en dos, la variacién de cada parte es 2w, entonces el

total son 2 vueltas alrededor del origen.

e 2z = 1. En la primera parte, no rodea ninguna vez al uno, ya que la curva no
“encierra”’ a este punto, sin embargo, anadiendo la segunda parte se obtiene
que la variacion de la curva total alrededor de z = 1 es 27 por lo que lo rodea

1 vez.

La variacion del argumento también depende de las operaciones entre ecua-

ciones de curvas. Supongase que se tienen dos caminos oy y o dados por a4(t) y
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ay(t) v variaciones de argumento a lo largo de la curva ¢; y o respectivamente. Se

calculard la variacion del argumento a lo largo de la curva « si su ecuacion es:

L. at) = ai(t) - as(t).

Dado que ajay suma arg(a) + arg(as), entonces ¢(t) = p1(t) + pa(t).

2. a(t) = aq(t)/as(t).
Analogamente, la division de «;/ay resta arg(ay) — arg(az), por lo que p(t) =

P1(t) — palt).

Consideremos un camino « descrito por la ecuaciéon paramétrica «(t) y una
funcion continua f: C — C tal que a(t) — w = f(a(t)). En el plano z se tendra al
camino «, mientras en el plano w tendremos un nuevo amino, al cual llamaremos

imagen continua del camino « bajo f, denotado por f(«).

Ejemplo 2.15. Sea un camino « con ecuacion «(t) = 0.7 (em/Q) y una funcién
w = f(z) = 2% La curva a describe un cuarto de circulo de radio 0.7 en el plano z,
ya que su argumento varia 7/2. Al considerar f, se tiene f(z) = 22 = (0.7)%e"™, que
describe un semicirculo de radio 0.72 en el plano w, la variacién del argumento de

f(«) es el doble de la de a.

A T

(a) Plano z (b) Plano w

Figura 2.15. Imagen continua en el plano w de un camino en el plano z.

En general, si la variacion del argumento a lo largo del camino « es ¢, entonces
cuando f(z) = 2", la variacion del argumento de f(a) es np. Y si la curva da k
vueltas alrededor del origen en el plano z, entonces la funcion f(a) dard kn vueltas

alrededor del origen en el plano w, esto se debe a la formula de De Moivre ( [2.1)).

Ejemplo 2.16. Otras funciones que dependen de z pueden determinar la cantidad
de vueltas que da una curva alrededor de un punto.

Sea o una curva en el plano, para la cual se conoce cuantas veces rodea a
un conjuntos de puntos {z;} con i = 1,2, ..., n. Consideraremos las siguientes

funciones f(z). Si los indices alrededor de 2 =0, 2 =1, z =14, z = —i son ky, ko :
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a)

f(z) = 2% — 2.
Se puede factorizar 22 — z = z(z — 1) entonces igualando a cero, se tiene z =0 o

z = 1 ambas aparecen con potencia 1, de donde:
var(a) = 2mky + 2mks = 27 (ky + ko),

por lo que f(z) da ky + ko vueltas alrededor de w = 0.

flz)=22+1.

Factorizando, se obtiene f(z) = (2 —i)(z +1) , por lo que var(C') estad dada por
var(a) = 27 (ks + ky),

entonces la funcion rodea a w = 0 k3 + k4 veces.

f(z) = (2% +i2)n
Al factorizar esta funcion, tenemos (z(z + 7))* en esta funcion, la variacion del

argumento alrededor de los puntos z = 0 y z = —¢ se multiplica por 4, debido a

la potencia. Por lo que
V&I‘(CY) = 4(27Tk‘1 + 27Tk‘4) = 27T(4(k‘1 + k4)),

asi, la funcion rodea a w = 0, 4(k; + kq) veces.
flz)=2=22+2—1.
Esta funcion es 22(z — 1)+ (z = 1) =22+ 1)(z = 1) = (z + 1) (z — 1) (z = 1).

Haciendo un calculo similar a los anteriores, se obtiene que la curva pasara ko +

ks + k4 veces alrededor de w = 0.

2.5. Teorema fundamental del Algebra

Para encontrar soluciones de ecuaciones polinomiales, es necesario saber que

éstas existen y el teorema fundamental del Algebra (FTA por sus siglas en inglés)

asegura que todo polinomio P(z) € C [z] tiene al menos una raiz en C. Con las ideas

anteriores, se presentard un esbozo de la demostracion.

Teorema 2.5.1 (Teorema Fundamental del Algebra). La ecuacion

-1
apz" +al" + ...+ ap_12+a, =0,
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donde todos los a;s son niumeros complejos arbitrarios, n > 1, y ag # 0, tiene al

menos una raiz complejaf]

Demostracion. (Esbozo) Sea w = f(z) = apz" +a} ' + ...+ a,_12 + a, = 0, una
funcién continua cuya imagen es una curva, denotaremos por A al maximo valor de
las normas de los a;, es decir A = méx{|ao|, |a1],...,|a,|} y nimeros reales ¢ > 0,

Ry <1y Ry > 1 tales que cumplen:

Ry > |ay|/(cAn) Ry > cAn/|ay|

Y analizaremos qué sucede cuando |z|= Ry y cuando |z|= Ry, donde z(t) =
Re®™ es una curva cerrada en el plano complejo z, cuya imagen también sera una

curva cerrada en el plano w

e Si |z|= Ry, entonces se cumple
lapz™ + ... + an_12|< |ag2" |+ . .. + |an_12|

= lap||z" |+ ... + |an-1]||z|< A(RT + ...+ Ry)

< A(nRy), yaque Ry <1< An (—|a”’) — M,

Anc c
tenemos el polinomio inicial |f(z) — a,|= |agz" + ... + ap_12|< @

Esto es un circulo en el plano w, centrado en a, con radio suficientemente
pequeno como para no cubrir a w = 0, ya que Ll con ¢ > 0, entonces la
C

cantidad de vueltas alrededor de w = 0 es 0.

e Por otro lado, si |z|= R, se tiene que

a a a a
T o N e O
z z z z

‘a—1|+,__—|—]|anlg’a1|+”'+|a"|,yaqueR2>1
2] 2] R
nA  nAlag|  |ao|
Ry cAn ¢’
tenemos el polinomio inicial |f(z)/2" — ag|= |2 + ... + &2|< @ cuando z

recorre la curva C' con radio R, en el plano z, la variacion del argumento de

8Puede verse una demostraciéon mas formal en (Ahlfors| 2004), (Dejon y Henricil [1969) y (Fra-
leigh y Katz, 2003).
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la funcion f(z)/z" se hace 0, ya que en f(z), ¢ = 2mn y para 2", ¢ = 27n, la
resta de estos es cero. Pero, sabemos quef(z) = f(z)/z" - 2" y utilizando las
propiedades de la variacion del argumento a lo largo de la curva, obtenemos
la suma de las variaciones 0 4 27n, por lo que la curva, f(C) da n vueltas

alrededor de w = 0.

Si ahora aumentamos el radio R de R; a R, tomamos un radio R, tal que R; <
R. < Ry y entonces la imagen f(Cr) puede ser continuamente deformada de f(Ckg,)
a f(Cg,). Si f(Cg,) no pasa por el punto w = 0 se puede hacer pequefias variaciones
en el radio de manera que la cantidad de vueltas alrededor de w = 0 no varia, ya
que la variacion del argumento a lo largo de una curva es continuo y anteriormente
se mostro que para ser continuo s6lo puede ser una constante, sin embargo, también
encontramos que para R; la cantidad de vueltas es 0 y para Ry es n, lo cual contradice
la continuidad. Esta contradicciéon viene a partir de asumir que la curva no pasa por

w = 0, entonces debe existir z € C tal que f(z) =0. O

A continuacién veremos algunas consecuencias del TFA y propiedades de las

raices de los polinomios en C [z].

Teorema 2.5.2. Si zy es raiz de la ecuacion agz™ + a?‘l +...+ap1z+a, =0,
entonces el polinomio agz™ —l—a?*l +...+a,_1z2+a, es divisible por el binomio z — 2y

sin residuo.

Demostracion. Suponiendo que existe un residuo, por el algoritmo de la division,

tenemos que

P(z) = Q(2)(z — z0) + 7

y por ser 2o raiz de P(z), entonces P(zp) = 0, entonces sustituyendo z = 2, se

obtiene
0= P(z) = Q(20)(20 — 20) + 7

Por lo que r = 0 entonces no existe residuo y, por consiguiente, el binomio (z — zp)
divide a P(z). O

Corolario 2.5.1. El polinomio apz™ +a ' + ...+ a,_12 + a,, donde ag # 0, puede

representarse en la forma

ap?" +al Tt a1zt a, =ag(z—21) (2 — 2) ... (2 — 2,).
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El polinomio P(z) descompuesto en factores es igual a cero solo si al menos uno
de los factores es igual a cero, es decir z; es una raiz de P(z), para ciertos nimeros
complejos z1, 2, . . ., 2p, entonces las raices de P(z) son precisamente z1, 2o, . . ., 2.

Para encontrar los polinomios irreducibles en los niimeros reales necesitamos
saber en qué momento los polinomios con coeficientes reales dejan de tener raices
en R, para esto, se encontraran los polinomios irreducibles en R [2].

Supongamos entonces que el polinomio P(x) = apz"+a12" ' +. . .+a,_12+a, €
R [z] tiene una raiz z, € C, entonces también Z; es raiz y del Corolario [2.5.1]

podemos expresar a P(z) como:
P(z) = Q(2)(z = 20)(z = Z0),
donde
(z — 20)(2 — 7o) = 2% — 220 + 207 — 270 = 2° — 2zRe(2g) + ||,

que es un polinomio de grado 2 con coeficientes reales. Lo que implica que un tipo
de polinomios irreducibles en R son los cuadraticos que tienen raices complejas.
Por otro lado, para factorizar un polinomio con coeficientes reales en polinomios

irreducibles, podemos escribir

P(z) = Q(2)(z = 20),
donde zy es una raiz para la cual se tienen dos casos
a) zp € R.

b) 2z € C.

Si se da el caso @, este factor serd de grado 1 y se procede a buscar la siguiente

raiz, de manera que

P(z) = Q' (2)(z — 20) (=),

para la cuela pueden darse, de nuevo los dos casos anteriores.

En el caso @, la siguiente raiz es el conjugado, por lo que P(z) tiene como factor
a un polinomio de grado 2 y se procede con las siguientes raices. Este procedimiento
es finito, ya que el polinomio inicial es de grado n.

Como resultado de esto, se tiene que en R los polinomios irreducibles son de

grado 1 o 2, mientras en C, todos son de grado 1.
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Definicién 2.13. Sea zy una raiz de la ecuacion,

aoz"—i—a?’l +...+an_12+a, =0.

se dice que 2, es una raiz de multiplicidad k si el polinomio agz” +a? ' + ... +

an_1%2 + a, es divisible por (z — z)¥ y no por (z — z9)***%.

Una afirmacion equivalente al teorema fundamental del algebra es que todo

polinomio de grado n tiene n raices complejas, contando su multiplicidad.

Ejemplo 2.17. En la ecuacion
Pt 2342242 1=0
tenemos,
Pt 2284221 = (242224 1) (2 1) = (22— 1)%(2—1) = (2+1)*(2—1)* =0
tiene dos raices z = 1, de multiplicidad 3 y z = —1, de multiplicidad 2.

Definicién 2.14. Sea P(z) = apz" +a? ' + ...+ ap2" 4+ ... + an_12 + a, un

polinomio, se le llama derivada de P(z) al polinomio
P(2)=amz" '+ ay(n—1)2"2 4. 4 apn — k)" 4 Fan

A la derivada, la denotaremos por el simbolo ’ (prima).

Las derivadas también son polinomios y tienen propiedades distintas, conside-

rando los polinomios P(z) Q(z) y ¢ una constante, se cumple:
L (P(2) +Q(2)) = P'(2) + Q'(2)
2. (c-P(2)) =c- P'(2)
3. (P(2)Q(2)) = P'(2)Q(2) + P(2)Q'(2)
4. Si P(2) = (= — 2)" entonces P'(z) = n(z — z)""!

Proposicion 2.4. §i la ecuacion P(z) = 0 tiene una raiz zo de multiplicidad k > 1,
entonces la ecuacion P'(z) = 0 tiene raiz zo de multiplicidad k — 1 y si la ecuacion

P(z) =0 tiene una raiz zo de multiplicidad 1, entonces P'(zy) # 0.

66



Demostracion. Como zg es raiz de multiplicidad &, entonces podemos expresar P(z)

como

P(2) = (2 = 20)*Q(2)
Entonces, por las propiedades anteriores, se tiene
P'(2) = ((z = 20)")Q(2) + (2 = 20)°Q'(2) = k(2 — 20)" ' Q(2) + (2 — 20)"Q'(2),

donde kQ(z) + (2 — 2)Q’'(2) no es divisible por (z — 2)*, ya que Q(2) no es divisible
por (z — z). Por lo tanto, P'(z) es divisible por (z — 29)*~! pero no por (z — 2)*,

es decir, zy es raiz de multiplicidad k& — 1. O
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3. SUPERFICIES DE RIEMANN

El teorema de Abel-Ruffini habla sobre la imposibilidad de encontrar una for-
mula general para calcular las raices de polinomios de grado mayor o igual a cinco.
Por el teorema fundamental del algebra, todo polinomio de grado n tiene exacta-
mente n soluciones hasta por su multiplicidad. Entonces las formulas que sirven para
encontrar estas raices deben tener mas de un valor. Recordando que una funcion es
una correspondencia entre los conjuntos A y B que asigna a a € A un dnico elemento
fla)=0be€ B.

A las «funcionesy que admiten mas de un valor a estas les llamamos funciones
multivaluadas y las denotaremos por f: A -» B. Para convertir éstas en funciones
genuinas necesitamos extender su dominio considerando sus ramas continuas y uni-
valuadas. Al pegar estas ramas se construird un nuevo dominio llamado superficie
de Riemann, en honor al matemético aleman Bernhard Riemann. Estas superficies
nos daran la intuicion geométrica para analizar conceptos algebraicos como el gru-
po de monodromia de las funciones que hemos trabajado en el capitulo anterior.
Se estudiaran también las propiedades de estas funciones, como subconjunto de las
funciones analiticas, para construir las superficies de Riemann a través de la con-
tinuacion analitica, en particular se construiran éstas para funciones solubles por

radicales.

Para ello, estudiaremos primero los conceptos topolégicos basicos que nos ayu-
daran a entender la construccion de superficies a través de uniones disjuntas o co-
pias del plano complejoF_-] C. Posteriormente estudiaremos las funciones algebraicas,
particularmente las solubles por radicales y su continuaciéon analitica, asi como la
propiedad de monodromia para dar una construccion abstracta para las superficies

de Riemann.

A partir de ahora trabajaremos con C, C* = C\ {0} o C = C U {oo} segtin convenga, como
dominios y contradominios.
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3.1. Conceptos topolégicos

Para tener la nocion de lo que es una superficie y saber especificamente qué
son las superficies de Riemann, es necesario conocer algunos conceptos topologicos

generales.

3.1.1. Topologia general

Comenzaremos con la nocion de topologia y las relaciones entre espacios topo-
logicos. Dado un conjunto X, una topologia 7 es una familia de subconjuntos de

X que cumplen con tres propiedades:
. Xertybher.

2. SiA;er, |JA €71,coni €, un conjunto arbitrario de indices.
i€l

3. Si Ay y Ay € 7, entonces A; N Ay € 7.

Al par (X, 7) se le llama espacio topoldgico y a los elementos de 7 se les llama

conjuntos abiertos.

Ejemplo 3.1.

1. (R, 7) es un espacio topologico donde 7 es la topologia usual en R (generado

por intervalos abiertos).

2. (C,7) donde 7 es generada por discos abiertos centrados en un punto z (usa-

remos z € C), con radio r > 0.

En el capitulo anterior se dio una definicion de funcién continua para R y R2,
en general, una funciéon f: X — Y es continua si dado un abierto V de Y, su
preimagen f~'(V) es un abierto en X. Una forma de considerar equivalencias entre
espacios topologicos es que existan homeomorfismos entre ellos. Escribimos X ~ Y

y decimos que X es homeomorfo a Y.

Definicién 3.1. Un homeomorfismo entre dos espacios X y Y, es una biyeccion

f: X =Y tal que fy f~! son continuas.
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3.1.2. Uniones disjuntas y espacios de identificacion

En algunas ocasiones, necesitamos tomar dos valores donde hay uno tnico, para

generar el segundo, usaremos las uniones disjuntas.

Definiciéon 3.2. Dados dos conjuntos X, Y, su unién disjunta es
XUY =X x{1}UY x {2}

El producto con 1 y 2 sirve cuando un punto x estd en ambos conjuntos, es decir,
X UY. En este caso, la unién disjunta lo convierte en dos puntos: (z,1) y (z,2).
Esta diferencia es atin més 1til cuando hacemos una union disjunta de dos o mas

copias de un solo conjunto. En general,
| |Ue =] U x {k}.
k k

Este proceso nos ayuda a construir conjuntos o espacios mas grandes. Para el
proposito contrario, tenemos los espacios de identificacion. En topologia existe el

concepto de pegar puntos o subespacios.

Ejemplo 3.2. Por ejemplo, tomaremos el segmento [0, 1] y pegaremos o identifica-

remos el 0 con el 1, esto se verd como un circulo.

(a) Espacio [0, 1].

(b) Identificacion de los pun-

tos 0y 1 (c) Espacio de identificacion.

Figura 3.1. Circulo como espacio de identificacion del segmento [0, 1].

Asi, obtenemos un nuevo espacio homeomorfo a un circulo, esto sucede cuando
a este cociente le ponemos una topologia particular, la topologia cociente, tomaremos

la idea de este ejemplo anterior para definir el pegado o identificacion.

Definicién 3.3. Sea X un espacio topologico y ~ una relacion de equivalencia que
particiona a X en clases de equivalencia. Definimos a Y := X/ ~ como el conjunto
de clases de equivalencia inducidas por la relacién ~, obteniendo una funcién sobre-
yectiva ¢: X — Y. Dotaremos de una topologia a Y, llamada topologia cociente

o de identificacién. Esta topologia cumple:
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e Un subconjunto V C Y es abierto si y solo si p~ (V) es abierto en X.

Al espacio Y con la topologia cociente, le llamamos espacio cociente o espacio

de identificacidn.

En el ejemplo , habia una clase de equivalencia con los elementos {0,1} y
las demas clases eran los conjuntos singulares, cada uno con un punto del segmento
(0,1), de esta forma estamos identificando a los puntos 0 y 1. Podemos probar que

[0,1] /0 ~ 1 ~ S*, considerando la funcion

f:[0,1] — S*

t 627”t.
Estas herramientas nos ayudaran a modificar los dominios para ciertas funcio-
nes que veremos en la siguiente secciéon. Es de particular interés el tratamiento de

superficies, pues los dominios que formaremos son objetos de este tipo.

Definicién 3.4. Una superficie es un espacio de Hausdorﬁ,ﬂ sequndo numemble,ﬁ]

donde todo punto tiene una vecindad homeomorfa a una bola en R2.

En particular, nos interesan las superficies conexas por caminos y compactas,
ya que las superficies con las que trabajaremos son de este tipo. No incluimos la

prueba de esto por lo que referimos al lector a (Ahlfors y Sario., 1960)).

Definiciéon 3.5. Decimos que un espacio es conexo por caminos si para cada par

de puntos 2y y 27 existe un camino C' en X que une a zy con 2;.

Definicién 3.6. Una coleccion A = {U;};c; de abiertos en un espacio X tales
que U;U; = X se llama cubierta abierta de X. Una subcoleccion B C A se
llama subcubierta si la uniéon de sus elementos también es todo el espacio X.
Decimos que X es compacto si cualquier cubierta abierta admite una subcubierta
finita. Intuitivamente, quiere decir que al tomar dos puntos en el espacio, podemos

acercarnos de uno al otro en una cantidad finita de pasos, sin escapar al infinito.

Nota 3.1. Hay espacios que no son compactos, como el plano. Estos espacios pueden
ser compactificados agregando elementos. La razon por la que agregamos el punto
oo al plano complejo C, es que C es homeomorfo a una esfera, como se vio en el

capitulo anterior, y las esferas son objetos compactos.

2Un espacio de Hausdorff si para cada dos puntos distintos p y ¢ existe una vecindad U(p) y
V(q) tales que U NV = (. (Dugundjil, [1978] cap VII).
3Un espacio es segundo numerable si tiene una base numerable (Dugundji, 1978, cap. VIII).
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3.2. Funciones algebraicas

Los polinomios, las funciones racionales y las radicales son ejemplos de lo que

se llaman funciones solubles por radicales.

Definicién 3.7. En general, decimos que una funciéon h(z): C — C es solu-
ble por radicales si puede ser escrita en términos de la funcion f(z) = 2z y de
funciones constantes g(z) = a, con a € C, a través de operaciones como suma,

resta, multiplicacion, division, potencias y raices enteras. Por ejemplo, la funcion

h(z) = (/7 + 524 — 6//2)* es soluble por radicales.

Las funciones solubles por radicales pertenecen a una clase de funciones llama-
das algebraicas, estas funciones nos interesan, ya que para este tipo de funciones es
posible construir una superficie de Riemann por continuacion analitica, método que

describiremos en la seccion B3l

Definicion 3.8. Una funcion en una variable w(z) es una funcién algebraica si
es solucion de una ecuacion algebraica cuyos coeficientes Py (z) son polinomios en la

misma variable, de la forma:
F(z,w) = Py(2)w" + Py (2)w™ 4+ ...+ P(2) =0 (3.1)

Asumiremos, sin perder la generalidad, que P,(z) = 1.

Nota 3.2. Las funciones algebraicas son un subconjunto de una clase mas grande de
funciones, llamadas funciones analiticas. Estas son las que pueden representarse
como series de Taylor (ver (Ahlfors, [2004)) y (Porter, 1983)). Algunos ejemplos de

funciones analiticas son:

1. Trigonométricas

1,11
sen(z)—z—ﬁz +%_ﬁ+"'
_ Ly, 14 6
cos(z)—l—gz —}-a — Gt + ...

2. Exponencial

2 _ Ly, 145 1,
e—1+z+52 +§Z —1—12 + ...

3. El logaritmo en la bola unitaria, centrada en z = 0

1 1 1
log(1+z):1—z+§z2—§z3+124—
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4. Polinomios, centrados en z = 0, su radio de convergencia siempre es infinito,
es decir, convergen en todo el plano C.
De los ejemplos anteriores, s6lo los polinomios son funciones algebraicas.

En otras palabras, una funcion algebraica es toda aquella que puede ser expre-
sada como una ecuacion con dos variables, donde una es un ntimero complejo y la
otra es un polinomio en esa variable. Estas ecuaciones se resuelven encontrando los

ceros del polinomio.
Ejemplo 3.3. Algunas funciones algebraicas son:

1. Funciones lineales: w = az + b.

Estas cumplen con la ecuaciéon w — (az + b) = 0.

2. Las cuadraticas: w = az? + bz + c.

Estas cumplen con la ecuacion w — (az? + bz +¢) = 0. De esta forma, podemos

verificar que cualquier polinomio de grado n es una funcion algebraica.

p(2)
q(=)”

Como solucion a la ecuacion g(z)w — p(z), donde ¢g(z) y p(z) son polinomios.

3. Las funciones racionales: w =

4. Las funciones solubles por radicales son algebraicas, pues dada f(z) soluble
por radicales, f(z) es solucion a la ecuacion w — f(z) = 0, manipulando a w
para eliminar las funciones de la forma /z, consideremos h(z) = ¢/\/z + 52*
como solucién a w — {’/m = 0, eliminando las expresiones radicales,

obtenemos la ecuacion algebraica

64w’ — 80w?2* + 2528 — 2 = 0.

Ejemplo 3.4. Consideremos la «funcioény /z: C - C, que es solucion a la ecuacion:
w?—2=0

entonces es algebraica y toma dos valores para cada z € C*, en los puntos z =0y
z = 00, toma un valor inico. A estos puntos les llamaremos puntos singulares de la

funcién. Los valores de la funcién estan dados por

Wz = 2602y
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oz = 2T — S

A los valores distintos que toma una funcién los llamamos ramas de la funcion.
En la seccion vimos que si tenemos un camino « definido por z(t) y
una funciéon f continua, entonces f(a) es continua, llamada imagen continua del
camino, por esto podemos considerar como varia el argumento de la imagen de una
curva. Si var(a) = 6, entonces bajo la funcion 4/z(t) es var(y/a) = 6/2, probando

asi el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea a un camino cerrado dado por z(t), entonces 1/(2(0)) = 1/ (z(1))

sty solo si el camino « tiene un indice par alrededor de 0.

Dado que hay dos imagenes, necesitamos construir un dominio mayor para que
la funcion sea genuina. Para ello, haremos un corte el plano C a lo largo de R™,
generando entonces al plano C como la unién disjunta de los semiplanos PT = {z |
Im(z) > 0}URU{oco} y P~ ={z | Im(z) < 0} URU{cc} alo largo de R*, con dos
ejes R™. Escribimos C = C\ R™.

Figura 3.2. Corte en el plano complejo

Lema 3.2.2. Dado un camino C':

a) La imagen de C en C, /C satisface \/(2(1)) = iv/z, parat € [0,1] conuni = 1,2
fijo.

b) Si el camino C atraviesa el corte, su imagen cambia de rama.

Demostracion.

a) Se sigue del lema anterior. Tomemos ¢ € [0, 1] tal que 1/2(0) # +/2(t), entonces

puede ser 1/z(0) = 11/2(0) v f(2(t)) = 24/2(t) 0 v/2(0) = 24/2(0) v /2(t) =
17/ 2(t). Y esto solo sucede al rodear al menos una vez a 0. Entonces al tomar un
camino cerrado C' con ecuacion z(t), podemos fijar \/z(0) = ;4/2(0) y obtener

asi \/z(t) = 14/2(t) para un i fijo.
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b) Consideremos dos puntos z1, z; € C fuera del corte y dos caminos que los unen
C1 no atraviesa el corte y C5 si y sabemos que C permanece en la misma rama.
Si fijamos /21 = 14/71, definimos por continuidad a lo largo de C el valor |,/29
en la misma rama. Consideremos ahora el lazo C;'Cy con indice 1 alrededor de

0 como se muestra en la figura:

<1

Figura 3.3. Composicion de los caminos C’l_ng y como rodean el origen.

Sabemos que su imagen bajo \/ 1o es cerrada, esto significa que el valor /zo #;
/%2 que habiamos fijado y dado que 1,/22 estaba en la misma rama que 1,/z1,

entonces el valor |/zy pertenece a otra rama. O

Tomemos dos copias de C: C x {1} y C x {2}, para cada z € C, tenemos que
7 < arg(z) < —7m y su imagen bajoy/z, cumplird 7/2 < arg(z) < —m/2, es decir que
estan en el lado derecho del plano, a esta rama la denotamos con 14/z. Al tomar la
otra rama de la funcién, tendremos valores al lado izquierdo del plano, pues es la

rotacion de la otra con angulo 7 y la llamaremos 24/z.

En la siguiente figura, la parte superior izquierda es una copia del plano C
para el cual definimos a la rama 14/2, cuya imagen aparece en azul, mientras en una
segunda copia del plano C en la parte inferior definimos a la rama 54/z, con imagen

en color rojo.

Las ramas de la funcion /z, 11/2 y 21/z son funciones continuas definidas en
las correspondientes copias de C, que llamaremos también hojas. A la primera la
denotaremos por C x {1} y la segunda serda C x {2}, para indicar que es el mismo
conjunto, pero el punto (z, 1) pertenece a la copia 1, mientras (z, 2) tiene las mismas

coordenadas en la copia 2.
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C x {1}

, WE
C x {2}

, /2

Figura 3.4. Ramas continuas de /.

Para conservar la continuidad de la funcion, se necesita pasar de una hoja a
otra en la superficie via 1, mostrada en gris en la figura que identifica la parte
superior del corte de la hoja 1 con la parte inferior de la hoja 2, y @9, en celeste,
que identifica la parte inferior del corte de la hoja 1 con la parte superior del corte

en la hoja 2. Y asi, definimos w: S — C

w(z,1) :{ 1\/@; sii=1

oy (2,1), sii =2

Si z = 00, w(0o,i) = oo y si z = 0, entonces w(z,i) = 0.

Consideramos la superficie
S:=Cx{1}uCx {2}/ ~.

Los puntos (z,1) y (z,2) corresponden via la proyeccion 7: S — C al punto z € C,
como se muestra en la figura donde ~ es la relacién correspondiente a @ v ©s.

De manera que si un punto zo fuera del corte y tomamos una vecindad |z —zo| <
0, donde 6 > 0, al dar una vuelta alrededor de él, es posible no tocar el corte con
un radio muy pequeno. Para el punto zy = 0, la curva forzosamente atraviesa el

corte, obligando a los puntos de esta a moverse de rama, haciendo que se pierda la
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continuidad, en la figura [3.4] puede verse que los puntos (a,1) y (b, 1) son cercanos,

asi como (a,2) y (b,2). Sin embargo, en sus imédgenes bajo 1,/ y 2,/ estdn alejadas.

1v/ (a, 1) esté cerca de 94/(b,2) asi como 11/(b, 1) es cercana a 24/(a, 2).

Definicién 3.9. Los puntos en S, en los cuales es posible cambiar de hoja al dar
una vuelta alrededor de ellos, se llaman puntos de ramificaciéon de una funcién

algebraica.

Conociendo los puntos de ramificacién, puede construirse el esquema de la
superficie de Riemann de dicha funcién. En la siguiente figura se muestra el esquema
de la superficie de Riemann de la funcién /z, con punto de ramificacion z = 0. Donde
cada hoja es representada por una recta, las flechas indican las identificaciones entre
cada hoja de la superficie a través de los circulos pequenos, que representan a los
puntos de ramificaciéon, indicando que al rodear una vez a ese punto, se puede mover
de una hoja a otra, tanto al dar una vuelta alrededor de ellos, como al atravesar el

corte entre 0 e infinito.

0

Figura 3.5. Esquema de la superficie de Riemann de /.

C x {
€a,1)
0
(b,19
C x {
€a,2)
0
(b,2)
|
l ™
C
e a 0

Figura 3.6. Hojas correspondientes a la funcion /z y la proyeccion w: S — C.

Al dominio resultante del pegado para la funcion 1/z lo llamamos superficie

de Riemann.
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Figura 3.7. Superficie de Riemann de /z. Fuente: imagen tomada de(Alekseev, 2004]).

Nota 3.3. En las figuras de las superficies de Riemann que utilizaremos a lo largo

del capitulo, el punto al infinito corresponde al borde de las hojas.

Tenemos las funciones w: S — Cy y/z: C - C, ambas estan relacionadas por
la proyeccion w: S — C, w(z,i) — z. De manera que el siguiente diagrama conmuta
y las funciones 7 y w(z) estan dadas explicitamente por continuacion analitica, como

veremos en las siguientes secciones.

A

C

Figura 3.8. Diagrama de funciones y una superficie de Riemann como dominio de la nueva
funcion continua.

Ejemplo 3.5. Si ahora consideramos la funcion v/z2: C - C. Buscaremos, al igual
que en /2, sus ramas univaluadas continuas. Se considera el plano z cuyos valores
de las ramas de la funcion estan dados por 1V22 = 2z v 9v/2%2 = —z. Al tomar una
curva que rodea a 0, var(z?) varia 47 mientras var(v/22) varia 27, es decir que el
valor de la funcién no cambia.

Por esto, z = 0 no es un punto de ramificacion de la funciéon v/22 y las imégenes

de las curvas que pasan por este punto no estan definidas de manera tdnica.
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- —_— < 9 >
0 A E 0 C
F
Plano z Plano w

Figura 3.9. En el lado izquierdo tenemos a la curva BA que pasa por O. Al lado derecho,
las imégenes de esta curva.

En la figura las iméagenes del segmento BA pueden ser DO o FO, inde-
pendientemente de la eleccion, al pasar por w = 0 hay de nuevo dos imégenes para
el segmento OA, estas son OF y OC', de esta forma podemos ver que los caminos
que pasan por z = 0 no tienen una imagen bien definida y que la superficie consta

de dos hojas disjuntas, representada en la siguiente figura, con su correspondiente

esquema.
=" e
,- """"""" "s
0 - -
(a) Esquema de la superficie de Rie-
mann de v/2z2. (b) Superficie de Riemann de v/22.

Definicién 3.10. Los puntos en los que se pierde la unicidad de las imagenes de
las curvas continuas, pero no son puntos de ramificacion, se llaman puntos de
no unicidad. Al conjunto de puntos de ramificacion y puntos de no unicidad le
llamaremos puntos especiales de la superficie de Riemann.

Al construir superficies de Riemann, no se hacen cortes desde un punto de no

unicidad, pero las curvas continuas deben evitar tocar estos puntos.

Con la idea de como construir la superficie de Riemann para la funcion /z.
Podremos generalizar a cualquier funcion algebraica, para ello, usaremos las ideas

principales y notacion de (Porter| [1983)).
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Definiciéon 3.11. Una superficie de Riemann concreta es un par (S, 7) donde
S es una superficie y 7: S — C es una funcion continua con la propiedad de que
para todo punto sy € S donde 7(sy) # oo existe un entero n < 1, una vecindad
Vo C S de 59 y un homeomorfismo h: Vo — h(Vp) C C con h(sp) = 0 tal que

7(s) = m(so) + h(s)"

para todo s € V4. Para los puntos sy tales que 7(sg) = oo, se necesita que

para todo sy € Vj.
Al niimero n se le llama indice de ramificacion del punto sg. Cuando n < 2,
se dice que sy es un punto de ramificacién de 7. La proyeccion es n-a-1 en todos

los puntos, excepto en estos puntos.

Notese que la definicion no contradice la definicion [3.11] pues al rodear
a un punto de ramificaciéon, estamos atravesando el corte al infinito y habiamos
identificado las copias de C a lo largo de este corte. Es decir, al atravesar el corte
desde la hoja k, paso a la hoja k + 1 y por tanto, una funcion w(z), pasaria de su

k-ésima rama a la k + 1.

Nota 3.4. Ahora, es conveniente mencionar a los espacios cubrientes, esta condicion

serd importante para el estudio del grupo de monodromia.

Definicion 3.12. Sea f: Y — X una aplicaciéon entre espacios topoldgicos, decimos
que es una aplicacién cubriente si cada punto x € X tiene una vecindad abierta
U, tal que f~1(U,) es una union de abiertos disjuntos donde cada uno es homeomorfo
a U, a la cual llamamos vecindad regular de x. Decimos que Y es un espacio
cubriente de X s existe tal proyeccion. Al conjunto f~1(z) se le llama fibra y a su

cardinalidad se le llama niimero de hojas del espacio cubriente.

En la definicion de superficies de Riemann, la proyeccion
7: S\ {puntos de ramificacion} — C \ {puntos singulares de f(z)}

es una aplicaciéon cubriente de n hojas cuando el indice de ramificacion es n. La
prueba de esto puede verse en (Porter} 1983)) y (Zot, [2000).
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Figura 3.11. Superficie de Riemann asociada a \/z como espacio cubriente de Cx.

Por esta razon, los caminos en C pueden ser levantados a las superficies de

Riemann, propiedad que estudiaremos en el Capitulo 4.

Ejemplo 3.6. El ejemplo mas simple es (@, id), donde C es la esfera de Riemann e
id es la funcion identidad.
Consideremos a h(s) = s — s¢ para cada punto finito so € C C C cuya vecindad

Vo no contenga al infinito, de esta forma, h(sg) = 0, entonces
7(s) = s =59+ h(s) = so + (s — s0) = 7(s0) + h(s),

donde el indice de ramificacién es siempre n = 1. En el caso sy = oo, tomaremos
h(s) = 1/sy en cualquier vecindad V{ que no contenga al cero, se cumple h(sy) = 0,
de donde

m(s)=s=s9+1/s=s0+ h(s),
también con indice de ramificacion 1. .S es un espacio cubriente 1-a-1, es decir, de 1
hoja.

Ejemplo 3.7 (Ejemplo revisitado). Hemos construido una superficie de Rie-

mann para la funcion multivaluada /z a través uniones disjuntas e identificaciones,

pero falta verificar que, en efecto, es una superficie de Riemann concreta.
Consideremos un punto z € C*, es decir, puntos distintos de 0 e co. Entonces

obtenemos un homeomorfismo de la forma

w(s) =m(s) — m(so),
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es decir que tenemos indice de ramificacion 1, confirmando asi que no son puntos de

ramificacion.

Si tomamos un punto tal que 7(sg) = 0, tenemos que la proyeccion
m(s) = m(s0) + [w(s))”,

donde el homeomorfismo w tiene indice de ramificacién n = 2.

Para un punto tal que 7(sg) = 0o, tenemos que la proyeccion

m(s) = m(s0) + [w(s)] 7,
donde el homeomorfismo w tendria indice de ramificaciéon n = 2. Con esto, obtene-

mos un espacio de recubrimiento de 2 hojas.

Ejemplo 3.8. (S, ) donde S son n copias del plano C pegadas via ¢, 1 < k < n,
que asignan la parte inferior de R~ de la k—ésima copia, con la superior de la copia
k + 1, modulo n.

Este es un espacio cubriente de n hojas, pues se construye de manera aniloga
a la superficie de y/z. Sus puntos de ramificacién son z = 0,z = oo y el indice de

ramificacion de cada uno es n. m es la proyeccion, donde hay un homeomorfismo
w: S — Ces la funcion w(z,i) =, {/(z, k), donde 7 = k.

Figura 3.12. Superficie de Riemann de /2. Fuente:imagen tomada de 1 2004).
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3.3. Continuacion analitica

En las secciones anteriores se menciond que las funciones solubles por radicales
eran algebraicas y que éstas son parte de un conjunto mas general de funciones, lla-
madas analiticas. Nos interesa hablar de estas funciones porque podemos extender
su dominio por continuacién analitica y obtener de esta manera un procedimiento
mas general para construir superficies de Riemann y asegurar as{ su existencia para
las funciones algebraicas y a su vez, estudiar la monodromia de las mismas. Consi-
deremos un punto a € C tal que la funcion algebraica F'(a,w) = 0 tiene n soluciones
distintasw = z1,21,...,2,. Entonces F'(a,z;) # 0, por el Teorema de la Funcion
Implicita (ver (Bartle, 1967)), si se toma un punto = # a en una vecindad U, de a,
la ecuacion F'(z,w) = 0 también tiene n soluciones. Estas n soluciones definen fun-
ciones (univaluadas) f,1(2), fa2(2),..., fan(2) con dominio U,. donde las funciones
fa.i(2) se expanden en series de Tayloxﬂ convergentes en a, entonces podemos tomar
un disco U, en la interseccion de los discos de convergencia de estas series.

Llamamos elemento de funcién analitica a cada par ordenado (f,;,U,),
donde f,; es analitica en el disco U, descrito anteriormente. Y llamaremos funcién
global analitica de (fy, Do) a la funcion f, que es la coleccion de elementos tales

que existe una cadena

(fo, Do), (f1D1), - -+, (fn, D) = (f, D)

donde f; es continuacién analitica directa de f;_; para j =1,2,..., n.

Un elemento analitico puede ser extendido a un dominio mas grande, en caso
de que la ecuacién tenga soluciones univaluadas, el dominio es todo C. Cada
solucion esta definida en una copia de C, que es conexo por caminos, en particular,
podemos tomar puntos en C\ {z1, 29,...,2,}, donde {21, 22, ..., 2,} es el conjunto
de puntos donde la funcion f se hace cero, junto con el cero e infinito.

Para construir superficies de Riemann a partir de la continuacién analitica,
tomaremos puntos a,b € C\ {2y, 22, ..., z,} v al elemento analitico (f,, U,). Expan-
dimos este elemento a través de caminos C' C C\ {z1, 22, ..., 2, } hasta el punto by
cubrimos a los caminos con una cantidad finita de vecindades U,,, que son dominios
de los elementos analiticos (f,:, U,,) ¥ son compatibles cuando f,, = f,, ,, esto es
en las intersecciones de los discos U,, NU,, ,, como se muestra en la figura El
tltimo elemento analitico (fy, Uy) es una extension del elemento (f,,U,) a lo largo

del camino C.

4Ver(Porter, [1983).
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Figura 3.13. Continuacién analitica por caminos.

Ejemplo 3.9. Sea F(z,w) = (w — z)(w — 2) entonces se tienen dos elementos
analiticos, extendidos a las funciones w = 2z y w = zg en todo el plano C. Esta tiene
un corte imaginario cuando z = 2z, pero es removible, ya que es univaluada. Sin

embargo en el ejemplo no puede removerse el punto de ramificacion z = 0.

Pero, jes la continuacion analitica tinica? En este punto afirmaremos que dos
caminos C' y C?, ambos uniendo a los puntos a y b, pueden ser deformados uno en
el otro siempre que al concatenarlos no rodeen a un punto sinuglar de una funcion.
A esta posibilidad de deformar caminos se le llama propiedad de monodromia,

que sera fundamental en el siguiente capitulo.

od C2

o 0

%
Figura 3.14. Propiedad de Monodromia

Definicién 3.13. La union de todos los elementos analiticos obtenidos de (f,, U,)
a lo largo de todos los posibles caminos con la propiedad de monodromia, es decir,
el barrido de las curvas, forma una superficie, que es precisamente la superficie de
Riemann S, de una funcién sin contar los puntos de ramificacion. Esta superficie
cumple con:

m:8 = C\{z1,2,...,2}

que asocia cada valor w;(z) con su argumento z. Sin embargo, falta unir a los puntos
de ramificaciéon para obtener una superficie de Riemann compacta con la topologia

inducida por los discos de los elementos analiticos.
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Ejemplo 3.10 (Construccion equivalente para el ejemplo . Estudiaremos la
funcion w(z) = /2 tomando la curva e*™ con ¢ € [0,1] (el circulo unitario en el
plano C). Al completar una vuelta al circulo a partir de z = —1 en una copia de C,
anéalogo al ejemplo ?7, el camino que se obtiene (imagen) es un semicirculo en la
parte derecha del plano al utilizar la funcion 1+/z, definida previamente.

Haciendo continuacion analitica, partiendo del mismo punto pero en la segunda
copia de C, como se estableci en el ejemplo se da una vuelta en la segunda
copia, generando, a través de la funcion 91/z el semiplano derecho de C. La superficie
final es el barrido de los circulos de todos los radios » > 0, hasta infinito, que se

muestra en todas las figuras como el borde de las hojas.

(a) Hoja 1 del plano C. (b) Hoja 2 del plano C.
(¢) Superficie de Riemann con los cami-

nos circulares y las vecindades tomadas

para la continuacion analitica (d) Imagen de la funcion w(z).

3.4. Superficies de Riemann para funciones solubles por ra-

dicales

En general, podemos construir superficies de Riemann para todas las funcio-
nes algebraicas, pero para propositos de esta tesis es de particular interés entender
la construccion para funciones solubles por radicales. Si consideramos una funcion
h(z) = f(2)dg(z), donde la casilla O puede ser cualquiera de las operaciones suma,
resta, multiplicacion, division, potencias y raices, podemos construir sus superficies

de Riemann a través de las siguientes construcciones:

Construccion 3.1. Para construir el esquema de las superficies de Riemann de las

funciones h(z) = f(2)0g(z), comenzando con los esquemas de las funciones f(z)
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g(z), con los mismos cortes, basta con sequir el procedimiento descrito a continua-

cLon:

a) Poner en correspondencia cada par de ramas f;i(z) y g;(z), una hoja con la cual

rama h; ;(2) = fi(2)0g;(2) estd definida.

b) Si al girar una vez alrededor del punto zy se mueve de una rama f;1(z) a una
nueva rama fi2(z) y de la rama gn(z) a gj2(2), entonces para la funcion h(z),

con el mismo giro se moverd de la rama hi j1 a la rama his jo.

¢) Identificar las hojas en las que las ramas h;; coinciden y reducirlas a una sola

hoja.
A esto se le conoce como método formal.

Construcciéon 3.2. Para construir el esquema de la superficie de Riemann de la
funcion h(z) = [f(2)]", comenzando con el esquema de la superficie de Riemann de

la funcion f(z), definida con los mismos cortes, son suficientes los siguientes pasos:

a) Considerar las ramas hi(z) = [fi(2)]", en vez de las ramas f;(z) en el esquema

de /(2)
b) Identificar qué ramas de h(z) coinciden.

Construccion 3.3. Para construir el esquema de la superficie de Riemann de la
funcion h(z) = {/f(z) comenzando con el de la funcion f(z), definidas en los

mismos cortes, es suficiente hacer lo siguiente:

a) Reemplazar cada hoja del esquema de la superficie de Riemann de la funcion f(2)

por un paquete de n hojas.

b) Al dar una vuelta alrededor de un punto de ramificacion arbitrario de h(z), se

mueve de las hojas de un paquete a todas las hojas de un paquete distinto.

¢) Cada movimiento de un paquete de hojas a otro paquete, corresponde a pasar de

una hoja a otra en la f(z).

d) Si las ramas dentro de los paquetes estdn enumeradas de manera que f; ;(z) =
fio(2)€x, entonces al moverse de un grupo de hojas a otro, las hojas del paquete
correspondiente que las contiene no estdn mezcladas, sino que permutan ciclica-

mente.
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Todos estos procedimientos se cumplen cuando la funcién compuesta h(z), tiene
los mismos cortes que las funciones de las que depende, a continuacion, veremos como

construir superficies de Riemann para funciones compuestas.

Ejemplo 3.11. Consideramos la funcion h(z) = /z + /2 se tiene que ambas
funciones f(z) = g(z) y el tinico punto de ramificacion es z = 0. Si comenzamos en
la rama hg, al dar una vuelta alrededor de este punto, cambiara de fy a fi y de go
a g1, pasando a la hoja hy ;. Andlogamente, si se comienza en hg 1, se pasara a hy g,

siendo su esquema:

(\\] h(),l
h0,0

0

Figura 3.16. Esquema de la superficie de Riemann de 1/z 4+ /2 con el método formal.

Sin embargo, al evaluar para algin z # 0, z # oo se tiene:
hoo(2) = fo(2) + fo(2) = 2fo(2)

hoa(z) = fo(z) + fi(z) =0
hio(2) = fi(2) + fo(2) =0
hi1(z) = fi(2) + fi(2) = fi(2)

Puede notarse que dos hojas son idénticamente 0, entonces coinciden en el cambio
de argumento y pasos de una hoja a otra, por lo que el esquema correcto de la

superficie de Riemann para esta funcién se ve asi:

hl,O = hO,l =0

Figura 3.17. Esquema correcto de la superficie de Riemann de v/z + /z .
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Ejemplo 3.12. Al considerar la funcion h(z) = (/2 + /2)/{/2z(z — 1), regresare-
mos a f(z) = \/z++/z, funcién de la cual conocemos que tiene 3 ramas univaluadas

continuas, fo(2) =0, f1(2), fa(2) = — f1(z), con punto de ramificacion z = 0y la fun-
cion g(z) = /z(z — 1), que tiene 3 ramas univaluadas, con puntos de ramificacion

z=0y 2z = 1. Las ramas son ¢o(z), go(2)es, go(2)€2, entonces
hoo(2) = fo(2)go(2) = 0

ho1(z) = fo(2)g1(z) =0
ho2(2) = fo(2)g2(2) = 0
hio(2) = fo(2)g0(2)
h11(2) = fo(2)g1(2) = hioes
hi(2) = fo(2)g2(2) = haoes

De donde puede observarse que tres hojas coinciden y son idénticamente 0. Se nece-
sitan 3 vueltas alrededor del punto z = 1 para regresar a la rama inicial y el punto
z = 0 por ser punto de ramificacion de f(z) y ¢g(z), permutarda ambos indices en
h; j(z) cambiando ciclicamente i € {1,2} y el indice j € {0,1,2}. Dejando las hojas
© =0 fijas, ya que hy; = 0.

AN
ha1
A ——
hi2
N/
\/ Y
hoo = hoi = hop
0 1
(a) Esquema de la superficie de
Riemann de la funcion (v/z + (b) Superficie de Riemann de la fun-

Vz2)/ Y z(z = 1). cion (vz ++/z2)/3/2(z — 1).

Ejemplo 3.13. Cuando un punto distinto de z = 0 aparece como denominador,

la variacion del argumento estd en direcciéon contraria, a continuacion, se analizara

la funcion +/(z +4)2/(z(z — 1)3), donde los puntos de ramificacién son z = —i con
multiplicidad dos, entonces asigna las hojas por parejas, z = 0 asigna las hojas

ciclicamente, al igual que z = 1.
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(a) Esquema de la superficie de Rie-

mann de {/(z +14)2/(2(z — 1)3).
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4. GRUPO DE MONODROMIA Y TEOREMA DE
ABEL-RUFFINI

En este capitulo mostramos el teorema de Abel-Ruffini, siguiendo las ideas de
la prueba de Arnold. En el capitulo anterior, vimos c6mo asociar a una funcion
algebraica una superficie y una aplicacion cubriente. En este capitulo, estudiamos
primero como capturar la informacion de los lazos que rodean los puntos singulares
de la funcién algebraica a través de un grupo, el grupo fundamental. Posteriormen-
te discutimos cémo estos lazos inducen permutaciones de las hojas del espacio de
recubrimiento. El grupo generado por estas permutaciones es el llamado grupo de
monodromia de una funciéon algebraica. Veremos como se relaciona el hecho de que
una funcion algebraica sea soluble por radicales con la solubilidad de dicho grupo y

como se puede usar esto para concluir el teorema de Abel-Ruffini.

4.1. Lazos y grupo fundamental

Para rodear los puntos singulares de un espacio, consideraremos y establecere-
mos cuando son equivalentes. Esta informacion estara capturada en lo que se llama
grupo fundamental del espacio. Estudiaremos esta nociéon y propiedades relevantes
en esta seccion. Recordemos que un camino es una funciéon continua en un espacio
topologico f: I — X con punto inicial f(0) = z¢ y final f(1) = x;. Podemos defor-
mar caminos manteniendo sus extremos fijos, para ello, estudiaremos la homotopia

de caminos.

Definicién 4.1. Una homotopia de caminos F': [ x [ — X, definida por

F(S7t) - ft(s)

es una funcion que deforma continuamente a los caminos fo(t) y fi(t), a través de la
familia de camino f;: I — X con punto inicial f;(0) = z¢ y punto final f;(1) = x;.

Decimos que dos caminos fy, fi: I — X que estan conectados de esta forma,
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son homotoépicos y escribimos fy >~ f.

Si pensamos en t como una variable que parametriza el tiempo, tenemos un
camino fy: I — X que varia continuamente desde t = 0 hasta el tiempo t = 1,
al camino f;: I — X. Por eso, decimos que una homotopia es una deformacion

continua de caminos.

Puede verse que la homotopia de caminos, define una relaciéon de equivalencia:
dos caminos se consideran equivalentes si pueden deformarse uno en otro dejando
los extremos ﬁjosﬂ A la clase de caminos equivalentes homotopicamente a f la

denotaremos por [f].

X

\. /

Figura 4.1. Caminos equivalentes homotépicos.Fuente: Imagen tomada de (Munkres,
2000).

En la siguiente figura mostramos dos caminos con extremos fijos que no son
equivalentes homotopicamente, pues existe una singularidad entre ellos y al deformar

continuamente siempre pasa por ese punto.

Figura 4.2. Caminos que no son homotdpicos, pues no se puede deformar uno en el otro
sin tocar el punto.

Con las clases de equivalencia, escribimos al producto entre ellas como

[f]1g] = [f *g]

! Ver (Hatcher, [2002).
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donde el producto * al lado derecho es la concatenacion de caminos y estd bien
definido en clases de equivalencia siempre que f(1) = g(0).
Dados f, g, h caminos en un espacio X, las principales propiedades de este

producto son:

1. El producto entre clases de equivalencia es asociativo

siempre que f(1) = g(0) y g(1) = h(0).

2. Si z € X, la clase de equivalencia del camino constante €,: I — X, tal que

€.(t) = x para cada t € I, se comporta como elemento identidad, esto es,

lea] [f1 = [f1 = [f]]e&],

si f: I — X es un camino de a a b.

3. El camino en direccién contraria actiia como inverso, es decir si f: [ — X es
un caminode aaby f~': [ — X es tal que f~1(t) = f(t — 1)

I =le vy [ = e

Para definir al grupo fundamental de un espacio X tomamos un punto zy € X,
restringiremos los caminos a caminos cerrados, tales que f(0) = f(1) = xo, a los
cuales llamaremos lazos basados en z;.

Cuando consideramos lazos, la operacion siempre esta definida y el elemento

neutro es tnico y corresponde al camino constante €,(t) = x¢ para cada t € I.

Definicién 4.2. El conjunto de clases de equivalencia de lazos basados en xq forma
un grupo con el producto descrito anteriormente. A este grupo lo llamamos grupo

fundamental de X basado en x( y se denota por (X, o).

Nota 4.1. El grupo fundamental de un espacio X, m (X, z) es invariante bajo ho-
meomorfismos de espacios y més ain, de homotopia. Es decir, espacios topologicos
homeomorfos (homotépicos) tienen grupos fundamentales isomorfos, como se mues-
tra en (?) y puede probarse que (S, 1) & Z.

Otra propiedad importante del grupo fundamental es que al cambiar de punto
base, es decir, tomando g, siempre que el espacio sea conexo por trayectorias, se
cumple que (X, x9) = m (X, yo). Véase (Munkres, 2000).
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Ejemplo 4.1 (El grupo fundamental del circulo). Consideremos el circulo S € C
y el punto base 1 € S!. Resulta que m(S*,1) = Z y esta generado por el lazo
v: I — St t s ¥, Para probar esto, consideramos un espacio de recubrimiento
de S* dado por p: R — S* (¢ — (cos(2nt), sen(27t)).

Para visualizar este espacio de recubrimiento, consideramos un encaje de R a
R3, donde se formar4 una hélice que asigna las coordenadas de la siguiente forma

t — (cos 2mt,sen27t, t) v p es la proyeccion al plano C desde R?, (x,y, 2) — x + 1y.

>

Figura 4.3. Aplicacion cubriente p.

Sea n € Z, observemos que [y]" = [v,], donde v,: I — S, es el lazo dado por
t 5 ¥ para n € Z. M4s atin, podemos considerar los caminos 7, : I — R.

Dado un lazo a: I — S* basado en 1, veremos en la Seccién que existe un
tinico levantamiento &@: I — R, que comienza en &(0) = 0. Observemos que el punto
final &(1) de este camino es un punto en Z = p~'(1). De esta manera podemos

considerar
Y: (ST, 1) = Z dado por [a] — &(1).

Resulta que 9 es un homomorfismo de grupos bien definido y méas atn, es
isomorfismo, puede verse los detalles en (Hatcher, 2002). En particular, observamos

que ¥([7]) = 1, lo que significa que el lazo v genera el grupo fundamental m;(S*, 1).

Ejemplo 4.2. Consideremos a los espacios que se muestra en la figura, un anillo A

y un disco D.
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Figura 4.4. Puntos base en el espacio.

En este caso, m(D,z) = {e} es el grupo trivial, ya que cualquier lazo en el
disco D puede contraerse al punto xg, pues es un espacio convexoﬂ sin singularidades
y estos lazos actiian como el elemento identidad. En (Hatcher, |2002) se muestra
que el anillo A es homotopico al circulo S! y, como discutimos en el ejemplo

m1(S1,1) 2 Z. En consecuencia, (A, zo) = Z.

En el contexto de funciones algebraicas, nos interesa estudiar el comportamien-
to de las soluciones alrededor de las singularidades y, como mencionamos antes, lo
hacemos considerando lazos que rodean estas singularidades. Por ejemplo, la funcion
algebraica /z tiene a 0 como tnico punto singular. Para rodear a 0 consideramos el
grupo fundamental 7 (C*, 1).

Resulta, de la inclusion de S! en el plano perforado C*, que el grupo funda-
mental del plano perforado basado en 1, es el grupo libre generado por el lazo que
rodea a 0, es decir m (C*, 1) = Z.

(C*

<~

Figura 4.5. Lazo alrededor de 0 como generador del grupo fundamental del plano perfo-
rado.

En general, si la funcién algebraica f, tiene un niimero finito de puntos singula-
res {z1, 22, . . ., Zm }, consideramos el grupo fundamental 71 (C \ {21, 22, ..., Zm }, To)-

Puede probarse que este grupo fundamental es un grupo libre en generadores y cada

2Ver (Hatcher} [2002).
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generador corresponde a un lazo v;: I — C\ {z1, 22, ..., 2.} basado en xy que ro-
dea a la singularidad z; (Hatcher] 2002).A continuacién describimos cémo podemos

“levantar” estos lazos y como permutan las ramas de una funcion algebraica.

4.2. Espacios cubrientes, levantamientos y monodromia

En esta seccion consideraremos espacios cubrientes de n-hojas con la aplica-
cién cubriente p: Y — X. Definiremos la nocién de levantamientos y veremos como
pueden utilizarse los levantamientos de lazos basados en el espacio X y explicare-
mos como estos levantamientos inducen permutaciones de las hojas del espacio de

recubrimiento.

4.2.1. Espacios cubrientes y levantamiento

Ahora veremos cémo la nocion de espacios cubrientes nos da las herramientas
necesarias para afirmar la existencia de un levantamiento de caminos y por ende, del
grupo fundamental. Este levantamiento conserva la estructura algebraica, es decir,
también es un grupo, que esta asociado a la funcién que correspondia a la superficie

construida previamente.

Definicién 4.3. Sea p: Y — X una aplicacién cubriente. Si v: Z — X es una
aplicacion continua, un levantamiento de ~ es una aplicacion continua 7: Z — Y

ta que p oy =7, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

Y

A

X
~

Figura 4.6. Diagrama que representa la propiedad de levantamiento.

Entre los resultados méas importantes sobre levantamientos, tenemos los siguien-
tes teoremas que aseguran la unicidad de levantamiento de caminos y mas atun, de

homotopias, las pruebas pueden ser revisadas en (Hatcher, 2002) y (Munkres, 2000).

Teorema 4.2.1 (Levantamiento de curvas). Sea xg € X y p: Y — X una funcion

cubriente y supongamos que p(yo) = xo. Entonces cualquier camino v: I — X que
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comienza en xg tiene un levantamiento inico a un camino v en'Y que comienza en
Yo-
Asi como podemos levantar caminos, podemos levantar también homotopias.

Para ver esto, necesitamos el siguiente lema, cuya demostraciéon se encuentra en
(Munkres, 2000).

Lema 4.2.1. Sea Z un espacio arbitrario y {U;} una cubierta abierta de Z x I.
Entonces para cada z € Z existe una vecindad N, de z en Z y un entero positivo n

tal que N, x [t,_1,t,] C U; para alguna j, para cada 1 <1 < n.

Teorema 4.2.2 (Levantamiento de Homotopias). Sea p: Y — X una aplicacion
cubriente. Sea Z un espacio arbitrario y v: Z — X wuna aplicacion continua que
tiene un levantamiento v: Z — Y. entonces toda homotopia F: Z x I — X con
F(z,0) = ~(2) para cada z € Z puede ser levantada a una homotopia F: ZxI —Y
con F(z,0) = f(2) para cada z € Z. Ademds, si F' es una homotopia relativa a un

subconjunto Z' de Z, entonces F también lo es.
Sea ¢: X — Y una aplicacién continua, tenemos los siguientes hechos:

1. Si «, B son caminos en X, entonces o y ¢ son caminos en Y.
2. Si a~ 3, entonces pa ~ @f3.

3. Si a es un lazo en X, basado en z, pa es un lazo en Y, basado en ¢(x).

Asi; si [a] € m (X, z), [pa] es un elemento bien definido de 71 (Y, ¢(x)). Y definimos

oo T(X, ) = (Y, 0(7)),

donde
e«([a]) = [pa] .

Y podemos probar que este es un homomorfismo de grupos, al cual llamamos ho-

momorfismo inducido por ¢, ver (Hatcher, |2002).

Corolario 4.2.1. Sea p: Y — X una aplicacion cubriente, yo € Y y xo = p(yo) €
X. Entonces el homomorfismo inducido por los lazos basados en xq, py: m1 (Y, yo) —

m (X, zo) tal que p.[y] = [p7] es inyectivo.

Demostracion. Sean [a],[] € i (Y) tales que [pod] = [po ] € m(X). Entonces los
lazos &, /3 son levantamientos de los lazos [a] = [poa] y 8 = [po 5]. Como [a] = [3],

es decir que a y [ son equivalentes homotopicos, entonces & y B también lo son. [
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4.2.2. Monodromia de un espacio cubriente de n-hojas

Consideremos entonces a la aplicacion cubriente 7: Y — X, donde Y es un
espacio cubriente de n hojas, un punto xg € X y su fibra que consta de n elementos,
F:={a€Y |a=n"'(z)}. Tomamos el grupo fundamental de X y definimos una
accionf’| de m(X, z0) en la fibra F de .

Sea v: I — X un lazo basado en zy, tomaremos a € F'. El Teorema nos
asegura que f se levanta a un unico camino 7y, : I — Y que inicia en 7,(0) = a. Como
Y es un recubrimiento de n hojas y 7(7,(1)) = v(1), la preimagen 7—'(v(1)) € F
aunque no necesariamente coincide con a. Esto significa que cada lazo en X induce
una permutacion de los elementos de F' y habra una cantidad finita de las mismas,
pues la cantidad de hojas del espacio de recubrimiento es finita. Al homomorfismo
or: T (X, z9) — Aut(F) que corresponde a esta accion, lo llamamos monodromia
del espacio de recubrimiento y la imagen de este homomorfismo es el grupo
de monodromia de 7. N6tese que F' es un conjunto de n elementos, por lo que su

grupo de monodromia es un subgrupo de S,, = Aut(F).

Ejemplo 4.3. En el Ejemplo [3.4] Tenemos un espacio de recubrimiento de 2 hojas
y la aplicacion cubriente : S — C*, al dar una vuelta alrededor de cero en el plano
C*, en la superficie pasamos de la hoja 1 a la hoja 2 y viceversa. Entonces el grupo
de monodromia de este espacio es Zs.

En general, para las funciones de la forma {/z se permutan ciclicamente las
n hojas al dar vueltas alrededor de z = 0, por lo tanto, el grupo de monodromia

correspondiente a estos espacios es Z,,.

Ejemplo 4.4. La funcién v/ z2 tiene como grupo de monodromia al grupo trivial
{e}, pues las hojas no estan conectadas entre si.

4.3. Grupos de monodromia de funciones algebraicas

En esta seccidon consideraremos una funcién algebraica f. Como vimos en el ca-
pitulo anterior, a f podemos asociarle una superficie de Riemann S y una aplicacion

cubriente de n-hojas m: S — C \ {puntos singulares de f}.

3Una accion (derecha) de un grupo G en un conjunto X es una funcién ¢: G x X — X tal que
para cada x € X y para cada g, h € G, se cumple

1. x-e==x

2. x-(gh)=(x-g)-h, (gh) es el elemento resultante de la operaciéon en G.
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Teniendo una funcion algebraica f n-valuada, consideraremos un punto base
o en el plano C \ {puntos singulares de f}. Tenemos una funcién con n elementos
analiticos (f;, D;),7 = 1,...,n y cuyos valores en ese punto son f;(zo), es decir, la
fibra.

Sea  un lazo en C \ {puntos singulares de f} un lazo dado por z(t) tal que
x(0) = x(1) = x¢ y fijamos un valor f;(x) = f;. Denotamos por F,, = {f1,..., fn} 2
la fibra sobre xy. Y definimos el punto final de la imagen de la curva por continuidad
a lo largo de 7, de manera que f; = f(x(1)). Notemos que al iniciar en distintos
valores, como vimos en el capitulo 2, terminamos en distintos valores de la funcion.

Asi, estamos definiendo entonces una accion del lazo v € m (X, zg) en la fibra F,,.

Nota 4.2. Podemos ver que el grupo de monodromia de la funcién algebrai-
ca f es el grupo de monodromia del espacio cubriente de n-hojas 7: S — @\
{puntos singulares de f}. Denotamos a este grupo por Mon( f). Notemos que Mon( f)
estd generado por las permutaciones de los valores de f aa lo largo de los lazos ~

que rodean los puntos singulares de f.

Dado que la fibra de un punto en C\{puntos singulares de f} son los n valores
de la funcién en ese punto, cada uno estd definido en una hoja de la superficie de
Riemann asociada a la funcion. Podemos considerar entonces una biyecciéon entre
las ramas de una funcion y las hojas de la superficie.

Sean hy, ho, ..., h, las hojas de la superficie de Riemann asociada a f, hacemos
corresponder distintos valores con distintas hojas del esquema de la superficie a
través de ¢: F, — S tal que f; — h;.

Valores de w(z) a lo largo de C, f; | Hoja correspondiente h; = ¥( f;)
fi h;
fit1 hita
Jiv2 hiyo
Jitk Ptk
fit(n—1) hit(n—1)

Tabla 4.1. Correspondencia entre valores de una funciéon y hojas de una superficie de
Riemann.

Ahora consideramos las acciones de m;(C \ {puntos singulares de f}, z) sobre

estos elementos.
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Definicién 4.4. Al grupo libre generado por las permutaciones que corresponden
al levantamiento de los lazos alrededor de todos los puntos de ramificacion, le lla-
maremos grupo de permutacién del esquema al subgrupo generado por las

elementos g1, go, ..., G-

Definicién 4.5. Sean g1, go, . . ., gx las permutaciones de las hojas del esquema de la
superficie de Riemann inducidas por los lazos en 7y (C\ {puntos singulares de f}, z).
Al subgrupo de S,, generado por estas permutaciones lo llamamos grupo de mo-

nodromia de la superficie de Riemann o asociado al esquema.

Asi, cada permutacion de los valores f; corresponde a una tinica permutacién
de las hojas de la superficie, puede probarse que existe una biyeccion entre ellos y

con esta biyeccidon, probamos la siguiente propiedad importante:

Proposicién 4.1. El grupo de monodromia de una funcion algebraica fy el grupo

de monodromia del esquema asociado a la misma, son isomorfos.
A continuacion veremos ejemplos de esquemas de algunas funciones especificas.

Ejemplo 4.5. Observemos el esquema de la superficie de Riemann para la funcion
vz + vz — 1y enumeraremos las hojas de abajo hacia arriba.

4 ha,

I w— —
2 [/ ho,1
1 \‘" I ho.o

0 1

Figura 4.7. Esquema de la superficie de Riemann de la funcion /z + v/z — 1.

Ahora veremos sus permutaciones correspondientes, si se enumeran las hojas

de 1 a n comenzando en la de abajo.

1 2 3 4
(3 | 2):(13)(24).

e Y alrededor de z = 1, tenemos:

123 4
(21 43):0@@@
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Su grupo de monodromia es el generado por las permutaciones anteriores, es decir
((13)(24), (12)(34)).

Ejemplo 4.6. De la misma manera, observamos el esquema de la funcion v/2z2 — 1+

NivE

6 ha
- AN A N
4 hia
3 hio
2 ho,1
R AN ho o

@)
—_

Las permutaciones correspondientes a este esquema estan dadas por

o Alrededor de z = £1

(123456

s 4t 6 2)2(135)(246).

e Alrededor del punto z =0

123456
(2 s o 5>:(12)(34)(56).

El grupo de monodromia asociado a este esquema es ((135)(246), (12)(34)(56)).

Ejemplo 4.7. Consideremos el esquema de la funcion v/z2 — 1.

il 1)
Y Y

-1 1

Figura 4.8. Esquema de la superficie de Riemann de la funcién v/z2 — 1.

Ambos puntos de ramificacion, z = 1 y z = —1, permutan las 3 hojas ciclica-

mente, por lo que el grupo correspondiente a este esquema es Zs.

Ejemplo 4.8. Del ejemplo [3.11], en la funcion 1/z++/z, el esquema construido por el
método formal tiene 4 hojas que se permutan por pares, es decir Mon(y/z 4 1/2) =
Zo X Zso. Sin embargo, al observar el esquema real, que solamente tiene 3 hojas

y tnicamente dos estan conectadas, alternandose de forma ciclica. Por lo tanto

Mon(y/z + v/2) = Zs.
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Ejemplo 4.9. En el esquema de la funcién v/22 — 1+ /1/z, analizado en el ejem-
plo [4.6] alrededor de los puntos z = +1 fijamos el segundo indice 0 o 1 y permuta
ciclicamente los primeros indices 0,1,2. Alrededor de z = 0, se fija el primer indice 0,
1 0 2 y permutamos el segundo indice 0 y 1. Por lo tanto Mon(v/22 — 1+ /1/z) &
Ly X 7.

Recordando las propiedades de las funciones solubles por radicales cumplen
con la propiedad de monodromia, describiremos ahora qué sucede con sus grupos de

monodromia, estas propiedades son una parte crucial para la prueba de Arnold del
teorema de Abel-Ruffini.

Proposicion 4.2.

1. Sea h(z) = f(2)Ug(z), donde O puede ser cualquier operacion aritmética,
+,—,+ /. Con Mon(f) =F y Mon(g) = G, entonces el grupo de monodromia
de Mon(h) < F' x G, construida por el método formal.

2. Si Hy es el grupo de monodromia del esquema obtenido por el método formal
y Hy el grupo del esquema real, existe un homomorfismo sobreyectivo de H,
en Hs.

Demostracion.

1. Tomemos un punto de ramificacién zy de h(z) y que dar una vuelta alrededor
de este punto corresponde a las permutaciones a; y as del esquema de las
funciones f(z) y g2 respectivamente. Notese que si zp es punto de ramificacion
tnicamente de f(z), entonces as = ey g1 = e cuando zy es Gnicamente punto

de ramificacion de g(z).

Tomando las ramas h; j(z) de h(z) con subindices i, j correspondientes a las
ramas de f(z) y g(z) respectivamente, al rodear el punto 2y, las ramas i y
7 permutan de forma independiente, es decir, el indice i es permutado por
g1; ¥y J, por go, siendo una permutacion de h(z) el par (g1,92) € F x G. Al
corresponder estas permutaciones a todos los puntos de ramificacion de h(z),

estamos generando un subgrupo de F' x G.

2. Al construir un esquema por el método formal, resulta que algunas ramas coin-
ciden. Sea z; un punto de ramificacion de h(z), al dar una vuelta alrededor
del mismo, nos movemos de un paquete de hojas a otro (en el método for-

mal). Entonces obtenemos una permutacion arbitraria g; € H; de los paquetes
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de hojas, conservando los que coinciden. Entonces el producto de dos permu-
taciones g;gs, que conservan los paquetes, también los conservara. Todas las

permutaciones de H; conservan la cantidad de hojas.

Sea ¢ : Hy — Hs, g; — ¢;, dado que g; conserva los paquetes repetidos y g; conserva
unicamente un paquete que representa a los repetidos en el esquema real, entonces

se seguiran conservando en el producto, es decir:

©(9192) = G192

que es un homomorfismo que hace corresponder a cada conjunto de hojas en H; una
tnica hoja en Hs. Es decir que cada hoja del esquema correcto tiene un conjunto de

hoja en H; como preimagen, lo cual implica que el homomorfismo es sobreyectivo.
m

4.4. Prueba de Arnold del teorema de Abel-Ruffini

En esta seccién probaremos el teorema de Abel-Ruffini, basandonos en las
ideas de Arnold, plasmadas en (Alekseev, [2004). Como detallamos a continuacion,
la prueba consiste en considerar una familia de ecuaciones polinomiales de grado 5
particular (ver ecuacion y estudiar la funcion algebraica que expresa sus raices.
Con lo desarrollado en este capitulo y los capitulos anteriores calculamos el grupo
de monodromia de esta funciéon y obtenemos que es el grupo simétrico Ss.

Como probaremos a continuacion, en el Teorema las funciones algebrai-
cas solubles por radicales tienen grupo de monodromia soluble. En el capitulo 1
probamos que S5 no es soluble, en consecuencia la funcién algebraica definida por
la ecuacion no puede ser soluble por radicales, lo que implicara la imposibilidad
de la existencia de una féormula general para solucionar ecuaciones polinomiales de

grado 5, como vemos a detalle en el Teorema [4.4.2

Teorema 4.4.1. Si la funcion multivaluada h(z) es representable por radicales, su

grupo de monodromia es solublef]

Demostracion. Si F'y G son solubles, también lo sera el grupo de monodromia, H,

de la funcion h(z) = f(z)0Og(z), construidos por el método formal.

“Fste teorema es valido en general para funciones analiticas. Utilizando combinaciones de la
funcién identidad, operaciones aritméticas y funciones analiticas. En este caso, podemos obtener
grupos de orden infinito. Ver (Porter] |1983)).
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Sabemos que H C F' x G, el cual es soluble, ya que F'y G lo son. Y como
existe un homomorfismo sobreyectivo ¢ : Hy — Hs, Hs, el grupo de monodromia
del esquema real, es soluble, donde [J es cualquiera de las operaciones +, —, -, /.

Por otro lado, si F es soluble y h(z) = [f(2)]", entonces se hace corresponder
hi(z) = [fi(2)]". Obteniendo entonces un homomorfismo sobreyectivo o' — H, por
lo que H es soluble.

En el caso h(z) = {/f(2), considerando el homomorfismo ¢ : H — F tal
que ¢(g;) = Gi, cumplird que ¢(g,9;) = §:g;, que es un homomorfismo sobreyectivo
que hace corresponder cada hoja de F' con un paquete en H. Entonces el cociente
H/ker(¢) = F por el teorema Como ker(¢) es conmutativo y F' es soluble,
entonces H es soluble.

Por lo tanto si una funcion es representable por radicales, tiene grupo de mo-

nodromia soluble. OJ

Nos interesa probar que la féormula general para las raices de una ecuacion de
grado 5 o mayor no es soluble por radicales, entonces consideraremos la siguiente

funcion y veremos paso a paso lo que sucede con sus raices.
P.(w) = 3w® — 25w® + 60w — z = 0. (4.1)

Primero analizaremos sus puntos singulares. Para ello, usaremos la Proposi-
cion 2.4 Esta asegura que si wy es raiz de P,(w), entonces wy es raiz de P,(w) con
un grado menor de multiplicidad y tenemos que

Pl(w) = 15w* — 75w? + 60 = 15(w* — 1)(w? — 4),
de donde encontramos las raices wy = £2 y wy = %1, sustituyendo estos valores en
obtenemos que para los valores z = +16 y z = 4+38 respectivamente, éstas son
raices. Por lo que la ecuacion tiene 4 raices distintas y para z € C\ {£16, £38},
tiene 5 raices distintas.

Supongamos ahora que existe una funciéon que representa las raices de
w(z), sabemos que es multivaluada y depende de z. Entonces tomamos un 2, € C,
fijando uno de sus valores w(zp) = wp y consideremos un disco D = |w — wg| < r
donde r es muy pequetio, delimitado por el circulo v = |w—wy| = r. Consideraremos
la imagen de v bajo 7 = P, (w) y la llamaremos C".

Al descomponer P, (w) en polinomios de grado 1, obtenemos P,, = 3(w —

wy)(w — wy)(w — ws)(w — wy)(w — ws), donde cada w; es solucion de P,, = 0.
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Notamos que la variacion del argumento de v alrededor de cada w;, depende de que

w; esté o no en D.

(7) = 2, siw; € D
LA I siw; ¢ D

Por lo que ¢(v') = 2mm donde m es la cantidad de raices de P, (w) = 0 con su
multiplicidad, dentro de D, es decir, o' tiene indice m alrededor de 7 = 0, como se

muestra en la siguiente figura.

g
N

Figura 4.9. Comportamiento de los lazos v y 7 alrededor de un punto dentro del disco
D y 7 = 0 respectivamente.

Consideremos ahora el plano z y un punto z{ cercano a z,. Entonces tenemos
un nuevo polinomio 7/ = P, (w) y la imagen de v bajo 7' se llamara 7”. Sabemos
que

P (w) = Py, + (20 — 20),

entonces la curva C” es un desplazamiento de +" dado por el vector zy — 2. Siempre
que |zo — 25| < p, el indice de v y +" alrededor de 7 = 0 coinciden, entonces el
disco contiene también a una raiz de la ecuacion cuando z = z. Es decir, que
variando continuamente z a lo largo de un camino comenzando en zy, w(z) queda
definido por continuidad a lo largo de un camino que comienza en wy.

Conociendo los puntos singulares de P,(w), que son z = £38 y z = +16, mos-
traremos que son los tinicos puntos de ramificacion que puede tener este polinomio.

Los puntos zy € C\ {£16,+38} tienen 5 imégenes bajo w(z), digamos w;
1 = 1,2,3,4,5. Cada una de éstas define una imagen continua a lo largo de un
camino v bajo w(z), que comienza en zy y esta en definida en los discos D;, con
centro en w; disjuntos entre si. Si hubiesen dos imagenes de v que comienzan en wy;,

entonces habria al menos 6 imagenes y no es posible, pues el grado de P,(w) es 5.
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Sabemos que existe Dy con centro en z, tal que para cada z{ € Dy existe al menos
una imagen en cada D; en el plano w.

Cuando v C Dy, todas sus imagenes estan en los D;, pero no existe ninguna
funcion continua que permita pasar de un D; a otro disco Dy, ya que son disjuntos,
por lo tanto, todas las imdagenes pertenecen a algin tnico D;. Si 7 comienza en
z{, sus puntos finales son las imagenes de z{ bajo w(z). Como v C D; y el disco
contiene una tnica imagen de z(, entonces 7' tiene sélo un punto final que coincide
con el inicial cuando v C Dy. En particular, esto sucede con todos los circulos con
centro en zy y radio p > 0, lo que implica que zy no es punto de ramificacién.

Ahora sabemos que para los valores distintos a z = 438 y 2z = £16, la ecua-
cion tiene raices wy,ws, w3, ws donde una tiene multiplicidad 2, digamos w.
Tomando z{, cerca de zy tenemos entonces que cerca de w; hay dos imagenes de 2|,
bajo w(z), mientras para las otras, tenemos una sola imagen. Entonces un lazo ~y
de radio pequeno con centro zy y basado en z{, tiene imagen bajo w(z) cerrada en
way,ws, wy, mientras en w; puede tomar punto final distinto. Por lo que z{ puede
unir dos hojas.

Consideremos un camino que v: I — C'\ {£38,+16} que une a a,b € C'\
{£38,416} y v/ su imagen bajo z(w) = 3w® — 25w? + 60w, como z(w) es continua,
la imagen 7' es continua. Notemos que z(w) y w(z) representan la relacion 3w® —
25w® + 60w — z = 0, entonces v es la imagen misma de 7/ bajo w(z) y no pasa
por los puntos singulares. Por esto, z = 438 y z = 416 son los tinicos puntos de
ramificacion y procedemos a construir el esquema de la superficie de Riemann.

Las formas posibles de obtener un esquema de 5 hojas con 4 puntos de ramifi-

cacion donde cada uno une dos hojas son:

3 o o
ii ; 1 ; r ;
1 A B A B 7

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2 (c) Esquema 3

Notemos que el esquema 1 tiene todas las transposiciones elementales (12),
(23),(34) y (45). Por el teorema [1.4.1) sabemos que Ss, el cual no es soluble.

En los esquemas 2 y 3, podemos expresar las transposiciones como (por el
Lema [1.4.4)) de la siguiente forma:

(23) = (12)(13)(12),
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(34) = (13)(14)(13),

En el esquema, 2,
(45) = (14)(15)(14),

mientras en el 3 corresponde tinicamente a la permutacién correspondiente a la cuar-
ta raiz. Por lo tanto, Mon(f) = S5, que mostramos anteriormente (teorema |1.4.4))

que no es soluble. Con esto, procedemos a probar el teorema de Abel-Ruffini.

Teorema 4.4.2 (Abel-Ruffini). Para n > 5, la ecuacion general algebraica de grado
n

aw" + et apw+a, =0
no es soluble por radicales.

Demostracion. Consideremos el caso general, las ecuaciones de la forma
5 4 3 2 _
aow’ + a1 w” + asw” + asw* + a,w + as = 0.

A la expresion para sus raices w(z) le corresponderia una superficie de Riemann
de 5-hojas, por lo que su grupo de monodromia seria un subgrupo de Ss.

En particular, para la ecuacion y siendo w(z) la funciéon que expresa sus
raices, vimos qu Mon(w) = Ss, esto implica que w no es soluble por radicales,
probando asi, que el caso general no sera soluble por radicales.

Para las ecuaciones polinomiales de grado n > 5, consideramos la ecuaciéon
P.(w) = (3w° — 25w® + 60w — 2)w"® = 0 (4.2)

Donde la expresion w(z) para las raices de ésta, es la misma que para la ecuacion
entonces su grupo de monodromia es un subgrupo de S, isomorfo a Ss, es decir,
es un grupo que no es soluble. Por lo tanto, las raices de los polinomios de grado
mayor o igual a 5, no son solubles por radicales.

Por lo tanto, la expresion general de las soluciones de ecuaciones polinomiales

de grado mayor o igual a 5 no es soluble por radicales. O]
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CONCLUSIONES

. Se identifico la solubilidad de un grupo estudiando sus subgrupos normales y

se prob6 que los grupos S, a partir de 5 no son solubles.

. Se estudiaron las propiedades de curvas y funciones continuas en el plano
complejo y sus imagenes bajo funciones continuas, especificamente polinomios.
Se esbozo una prueba del teorema fundamental del Algebra, que garantiza la

existencia de las raices de los polinomios en C.

. Se describié como asociar un espacio de recubrimiento a una funcién algebraica
y se estudi6 como se permutan las hojas de este espacio al circundar los puntos
singulares a través de caminos. Esta informacion se capturd al estudiar sus

grupos de monodromia.

. Se prob6 que si una funcion es soluble por radicales, su grupo de monodromia
es soluble. Con esto, se prueba el teorema de Abel-Ruffini, mostrando que
existe una familia de ecuaciones de grado 5 que definen una funcién algebraica
con grupo de monodromia no soluble. Esto implica la imposibilidad de la

existencia de una férmula general para ecuaciones de grado mayor o igual a 5.
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RECOMENDACIONES

1. Comparar la prueba topolégica del teorema con la prueba clasica que se estudia
en un curso de Teoria de Galois para establecer el isomorfismo entre el grupo

de monodromia y el grupo de Galois de un polinomio.

2. Utilizar el material del capitulo 3 y 4 como introduccion a la topologia alge-

braica.

3. Tomar estas notas como material de apoyo en espanol para estudiantes a nivel

de licenciatura para el estudio de superficies de Riemann y monodromia.
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