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OBJETIVOS

General

Demostrar que los operadores posiciéon y momentum son autoadjuntos y den-

samente definidos en el espacio de Hilbert separable L*(R).

Especificos

1. Dar la teoria elemental de operadores no acotados en espacios de Hilbert.
2. Presentar la teoria espectral para operadores unitarios y autoadjuntos.
3. Desarrollar los conceptos basicos de la teoria de integracion de Lebesgue.
4. Utilizar la teoria de la medida en el analisis de operadores no acotados.

5. Establecer propiedades de los operadores lineales no acotados y dar resultados

sobre su espectro.






INTRODUCCION

Dentro de la teoria de funciones es necesario conocer las condiciones necesarias
y suficientes para que una funciones pueda ser integrable, si la funcién es continua
y acotada en su dominio la funcién siempre se puede integrar en el sentido usual,
conocido como la integral de Riemann [12]. Algunas funciones discontinuas pueden
ser integrables si extendemos el concepto de integral de Riemann, pero atn exis-
ten funciones con infinitas discontinuidades, de las cuales algunas pueden no ser
Riemann integrables, por lo que es necesario extender el concepto de integral a un

conjunto mas amplio.

Este concepto de integral se caracteriza no por los puntos de discontinuidad,
sino por los valores de la funcién en dichos puntos, para nuestro estudio, considerare-
mos so6lo subconjuntos sobre los reales. El concepto de integral de Lebesgue aparece
como una extension de la integral de Riemann para una mayor gama de funciones,
se estudiaran las condiciones necesarias y suficientes para que una funciéon sea Le-

besgue integrable.

Aspectos importantes de la teoria de Lebesgue son la introduccion de las fun-
ciones caracterisitca y los conjuntos de medida cero, que basicamente se refieren a
conjuntos para los cuales los intervalos que los contienen se pueden hacer tan pe-
quenos como queramos, de este nuevo concepto aparecen los términos cast en todas
partes y para casi todo x, siendo estos dos conceptos importantes para definir el con-
cepto de funcidon medible, conjunto medible y medida, que conforman la teoria de la
medida. Es de resaltar que la teoria de operadores, desarrollada por Von Neumann,
se basa en el estudio de él respecto a los operadores en mecénica cuéntica, el desa-
rrollo de la caracterizacion de un espacio de Hilbert separable [26], por consiguiente
el espectro de estos operadores dan la guia para la formulaciéon de las propiedades

de operadores en espacios abstractos con producto interno.

VII






1. Teoria de operadores lineales

1.1. Espacios de Banach

En esta seccion se abordaran los temas generales sobre espacios de Banach,
sabiendo que todo espacio de Banach es un espacio vectorial métricoE] completo, con
la métrica inducida por la norma. Esto para estudiar especificamente los espacios
de Hilbert que son espacios métricos con producto interno definido, el cual induce
una norma para estudiar propiedades importantes de los operadores.

La seccién termina con las condiciones suficientes para que una métrica defina
una norma y también cuando una norma define un producto interno.

Empezaremos recordando elementos importantes para el estudio de los opera-

dores en espacios de Banach.

Definicion 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K, una norma es una

funcion de valor real denotada por || - || tal que para cada x € X se cumple:
(N1) [l[ = 0.

(N2) ||z =0« 2z =0.

(N3) ||az|| = |e|||z]| para cada o € K.

(N4) ||z +y|| < ||lz]| + ||y|| para cada x,y € X, esto se conoce como desigualdad del

triangulo.

Definicién 1.2. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una norma de-
finida. Decimos que el espacio es de Banach si es un espacio normado y es completo

(con respecto a la métrica definida por la norma), es decir con la métrica dada por

d(z,y) = [z =yl

Llamada la métrica inducida por la norma.

Wer apéndice A.



Proposicion 1.1. Sea X wun espacio vectorial y x,y € X, la funcion d(z,y) =

|z — y|| es una métrica.

Demostracion. Consideremos X un espacio vectorial con una norma definida, vamos

a probar que se cumplen los axiomas de la métrica.
(a) d(z,y) = ||z —y|| = 0 por (N1).
(b) d(z,y) = |z —yl| = [(=1)(y — 2)|| = |[-1| |ly — z[| = d(y, ), esto por (N3).
(c) d(z,y) =0« [z —y|=0&2—-y=0sz=y, por (N2).

(d) d(z,z) = [lz—z|| = [[(z=y)+ =2 < llz—yll +lly—=| = dlz,y) +
d(y, z), por (N4) para cada z,y,z € X.

Por lo tanto d(z,y) = || — y|| es una métrica sobre X. O
Proposicion 1.2. La norma es una funcion continua.

Demostracion. Sea ||-|]| : V' — RT U {0} una funcion sobre V un espacio vectorial,
que satisface (N1)-(N4), sean z,y € V dos elementos cualquiera y € > 0, por la

desigualdad del triangulo se tiene que:

el =1z = y) + yll < llz =yl + [lyll -

De donde claramente ||z|| — |ly|]| < ||z — y||, se procede con y de igual forma y se

tiene que ||y|| — ||z|| < ||z — y||, de donde
—llz =yl < llell = llyll < llz =yl
por lo que
‘ |l = |lvll ‘ < ||z —y| < e siempre que |x—y| <d, con §=c¢. O
Ejemplo 1.1. Consideremos el espacio R? con la métrica usual:
d(x,y) = a? +y?.

Es una norma sobre R?. Las primeras tres propiedades son faciles de probar, solo

mostraremos que se cumple la desigualdad triangular.
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Sean z,y € R, sabiendo que 0 < y? + /(22 + y2)(y? + 22) se tiene

0 <y’ + V(2 +12)(y* + 2)
2+ 2% <a? + 27 + 27+ 20/ (02 + )y + 22)
v+ 2 <[V + P 4 20/ (2 ) (0 4 22) + [V + 2

Ay < (VT2 Vit z2>2 — (d(x, =)+ d(y, 2))°.

Sean X,Y dos espacios métricos y un mapeo 7: X — Y entre ellos. En par-
ticular si el mapeo es entre espacios vectoriales le llamamos un operador, estamos

interesados en aquellos operadores que preservan la estructura de espacio vectorial.

Definicién 1.3 (Operador lineal). Un operador lineal 7': X — Y entre dos espacios

vectoriales, es una aplicacion que satisface

(a) El dominio D(T') de T es un espacio vectorial y el rango R(T’) esta contenido

en un espacio vectorial sobre el mismo campo.

(b) para todo x,y € D(T) y escalares o € K,

Tx+y) =Tz +Ty
y  T(ax)=aTz.

La caracteristica principal de un operador lineal es que preserva la estructura
de espacio vectorial (se demostrara mas adelante), también es facil ver que las con-
diciones (i) y (ii) son equivalentes a que dados =,y € X y «, 8 € K se cumple que
T(ax + By) = aTx + BTy, de esto se sigue que T0 = 0, en &lgebra abstracta esto

implica un homomorfismo entre espacios vectoriales.

Ejemplo 1.2. Los operadores I,: X — X (operador identidad) y 0,: X — X

(operador cero), son operadores lineales.

Ejemplo 1.3. En espacios de dimension finita, los operadores lineales vienen dados
por matrices, sea 7" un operador 7' : R® — R™, entonces existe un isomorfismo entre
el conjunto de aplicaciones lineales y el de las matrices de (n x m), es facil ver que
las matrices tiene las propiedades de linealidad (digamos A = (a;;)) y se cumple que

para cada par de vectores © = (Z1,...,Tm),y = (Y1, .-, Ym) € R",

3



n n
ai; o Qi 1+ W% Dokt CkTE + Dy Gkl
Az +y) = : = :
n n
Am1 - Gmn Tm + YUm Zk:l AmkTr + Ek:l AmkYk
n n
> b1 C1KTR > ket 1KYk
= : + :
n n
Zkzl Amk Tk Zkzl AmkYk
aip - Qin T1 aixz - Qin Y1
= : . : : + : . : : = Ax + Ay.
am1 - Amn Tm Am1 - Qmn Ym

Y de forma anéloga para cada a € R se cumple que A(ax) = awAx, con lo cual

las matrices son los operadores lineales en dimension finita [5].
Teorema 1.1.1. Sea X,Y dos espacios vectoriales y'T' un operador lineal, entonces:
(a) El rango R(T') es un subespacio vectorial de'Y .

(b) El espacio nulo N (T') es un subespacio vectorial de X, el espacio nulo se define

como N(T) ={x € X : Tx =0}.

(c) Sila dimension del dominio de T' es n, entonces la dimension del rango es a

lo sumo n.

Demostracion. Para la parte (a) consideremos el operador T': X — Y y y;,y2 €
R(T), eso significa que existen x1,xy € D(T) tal que T'zy = y; vy Ty = yso, conside-

remos «, € K, entonces como T es lineal:
ayr + Bys = aTwy + BTy = T(axy + Br2) € R(T).

Esto debido a que aury + Sy € D(T).

Para (b) consideremos z, 2 € N(T'), entonces:
T(axy + Prg) =aTxy + Tz =ax0+5x0=0.

Entonces axy + fxy € N(T).



Para (c) tomemos sin pérdida de generalidad n + 1 elementos distintos en
R(T), digamos ¥y, ..., ynt1 €so significa que existen z1, ..., z,, elementos distintos en
el dominio para los cuales y; = Ty, ..., y, = Tz, (esto se asegura por la definicion de
funcion, si se toman primero los elementos en el dominio, no esta asegurado que las
imagenes sean distintas). Como la dimension del dominio es n significa que existen

escalares ay, ..., a,11 (no todos nulos) para los cuales
171 + ... + Apy1Tpy1 =0,
y sabiendo que T'0 = 0, con T lineal
T(aixy + ... + apy1Tp1) = a1Txy + oo + a1 T = a1y1 + oo + g 1Ynsr = 0.

Con lo cual el conjunto {yi,...,yn+1} es linealmente dependiente, como se eligid

arbitrariamente tenemos que la dimension de R(7T) < n. [

Teorema 1.1.2 (Operador inverso). Sea X,Y dos espacios vectoriales sobre el mis-
mo campo. Sea T: D(T) — Y un operador lineal con dominio D(T) C X y rango
R(T) C Y. Entonces:

(a) La inversa T™': R(T) — D(T) existe si y solo si Tz =0 implica que z = 0.
(b) Si T~ existe, éste es un operador lineal.

Demostracion. Supongamos que Tx = 0 implica que = = 0. Sea Tx; = Txy. Dado
que T es lineal,
T(l‘l — ZL’Q) == TZEl — TZL‘Z = O,

esto es que x1 = 9, de donde T es inyectiva y por lo tanto biyectiva, por lo que T™
existe. Por el contrario, si T™ existe, se cumple que T'z; = Txs, en el caso en que
To =0

Ty =T0=0 = x=0.

Para (b) supongamos que T* existe y tiene dominio R(7"), por lo tanto todo par
de elementos y1,y2 € R(T) se cumple que existe z1,x2 € D(T), tales que Tx; =
y1, Tay = 1o, es decir que x; = T ly;, 9 = T lys, sean «, 3 escalares y por ser

R(T') un espacio vectorial

ayy + Bys = aTxy + fTxy = T(axy + Pxs).

5



De donde concluimos que
T~ oy + Bya) = oT ay + BT

y con esto T~ 1 es lineal. O

Definiciéon 1.4. La norma de un operador esta dada por:

1T = sup [Tz,

llzll=1

si se cumple que ||T]| < oo, decimos que el operador T" es acotado.

Ejemplo 1.4 (Operador diferenciacion). Sea X el espacio normado de todos los
polinomios sobre I = [0,1], con la norma dada por ||z| = méx|z(t)|,t € I. El

operador diferencial T" es definido en X por

es un operador lineal, pero veremos que no es acotado. Para eso, consideremos
x,(t) =t", es claro que

3 = 1 =
méx [(?)] Il

y que
Tx,(t) =2, (t) = nt" !,

de donde se tiene que
IIvan( )

para algin n € N, por lo que T" no es acotado.

1T =

Teorema 1.1.3 (Continuidad y acotacion). Sea T : D(T) — Y un operador lineal,
con D(T) C X y X,Y son espacios normados. Entonces:

(a) T es continuo si y solo si T es acotado.

(b) SiT es continuo en un solo punto, entonces es continuo.

Demostracion. Para (a) si T = 0 el resultado es trivial, por lo que sea T # 0,
entonces ||T|| # 0. Supongamos que T' es acotado y consideremos algin z € D(T).
Sea € > 0 dado. Entonces, dado que T es lineal, se cumple que para cada = € D(T)

tal que
€

|z — ol <6 donde §=—!
Al



se obtiene
[Tz — Txo| = |T(z — xo)|| < [|T[ |2 — 2ol < |T]|6 =e.

Dado que xq fue arbitrario, T es continuo. Ahora consideremos 7' continuo en xg €
D(T). Entonces, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

Tz — Txo|| < e paracada z € D(T) que satisfaga ||z — ]| <6,

tomando y # 0 en D(T) y sea

Iyl

Entonces ||z — x¢|| = 0, usando la definicion de continuidad y la linealidad de 7', se

r =9+ Wy, entonces x — xg
)

tiene

) )
Tr —Txo|| = ||T(x — z0)|| = ||T —y)”z— Ty
|| oll = [T — o) H (nyu Sl

colocando ¢ = §, tenemos
J T
ITy|| <€, estoes Iyl <S_¢
vl ol <3

Para cada y, por el principio del supremo ||T'|| < ¢, por lo que T' es acotado.
Para la parte (b), la continuidad puntual implica la acotacion de T por (a), de donde

se sigue que 1" es continuo. O
Corolario 1.1. Sea T un operador lineal acotado. Entonces:
(a) x, — x (donde x,,x € D(T)) implica que Tx, — Tx.
(b) El espacio nulo N (T') es cerrado.
Demostracion. Se sigue del teorema parte (a), que si n — 00,
[Twn = Ta|| = |T(2n — )| < T [l2n — 2] <€

0
-

Para (b), sea (z,,) una sucesion en N'(T) tal que z,, — 2. Entonces por la parte

siempre que ||z, — x| <

(a) de este corolario Tz, — Tz, dado que T'z,, = 0 para cada n, entonces Tz = 0,

por lo que 2z € N(T) y entonces N(T) es cerrado. O

7



Ejemplo 1.5. El espacio [P es un espacio de Banach complejo y separable, donde

1 < p < oo es un namero fijo y la norma para x = (£, &, ...) esta dada por

s 1/p
Wﬂ=<Z]Mﬂ : (1.1)

Demostracion. Sea [P el espacio de las sucesiones de ntimeros complejos (&,) para
las cuales )72 [§;|” < oo para 1 <p < co.

Primero mostraremos que es un espacio de Banach, es claro que la definicién [I.]
cumple los axiomas para ser una norma, esto como consecuencia de la desigualdad
de Minkowski solo falta ver que el espacio es completo.

Sabiendo que los complejos con la métrica usual forman un espacio de Banach
y sea (&,) una sucesion en [P que es de Cauchy, donde z,,, = (ém), §§m), ...). Entonces

para cada € > 0 existe un N para el cual todo n,m > N satisface que
» 1/p
) <e. (1.2)

De donde claramente se deduce que para todo 7 = 1,2, 3, ... tenemos

A(Tpm, ) = (Z

j=1

fj(»m) - §](~n) <€, n,m > N. (1.3)

Esto muestra que para cada j fijo, la sucesion de ntmeros complejos (gj(.")

una sucesion de Cauchy, por lo que converge a &;, por ser C un espacio de Banach,
definimos z = (§;). De tenemos que para cada n,m > N

>

J=1

) es

p

< €P, k=1,2,3,..

Si n — oo; entonces para n,m > N

zk: ‘53(-7”) — &
j=1

p
<, k=123, ..

Ahora para k — ooy m > N




Esto muestra que z,, — z = (fj(-m) —¢&;) € I? y dado que z,, € I” se tiene por la
desigualdad de Minkowski

2]l = llzm + & = 2m]] < lzm]l + [l = znll < oo

De donde se deduce que z € [P, por lo que I? es completo, de donde [P es un
espacio de Banach. Para mostrar que es separable consideremos M el conjunto de

todas las sucesiones de la forma
Yy = (Vla Vo, V3, ..., Vn, 07 07 07 )7

donde n es un entero positivo y los v; son racionalesﬂ esto significa que M es

contable. Sea x € [P arbitrario, para cada € > 0 dependiente de n se cumple que
o0
P
Z |€J’ 2 )
j=n+1

y dado que los racionales son densos en R, los racionales complejos son densos en

C, por lo que se cumple que son densos en C", de donde

Z & — vl < 5
7j=1

De donde se sigue que
d(z,y)? = ;:1 ISEZ1 +j:§n+:1 Gl<g+g =9

de donde se concluye que d(z,y) < €, por lo que M es denso en [P, es decir que [? es

separable. n

Definicion 1.5 (Funcional lineal). Un funcional lineal f es un operador lineal con

dominio sobre el espacio vectorial X y rango el campo de escalares K, es decir
f:D(f) = K,

donde D(f) C X. Se dice que f es un funcional lineal acotado si el funcional es

lineal y es acotado (visto como un operador), es decir que existe un real positivo ¢

2En el campo de los complejos decimos que v es racional si la parte real e imaginaria v son
nimeros racionales reales.



tal que

|f(2)]
|f[l = sup
zeD(f)~{0} ]|

<ec.

Como se puede notar, si consideramos el campo K como un espacio vectorial,
tenemos que todo funcional es un operador, por lo que se conservan las propiedades

de los operadores.

1.2. Espacios de Hilbert

Ahora veremos conceptos importantes sobre unos espacios de Banach particu-
lares, aquellos en donde se define un producto interno conocidos como espacios de
Hilbert, para nuestros usos los definiremos sobre los complejos, por lo que utiliza-

remos z como el conjugado complejo del niimero complejo z.

Definiciéon 1.6. Sea X un espacio vectorial y la funcion (-,-): X x X — K tal que
para cada x,y,z € X ya € K:

(PI1) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2).

(P12) (ax,y) = a(x).

(PI3) (z,y) = (y,2).
(PI4) (z,z) >0y (z,2) =0 2 =0.

Entonces (-, -) es llamado un producto interno sobre X.

Un producto interno define una norma en X dada por

2]l = (=, 2).

Definicion 1.7. Sea X un espacio vectorial, decimos que es un espacio de prehilbert
si tiene un producto interno definido. Ademas es un Espacio de Hilbert si es completo

con respecto a la métrica inducida por la norma dada por el producto interno.

Notemos que de la definiciéon de producto interno, si tomamos o, € C y

x,y,z € X se cumple:

{ax + By, 2) = afz, 2) + B{y, 2)
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(x,ay + Bz) = alz,y) + Bz, 2).

Es decir que es lineal en la primera componente, pero satisface (salvo la con-
jugacion) una propiedad similar a la linealiad, esto se conoce como ser sesquilineal.
De la desigualdad de Holder [A.0.3], para p = 2 se obtiene la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, que dice, dados dos vectores x,y € X un espacio con producto

interno, entonces:
[, w) | < [l Iyl (1.4)

y la igualdad se logra cuando alguno de los vectores es cero o cuando son linealmente

dependientes.

Ejemplo 1.6. Sea f un funcional dado por el producto interno de x con un elemento
fijo a, entonces f es un funcional lineal acotado.
Para esto, notemos que si f(z) = (z,a), entonces |f(x)| = [(z,a)| < ||z [|a],

de donde el resultado se sigue.

Definicion 1.8 (Ortogonalidad). Un elemento x de un espacio con producto interno

X se dice ortogonal al elemento y € X si

Utilizamos x L y para indicar que x es ortogonal a y. De igual forma para A, B C X
decimos que = 1. A si x es ortogonal a a para cadaa € Ay A L B si a es ortogonal

a bparacadaa € Aycadabe B.

Definicién 1.9 (Conjunto ortonormal). Un conjunto ortonormal M en el espacio
con producto interno X es un subconjunto M C X cuyos elementos a pares son or-
togonales. Mas generalmente, para un conjunto indexado (z,) con « € I, es llamado
ortogonal si x, L xg para todo «, 8 € I distintos. La familia es llamada ortonormal

si todos los z,, tienen norma 1, es decir:

0, si a#/p,
1, si a=p.

<5L’a,l’5> = 5045 =

Debemos notar que todos los espacios de Hilbert son de Banach y todos los
espacios de Banach son espacios métricos, pero los conversos no son necesariamente
ciertos, para terminar esta seccién dejaremos dos teoremas que nos indican cuando

una métrica define una norma y cuando una norma define un producto interno.
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Teorema 1.2.1 (Invarianza de traslacion). Una métrica d inducida por una norma

satisface:
(a) d(x +a,y + a) = d(z,y).
(b) d(ax,ay) = |af d(z,y).
para todo r,y,a € X ya € K.

Demostracion. Para todo x,y € X un espacio de Banach y cualesquier «, 5 escala-

res, se tiene que
dz+a,d+a)=|z+a—(y+a)| = |z—y|=dzy)

y también

dlaz, ay) = |loax — ay|| = |of |z — yl| = |o| d(z, y). O

Teorema 1.2.2 (Ley del paralelogramo). Sea X un espacio vectorial normado, en-
tonces la norma proviene de un producto interno si cumple la Ley del Paralelogramo,
esto es

lz +yl1* + lle = yl* =2 (lll* + lyl*) -

Demostracion. La demostracion se le deja como ejercicio al lector. O]

Ejemplo 1.7. Sean [?(C) el espacio de sucesiones sobre los complejos © = (),

dado por
P ={x:) |z.|" < oo},
n=1

El espacio de las sucesiones acotadas con la p-norma, donde la norma esta dada por

Joll, = 3 [ (10
n=1
Concluiremos que el tnico candidato a ser espacio de Hilbert es cuando p = 2.
Sean x y y dos sucesiones en [?(C) dadas por
z=(1,-1,0,0,0,...) v y=(1,1,0,0,0,..),
por [[.2.2] se debe cumplir que

2% 422 = 2(22/P 4 22/P),
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de donde 2 = 2%/?_ por lo que el anico candidado a ser espacio de Hilbert es cuando

p=2.

Al igual que con la norma (como aplicacion), el producto interno tiene la pro-

piedad de ser continuo.

Proposicion 1.3 (Continuidad del producto interno). Si en un espacio con producto

interno, T, — T Yy Yy, — y, entonces (T, y,) — (x,y).

Demostracion. Sean (x,)y (y,) dos sucesiones convergentes a  y y, respectivamen-

te, esto es que para cada n > N se cumple que ||y, — y|| < ey ¥ |lzn — || < 5157

2|yl
de donde, por la desigualdad de Cauchy
< znll lyn = yll + [l2n — [ ly]]
<€/2+¢€/2=c¢. O

Proposicion 1.4 (Independencia lineal). Un conjunto ortonormal es linealmente

dependiente.

Demostracion. Sea {ey, e, ...,e,} un conjunto ortonormal en un espacio con pro-

ducto interno, consideremos
aie; + ases + ... +ape, = 0.
Multiplicamos e; a esta ecuacién para obtener
(a1e1 + azes + ... + apen, €;) = (0, ¢;).
De donde (0, ¢;) = 0 y por linealidad
aifer, e;) + as{ea, €;) + ... + ap{en, €;) =0,

al‘<62‘, €i> = a; = 0.
Para cualquier i = 1, ...,n, por lo que el conjunto es linealmente independiente. [J

Teorema 1.2.3 (Separabilidad de los espacios de Hilbert). Sea H un espacio de
Hilbert. Entonces:

(a) Si H es separable, todo conjunto ortonormal en H es contable.
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(b) Si H contiene una sucesion ortonormal que es total en H, entonces H es

separable.

Demostracion. Consultar [16]. O

1.3. Operadores lineales no acotados en espacios de
Hilbert

Un operador no acotado es un operador para el cual no existe constante ¢ > 0
tal que ||Tx|| < ¢||z||, recordando que para un operador definido en un espacio de

Hilbert se cumple que para cada z,y € X
(Tz,y) = (z, T7y).

En el caso de que T es lineal y acotado en un espacio de Hilbert, T' es autoad-

junto si

(Tx,y) = (z,Ty). (1.7)

Es decir si T' = T™, un resultado importante es mostrar que si un operador no
acotado satisface lo anterior, éste no puede estar definido dentro de todo el conjunto
X.

Teorema 1.3.1 (Teorema de acotacion de Hellinger-Toeplitz). Si un operador lineal
T es definido para todo el espacio de Hilbert complejo H 1y satisface para todo

x,y € H, entonces T es acotado.

Demostracion. Por definicion H contiene una sucesion (y,,) tal que
lynll =1y [ Tynll = oo
Consideremos el funcional f,, definido por
fo(@) = (T, yn) = (x, Tyn)

para cada z, por lo que f esté definido para todo H, para cada n € N el funcional

fn es acotado, por la desigualdad de Schwarz

[ fu(@)| = [z, Tyn)| < 1Tyl ]| -

14



Esto significa que para cada € H fijo la sucesion (f,(z)) es acotada. Ademas

usando nuevamente la desigualdad de Schwarz y que ||y, || = 1

[fn(@)| = KTz, yn)| < |1 T2] -

Del teorema de acotacion uniforme concluimos que (|| f,,||) es acotado, digamos

que || fn]| < ¢ para todo n € N, esto implica que para cada x € H

[fu(@)] < A full 2l < el

En particular, para z = Ty, tenemos que

”TynH2 = (TYn, Tyn) = | fa(Tyn)| < c|[Tynll-
De donde se concluye que ||Ty,| < k, lo que contradice que || Ty, | — oo. O

Definicién 1.10. Decimos que T' es extension de S (S C T) si D(S) C D(T) y se
cumple que T'|pg) = 5.

El teorema anterior nos plantea una idea importante, si el operador no es-
té definido sobre todo H, resulta tutil buscar un extension del operador a todo el

conjunto.

Definicién 1.11. Sea T un operador en un espacio de Banach y D(T") el dominio

de T, decimos que T es densamente definido en H si D(T') es denso en H.

Definicién 1.12 (Operador adjunto de Hilbert). Sea T': D(T') — H un operador
lineal densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H. Entonces el opera-
dor autoadjunto de Hilbert T*: D(T) — H de T es definido como sigue. El dominio
D(T) de T* consistente en todos los y € H tal que y* € H cumple

(Tz,y) = (z,y"),

para todo x € D(T). Para cada y € D(T™*) el operador autoadjunto de Hilbert 7™

es definido en términos de y* por

Proposicion 1.5. El operador T es lineal.
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Demostracion. Consideremos y, z € H tal que existen y*, z* € D(T™) asociados, se

cumple por definicion

(Tw,y) = (v,y") vy  (Tx,z) = (v,27),

donde y* = T*y y z* = T*z, tomando «, 5 escalares

(Tx,ay + Bz) = alx,y*) + 5(z, 2*) = (z,ay”) + (x, 2") = (x, ay™ + Bz").
Pero de la definicion de adjunto
(Tw, oy + Bz) = (x, (ay + [2)7).
De donde obtenemos la igualdad
(ay+ B2)" =T (ay + Bz) = ay™ + Bz" = oT"y + T 2. ]

Teorema 1.3.2. Sea S: D(S) - H y T: D(T) — H un operador lineal que es

densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H. Entonces:
(a) Si S CT, entonces T* C S*.
(b) Si D(T*) es denso en H, entonces T C T**.
Demostracion. Para la demostracion consultar [16, pag. 531]. O]

Teorema 1.3.3 (Inverso del operador adjunto de Hilbert). Sea T: D(T) — H un
operador lineal densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H. Suponga

que T es inyectivo con rango R(T) denso en H. Entonces T* es inyectivo y
(T = (T7Y)".

Demostracion. T* existe dado que T es densamente definido en H. También 7!
existe dado que T es inyectivo. (T1)" existe dado que D(T~1) = R(T) es denso en
H. Solo debemos probar que(T*)" = (T~1)*. Sea y € D(T*). Entonces para cada
x € D(T™1) tenemos Tz € D(T) y

(T2, Ty) = (TT 2, y) = (z,y).
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Por otro lado por la definicion de operador adjunto de Hilbert para 7!
(T2, Ty) = (2, (T7')'T"y),

para todo x € D(T'). Esto muestra que T*y € D((T~1)*). De donde se deduce que
(T Ty=y yeDT). (1.8)

Notamos que T*y = 0 implica que y = 0. De donde (T*)~': R(T*) — D(T*)
existe por el teorema del operador inverso [1.1.2] M4s atn, dado que (T*)7'T* es el
operador identidad sobre D(T™), que comparado con la ecuaciéon , se tiene

(T*)"t c (T™H*.

Ahora consideremos algtin z € D(T) y y € D((T1)*). Entonces Tz € R(T) =
DTy
(T, (T)y) = (T T, y) = (z,y). (1.9)

Por otro lado, de la definiciéon de operador adjunto de Hilbert de T' se tiene
(Tz, (T7)"y) = (=, T(T7")"y),
para todo x € D(T). De esto y de [2.1] se concluye que (T!)*y € D(T*) y
T ')y=y,  yeD(T)). (1.10)

Ahora, por la definiciéon de inversa, T*(T*)~! es el operador identidad sobre el domi-
nio D((T*)™1) = R(T™*), y (T*)~L: R(T*) — D(T*) es sobreyectivo. En comparacion
con [L.10] se tiene que D((T*)~1) D D((T1)*), esto es (T*)~1 D (T~1)*, de donde se
concluye (T*)™' = (T1)". O

Definicion 1.13 (Operador lineal simétrico). Sea T': D(T') — H un operador lineal
densamente definido en un espacio de Hilbert H complejo, entonces T' es llamado

operador lineal simétrico si para todo z,y € D(T),
(Tz,y) = (z, Ty).

Lema 1.1 (Operador simétrico). Sea T': D(T') — H un operador lineal densamente
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definido en un espacio de Hilbert H complejo es simétrico si y solo si
TcCT.
Demostracion. Por definiciéon de T™, la relacion
(Tx,y) = (z, T"y) (1.11)

es valida para todo x € D(T') y todo y € D(T™*). Suponga que 7" C T*. Entonces
T*y = Ty para y € D(T'), entonces la ecuacion se convierte en

(T'z,y) = (x,Ty), (1.12)

de donde T es simétrico.

Ahora supongamos que T es simétrico, entonces para cada z,y € D(T') se
cumple la ecuacion . Comparando con la ecuacion se tiene que D(T) C
D(T™), esto es T' = T*|p(r), es decir que T* es una extension de 7', de donde se sigue

el resultado. [

Definicion 1.14 (Operador lineal autoadjunto). Sea T': D(T') — H un operador
lineal densamente definido en un espacio de Hilbert H complejo. Entonces T' se dice

operador lineal autoadjunto si
T=T".

Claramente de la definiciéon de operador simétrico, si T" es autoadjunto entonces
es simétrico. También que un operador 7' sobre un espacio de Hilbert complejo H
es simétrico, si para cada x € H se cumple que (T'z, x) es real. Esto es, para cada
x € H distinto de cero

(Tx,x) = (x,Tx) = (T*z,z) = (T, z).

De donde (T'z, z) es un namero real. En dimension finita los operadores son ca-
racterizados por matrices, en los reales estas matrices se llaman simétricas, mientras

que en los complejos se llaman hermiticas.
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2. Teoria espectral de operadores lineales

2.1. Resolvente y espectro

En el caso de dimension finita los operadores lineales estan caracterizados por el
espacio de las matrices, esto es existe un isomorfismo entre el espacio de operadores
lineales y el de las matrices [5]. El estudio de la teoria espectral en dimension finita
se reduce a resolver el polinomio caracteristico y los valores propios, generalizando
ese resultado para el caso de dimension infinita se mostrard que la generalizacion
coincide con la teoria en dimension finita.

Sea X # () un espacio normado complejo y T: D(T) — X un operador lineal
con dominio D(T") C X, la razon de elegir ahora un espacio normado sobre los com-
plejos,es que los complejos forman un campo algebraicamente cerrado (a diferencia
de R) [?], con lo cual estamos seguros que todo polinomio con coeficientes sobre los

complejos tiene una raiz compleja. A cada operador T' asociamos
Tn=T— M\,

donde A es un namero complejo e I el operador identidad sobre D(T'). Si T) tiene

una inversa, definimos el operador resolvente como
RAT) =Ty = (T - AI)"",

también conocido como el resolvente de T'. Dentro de las posibilidades para el opera-
dor resolvente esta el hecho de que exista, que sea acotado o que esté definido sobre
un dominio denso en X. Dado que si un operador 1" es lineal, también su inversa lo

es, de donde podemos notar que el operador resolvente es lineal.

Definicion 2.1. Sea X # () un espacio normado complejo y T: D(T) — X un
operador lineal con dominio D(T") C X. Un valor regular X\ € C de T es un numero

tal que:
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(R1) R\(T) existe,
(R2) R\(T) es acotado,

(R3) RA(T) esta definido sobre un conjunto denso en X.

El conjunto de todos los valres regulares de T' es conocido como el conjunto
resolvente p(T) de Ty su complemento o(7) = C — p(T') en el plano complejo
C es llamado el espectro de T, donde los A € o(T) se conocen como los valores
espectrales de T'. Para las tres clasificaciones anteriores, el espectro se particiona en

tres conjuntos disjuntos:

a espectro puntual o espectro discreto o,(T), es el conjunto para el cua
El t tual tro discreto o,(T), es el conjunt I cual
R\(T) no existelf]

(b) El espectro continuo o.(T) es el conjunto para el cual Ry(T") existe y cumple

(R3), pero no esta acotado.

(c) El espectro residual 0,(T') es el conjunto para el cual Ry(T') existe, pero no

cumple (R3), sea acotado o no.

De la definicién de conjunto resolvente y espectro, el plano complejo se divide

C = p(T)Uo(T) = pUo,(T) Uoe(T)Uo,(T).

También tenemos varios resultados, si el operador resolvente existe, es decir si
Ry: R(T)) — D(Ty), para Thx = 0 implica que z = R0 = 0 (por ser lineal), esto
es ¢ = 0, es decir que el kernel de Ty es {0}.

También si Thx = 0 para algin z # 0, entonces R, no existe, es decir A €
0,(T"), a este valor le llamamos un valor propio de 7'. El vector z es llamado un
vector propio de T' correspondiente al valor propio A. El subespacio de D(T') que
contiene al 0 vector y todos los vectores propios se conoce como espacio propio de

T correspondiente al valor propio A.

Un X € 0,(T) es llamado un valor propio de 7', pues esta definicion es coherente con la
definicién de valor propio en dimension finita.
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2.2. Propiedades espectrales de un operador lineal

autoadjunto

Para el caso de operadores no acotados la teoria espectral es similar que el caso
acotado, en particular en esa seccidon se mostrara que el espectro continuo es real y

cerrado.

Teorema 2.2.1 (Independencia lineal). Vectores propios x1, xs..., T, correspondien-
do a diferentes valores propios A1, Aa, ..., A, de un operador lineal T' sobre un espacio

vectorial X forman un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que {z1, ..., z, } forman un conjunto
linealmente dependiente. Sea x,, el primero de los vectores que es una combinacién

lineal de sus predecesores, digamos
T = Q1 L1 + oo+ Q1 Tm—1.- (2.1)

Entonces {z1, z3,...,x;,_1} es un conjunto linealmente independiente. Aplicando el

operador T' — \,,I a ambos lados,

(T — A\p) Ty, = Z?;l aj(T — )z,
= Y (A — Aml)z;.

Dado que z,, es un vector propio asociado al valor propio A,,, el lazo izquierdo
es cero. Dado que el lado derecho forma un conjunto linealmente independiente,

tenemos que
aj(Aj—An) =0, dedonde «o; =0 (j=1,2,...,m—1),

pues \; — A, # 0. Pero entonces x,,, = 0, por [2.1] Esto contradice el hecho de que

T, # 0 dado que x,, es un vector propio, lo que demuestra lo que se queria. O

Teorema 2.2.2 (Valores regulares). Sea T': D(T) — H un operador lineal auto-
adjunto densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H. Entonces un
nimero A estd en el conjunto resolvente p(T) de T si y solo si existe ¢ > 0 tal que
para cada v € D(T)

[Taz]| = ¢l (2.2)

donde T =T — M.
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Demostracion. Para (a), sea A € p(T). Entonces por definicion, el resolvente Ry (7T —
A=t =Ty ! existe y es acotado, digamos || R, || = k > 0. Dado que Ry\T)z = x para
x € D(T), tenemos

|z = |RAT || < | R | TA]| = R || T3] -

Al dividir entre k se tiene que ||Thz|| > c¢||z||, con ¢ = 1/k.
Para (b), supongamos que se cumple [2.2| para algin ¢ > 0 y todo z € D(T).

Consideremos el espacio vectorial
Y ={y:y="Twax,zeDT)},
esto es, el rango de T y mostramos que
(A) Ty: D(T) — Y es biyectiva.
(B) Y es denso en H.
(C) Y es cerrado.

Pues las tres implican que el resolvente Ry = T\ ! esta definido sobre todo H.
Que R) sea acotado es facil de ver de esto es A € p(T).

Para (A) consideremos z1,x2 € D(T) tales que Thzy = Thzy. Dado que T) es
lineal y de 2.2

0 = [[Thwy — Taws|| = [|[Ta(z1 — 22)|| > cl|z1 — 2| -

Con ¢ > 0, implica que ||z; — x2|| = 0, de donde 1 = x5, esto muestra que el ope-
rador T: D(T) — Y es biyectivo.

Para (B) mostraremos que 7' = H mostrando que x, L Y implica que 2o = 0.

Sea xo L Y. Entonces para cada y =Tz €Y,
0= (Thx,zo) = (Tx, z0) — Az, o).
Entonces para cada z € D(T),

(Tx,z0) = (T, Ax0).
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Que por definicion de operador adjunto de Hilbert, o € D(T™) y
Tl'o = Xl‘o.

El hecho de que zy # 0 implica que X es un valor propio de T, y entonces
X = X debe ser real. De donde Tzg = Azg, esto es Thzo = 0. Pero por se tiene

una contradiccion, esto es
0 = | Tazoll = ¢|lzoll = llzoll = 0.

Se sigue que Y= {0}, estoes Y = H.

Para (C), probaremos que Y es cerrado. Sea y, € Y. Entonces existe una
sucesion (y,) en Y tal que y, — yo. Dado que y, € Y, tenemos que y, = Thz,
para algun z,, € D(T\) = D(T'). Por

1 1
n— Tl < = I"Tx(Tn — T0)|| = = |Yn — Yml| -
= 2l < 2IT @ = 2]l = 2 s —

Dado que (y,) converge, esto muestra que (x,) es de Cauchy. Dado que H es
completo, (x,) converge, digamos a . Dado que 7" es autoadjunto, este es cerrado.
E|De donde se tiene zq € D(T) y Thwo = yo. Esto muestra que yo € Y. Dado que

Yo € Y fue arbitrario, Y es cerrado.

(B) v (C) muestran que Y = H. De esto y de (A) vemos que el resolvente T
existe y es definido sobre todo H:

Ry=Ty': H— D(T).

Dado que T) es lineal, Ry es lineal y por es acotada, pues para cada y € H y el

correspondiente x = R,y tenemos que y = Thx,
1 1
Byl = Nzl < = I Taell = — [yl
c c
esto es || Ry|| < 1/c. Por definicion, esto prueba que A € p(T). O

Teorema 2.2.3 (Espectro). Sea T: D(T) — H un operador lineal autoadjunto

densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H, entonces el espectro o(T)

2Para la demostracion consultar |16, pag. 536].
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es real y cerrado.

Demostracion. Primero se probara que es real. Para cada x # 0 en D(T') tenemos
(The,x) = (Tz,x) — Nz, ),
y dado que (x,z) y (Tx,z) son reales
(Tha,z) = (Tz, ) — Nz, x).
Donde A € C'y A = a+ i3, entonces A = o — if3, al restar se obtiene
(Tha,z) — (Tha, x) = —2iS ((Tha, x)) = (A — Nz, z) = 2i8 ||z|]*.

Donde $ ((Thx,x)) denota la parte imaginaria del namero (Thz,x) y dado que la
parte real e imaginaria de un nimero complejo no excede el moédulo del ntmero. Por

la desigualdad Cauchy-Schwarz

Bllal® < (D, 2)| < || Taall [|z]] -

Como z # 0 obtenemos |5|||z] < ||Taz||. De esto tenemos que si A € C eso
implica que 8 # 0, pero por el teorema anterior eso implica que A € p(T'), por lo

que no puede ser un valor espectral, de donde A\ € R.

Ahora se probara que es cerrado. Como el conjunto resolvente esta definido
sobre los complejos (el cual es un espacio topologico generado por discos abiertos),
mostrar que o(7") es cerrado equivale a mostrar que p(T") es abierto con la métrica
inducida por el producto interno. Para esto consideremos Ay € p(7'), mostraremos

que A suficientemente cercano a A\ esta en p(T).

Sea T\ = Tx — Az, entonces

|Tx — Xoz|| = ||Tx — Az + Az — Xoz|| < || Tz — Az|| + |\ — ol ||z -
Por el teorema existe una constante ¢ > 0 tal que para todo = € D(T)

[Tz = Xoll = elf]].
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De donde se deduce que
[Tz = Az|| = [Tz — Aoz|| — |A = Aol [|z]| = c|[zl[ — [A = Ao| |||

Suponemos que A es cercano a g, digamos |[A — \g| < ¢/2, por lo que para cada
x € D(T)
172 = el = clle] - 5 llell = 5 ll2]
- 2 2 '

Nuevamente por el teorema2.2.2|1a existencia de la constante implica que A € p(T')

<

~—

que existe una vecindad de Ay dada por |A — A\g| < ¢/2 totalmente contenida en p(T°
—p(T

~—

y por la arbitrariedad de Ag se tiene que p(7T') es abierto. Entonces o(T') =

U

es cerrado.

2.3. Operadores unitarios y el teorema espectral

En esta parte se estudiara los operadores unitarios sobre espacios de Hilbert
complejos y se daran teoremas importantes (sin demostracion), esto para analizar

los operadores autoadjuntos desde la perspectiva de los operadores unitarios.

Definicion 2.2 (Operador unitario). Sea H un espacio de Hilbert y U un operador

lineal U: H — H, decimos que U es unitario si
vur=U0U = 1.

Proposicion 2.1 (Operadores unitarios). Sea H un espacio de Hilbert yU: H — H

un operador lineal, son equivalentes:
(a) U es unitario.
(b) El rango de U es un conjunto denso.
(¢) U es una isometria.

El hecho que sea una isometria indica que los operadores unitarios preservan el
producto escalar, es decir para todo z,y € H se cumple (Uz, Uy) = (z,y). También
el hecho de que el rango sea denso implica que la inversa existe y es facil ver que
U~! = U*. De la definicién de operador unitario se tiene que los operadores unitarios

son automorﬁsmosﬂ entre espacios de Hilbert (por la isometria) y definen topologias

3Un automorfismo es un isomorfismo con dominio y rango en el mismo conjunto.
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equivalentes, es decir preserva la estructura lineal del espacio vectorial, el producto

escalar y la topologia del espacio.

Teorema 2.3.1 (Espectro). Si U: H — H es un operador unitario en un espacio
de Hilbert H complejo no vacio, entonces el espectro o(U) es un subconjunto cerrado

del circulo unitario, esto es
Al =1 para cada Aea(U).

Lema 2.1 (Serie de potencias). Sea
h(A) =)\
n=0

Donde (o) es una sucesion de nimeros reales, una serie absolutamente convergente
para todo A tal que |\ < k. Suponga que S € B(H,H) es autoadjunta sobre un

espacio de Hilbert complejo y que tiene norma ||S|| < k. Entonces

h(S) = f: a,S"
n=0

es un operador lineal acotado autoadjunto y
(S <Y fan] K™
n=0

Si un operador lineal conmuta con S, también lo hace con h(S).
Demostracion. Consultar [16], pag. 548|. O

Lema 2.2 (Lema de Wecken). Sea W y A operadores lineales autoadjuntos sobre
un espacio de Hilbert complejo H. Suponga que WA = AW y W? = A%, Sea P la
proyeccion de H sobre el espacio nulo N(W — A). Entonces:

(a) Si un operador lineal acotado conmuta con W — A, también lo hace con P.
(b) Wx =0 implica que Px = x.
(¢c) Tenemos que W = (2P — I)A.

Demostracion. Consultar [16], pag. 549]. O
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Teorema 2.3.2 (Teorema espectral para operadores unitarios). Sea U: H — H un
operador unitario sobre un espacio de Hilbert complejo no vacio H. Entonces existe

una familia espectral & = (Ey) sobre [—m, 7| tal que

U:/ eiedEgz/ (cosf + isinf) dEy. (2.3)

—T —T

Mads generalmente, para una funcion continua f definida en el circulo unitario,

F(U) = / " F(e)dE,, (2.4)

donde la integral estd definida en el sentido de la convergencia uniforme del operador

y para todo x,y € H

W)= [ 1 () = Eur.y) (2.5
donde la integral es una integral ordinaria de Riemann-Stieltjes.

Demostracion. La demostracion utiliza los conceptos de familia espectral y proyec-
ciones, por lo que se encuentra fuera del alcance de este texto. Para demostracion
consultar [16, pag. 551]. O

2.4. Operadores autoadjuntos y el teorema espec-
tral

Diremos que T estéa asociado al operador
U=(T—4l)(T+1il),

U es llamado la transformacion de Cayley de T, esta transformacion es similar a
la transformacion inversa de Mobius sobre el plano complejo, en general transforma
el semiplano superior en el circulo unitario, es facil probar que U es un operador

unitario.

Lema 2.3 (Transformacion de Cayley). La transformacion de Cayley de un operador
autoadjunto T: D(T') — H sobre H un espacio de Hilbert complejo no vacio eziste

y es un operador unitario.
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Demostracion. Dado que T es autoadjunto, o(7") es real, entonces i, —i € p(T'). De
esto, por definicion los operadores (T +4I)~! y (T —il)~! existen sobre un subcon-
junto denso en H y son operadores acotados (definicion de conjunto resolvente). Del
teorema de cerradura T es cerrado, pues T = T™ y estas inversas estan definidas

sobre todo H, esto es

R(T+il)=H R(T —1I)=H, (2.6)
tenemos que [ esta definido sobre todo H
(T +4I)"'(H) =D(T +il) = D(T) = D(T —il),
se sigue
(T —4il)(D(T)) = H.

Esto muestra que U es una biyeccion de H en si mismo, hace falta mostrar que U
es una isometria. Para esto consideremos = € H, coloquemos y = (T + i) 'z y

usemos (y, T'y) = (T'y,y). Entonces tenemos que:

Uz|* = [|(T — i)y
= (T'y — iy, Ty — iy)
= (T'y, Ty) + i(Ty,y) — i{y, Ty) + (iy, iy)
= (Ty + iy, Ty + iy)

Ty + iy|®

Lo que prueba que U es una isometria, por lo tanto U es unitarioﬁ 0

Lema 2.4 (Transformacion de Cayley). Sea T un operador autoadjunto T: D(T) —

H sobre H un espacio de Hilbert complejo y sea
U= (T—il)(T+il)™".

Entonces
T=i(I+U)(I-U)", (2.7)

mds aun, 1 no es un valor propio de U.

4Esto se debe a que z esté en el circulo unitario, por lo que su norma es 1.
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Demostracion. Sea v € D(T) y
y=(T+)x, (2.8)

dado que (T +4I)"(T + iI) = I, tenemos:

Uy= (T —il)x.

Sumando y restando
(I+U)y=2Tx (2.9)
(I —U)y = 2ix (2.10)

Deyvemos quey e R(T'+il)=Hy devemos que I — U mapea
H en D(T). También vemos de que si (I — U)y = 0, entonces z = 0, esto es
y = 0. Entonces (I — U)~! existe y es definido sobre el rango de I — U, que es D(T)
por 2.10] Entonces deja

y=2i(I -U) ' x € D(T).
Sustituyendo en [2.9]

Tz=1(1+U)y
=i(I+U)(I-U) ',

para todo x € D(T). De donde
T=iI+U)I-U)"
De la existencia de (I —U) ™! se deduce que 1 no es valor propio de la transformacion

de Cayley. m

Teorema 2.4.1 (Teorema espectral para operadores lineales autoadjuntos). Sea
T:D(T) — H un operador lineal autoadjunto, donde H # {0} es un espacio de
Hilbert complejo y D(T) es denso en H. Sea U la transformacion de Cayley y (Ey)
la familia espectral en la representacion espectral [2.3, de —U. Entonces para todo
x € D(T)

(Tz,z) = [7_tan Sdw(f), w(f) = (Egzx, ),
= [T A, v(N) = (P, a),

29



donde F)\ = EQarctan)\-

Demostracion. La demostracion utiliza los conceptos de familia espectral y proyec-

ciones, por lo que se encuentra fuera del alcance de este texto. Para demostracion

consultar [16, pag. 558]. O
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3. Integral de Lebesgue y medida de
Lebesgue

Dentro del espacio de las funciones continuas en el intervalo [a, b] se tiene que
bajo la norma del maximo el espacio es completo, mientras que bajo la norma p con

p = 2, el espacio no lo es, (Cla,b], ||-||,) no es un espacio de Banach (ver ejemplo).

Mediante el teorema de completaciéon de espacios métricosE] la completacion de
(Cla, b], |||l,) es un espacio conocido como el espacio de las funciones de cuadrado
integrable, que claramente incluye a las funciones continuas y muchas més, tales que
la integral del cuadrado de la funcién es un nimero finito, mas general si la integral
de la p-ésima potencia de la funcién es un ntmero finito, el espacio se conoce como

el espacio de Lebesgue p-integrable.

Pero la integracion en algunos casos puede no ser la misma que la integracion
en el sentido de Riemann | pues hay funciones que no pueden ser integradas, razén
por la cual se debe trabajar en una teoria que extienda el concepto de integral. Esta
generalizacion fue introducida en 1904 por el matemético francés Henri Lebesgue
(1875-1941).

Primero veamos que el espacio (C[a,b], ||-||,) no es de Banach, para ello consi-

deremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea (f,) una sucesion de funciones en C[—1, 1] dada por

—1, para € [-1,4]

fa(x) = { nz, para z €[ 1]
1, para ze€ [ 1]

IEste teorema tiene como corolarios el teorema de completacién de espacios normados y el
teorema de completacion de espacios con producto interno, que tienen una formulacion similar.
Consultar apéndice A.

2Consultar apéndice B
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Primero veamos que esta sucesion de funciones continuas es de Cauchy, para

eso sea n,m € Z*t(m > n)

I5@) = Sull = [ 1) = o= (4 - 2 ).

3\m2 n m

Del hecho que m > n, se tiene que m? > n? y esto a + > 2, de donde
n m

unwrwme<§(3—3)<4

n o m 3n’

Por lo que (f,) es una sucesion de Cauchy y es evidente que f,, — f, donde

—1, para z € |[—1,0),
) = -
1, para x€][0,1].

f es la funciéon

Es evidente que es una funcion discontinua, de donde el espacio C[—1, 1] con le

métrica p = 2 no es completo, por lo tanto no es de Banach.
Ahora consideremos un ejemplo de una funcién que no es Riemann-integrable:
Ejemplo 3.2. Considere la sucesion de funciones para cada = € [0, 1]

1, siz e {ry,ro,....m},
fn(x) = {

0, siz €I\ {ry,re,. .., n},

tal que f,(x) — f(x), donde 71,79, ... es una enumeracion de los nimeros racionales
en [0,1] y

1, sizeQy,
fz) = .
O, S1x € R]I \ Q]I~

demuestre que f(z) no es Riemann-integrable

Demostracion. Dado que f(z) es acotado en [0, 1], tomando {1y, I5, ...} una particion

de [0, 1], consideremos

m; = f{f(z):x e L} y M;=sup{f(z):xe L},

s T

L(f,P) = Zmiv(h) y U(f.P)= ZMz’U(Ii)-

Para cada particion P.

3Aqui @ denota los niimeros racionales en el intervalo I = [0, 1], similar para R;.
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Dado que los ntimeros racionales son densos sobre R, se cumple que para cada
intervalo [; C I siempre hay nimeros racionales e irracionales en [;, por lo tanto

m; = 0, M; = 1, para cada ¢ € N, de donde claramente
L(f,P)=0 y U(f,P)=> v(l;) =v(I) =1,
para cada particion P del intervalo I. Por lo tanto:
sup L(f, P) < inf U(f, P). (3.1)
De donde f(x) no es Riemann—integrableﬁ ]

Ahora demostraremos una propiedad de una funcién importante, conocida co-

mo la funcion caracteristica.

Ejemplo 3.3. Si x(c,q) : R — R es una funcién tal que

1, siz € (¢, d),
c,d) — 3.2
Xted) { 0, en otro caso, (3.2)

y (¢,d) C [a, b], muestre que

b
/ X(ed) = d —c. (3.3)

Demostracion. Sea P = {I, I, ..., 1.} una particion del intervalo [a,b], entonces

para cada ¢ € I, se tiene que

m; — 1, si[; C (C, d) y M = 1, si ;N (C, d) 7é
0, si [; € (c,d)

de esto, es claro que
sup L(x, P) = sup Z m;v(1;) inf U(x, P) = inf Z M;v(1;)
i i=1

:Supzv(zi C(e,d) 7 :fnfzv(lm(c,d) #0)

=v(c,d)=d—c =v(c,d) =d—c.

4La condicion para ser Riemann-integrable es que sup L(f, P) = inf U(f, P) donde el supremo
e infimo se dan sobre las particiones P del intervalo I.
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De donde:

b
sup L(x(c,a), P) = mf U(x(c,a), P) = / X(ed) = d — c. O

3.1. Funciones de paso

Ahora consideremos un tipo de funciones que toman un valor constante dentro
de un intervalo determinado y otro valor si el intervalo cambia, este tipo de funciones

se conocen como funciones de paso.

Definicion 3.1. Una funcién de paso g en R" es una funciéon de valor real tal
que existe un intervalo [a, b], una particién del intervalo [a, b] en intervalos abiertos

Iy, ..., I, y nameros reales cq, ..., ¢, tales que
g(x) =c¢;, parax €l y  g(x)=0, paraz¢ [a,b].

Ahora definimos una funcién de valor real para las funciones de paso, conocidas

como la integral, que podemos denotar con el mismo signo de integral

/g = Zil civ(1;).

Que con la definiciéon de funcién de paso, concuerda con la integral de Riemann.

Proposicion 3.1. Sea g una funcion de paso tal que g(x) > 0 para todo x, entonces
Jg>0.

Demostracion. Sea g una funcién de paso, tal que g(x) > 0, es decir que g(x) =
¢; > 0 para cada ¢;, de donde [¢g=>""_, c;u(I;) > 0. O

Corolario 3.1. Si g, h funciones de paso y g > h, entonces [ g > [ h.

Claramente la funcién caracteristica es un ejemplo de una funcién de paso,

donde definimos la funcién caracteristica del conjunto £ C R"™ como

)1, sizekE,
XB(z) = 0, siz¢FE.

Si E es un intervalo I, se tiene



Proposicion 3.2. Sea .7 el conjunto de funciones de paso, entonces . es un

espacio vectorial real y la integral es un funcional lineal.
Proposicion 3.3. El conjunto . de funciones de paso es un ldtice.ﬂ

Demostracion. Es facil ver que si g € .7, entonces |g] € .7. Si g, h € . se definen:
(g Ah)(x) =min{g(z),h(z)} v (9Vh)(z) =mix{g(z),h(z)}.  (34)
Para ver que g A h,g VvV h € ., notamos que:

ghh=5(g+h—lg=h) y gVh=3(g+h+lg—hl). (3:5)

De donde g A h,gV h € 7. O

Un conjunto que cumple que es un latice y un espacio vectorial se llama un

latice vectorial.

3.2. Conjuntos de medida cero

Definicion 3.2. Un conjunto £ C R" es un conjunto de medida cero si para

cada € > 0 existe una coleccion contable de intervalos abiertos {/} tales que

E C U2 Iy y Zv([k) <e
k=1

Si una proposicion P(z) se cumple para todo x excepto para un conjunto de
medida cero decimos que P(z) se cumple casi en todas partes (c.t.p.) o bien que

cumple para casi todo x (c.t.x)[]

Ejemplo 3.4. Un cubo de (n — 1) dimensiones en R" es un conjunto de medida

cero.

Demostracion. Consideremos el cubo I = (a1, b1) X (ag,by) X ... X (ap_1,b,-1) y los
intervalos abiertos I, = (ay,b1) X (ag,bs) X ... X (ap—1,b,-1) X (0, ‘Z—}f), donde a es un

numero real.

5Un latice es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualesquiera dos elementos tienen
un supremo y un infimo.

SEn literatura en inglés se utilizan las abreviaturas a.e. para casi en todas partes y a.a.x para
casi todo x, esto proviene de las abreviaturas almost everywhere (a.e.) y for almost all x
(a.a.x), respectivamente.
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Claramente I C |J,_, I} para cada n € Ny ademés (I;) es un conjunto conta-
ble tal que I C (Jpo Ix-

Ademés para € > 0,
n—1 CLk" n—1 k Cl,k
PIIOEDN | (CEED (y) = [Ii—a)) T
j=1 j=1 i=1 ’ = ’

Para [/} (bi — a;) = v(I,_1), se tiene

Z v(Iy) = v(l,_1)e.

Jj=1

Tomando a < In (v(16,1)>’ se tiene que

Zv([k) <e. O

J=1

Definicién 3.3. Un conjunto E en R"™ es un conjunto nulo si existe una sucesion
no decreciente (gi) de funciones de paso tal que (gx(z)) diverge a oo para cada

r € E, mientras ([ gi) converge.

Teorema 3.2.1. Un conjunto E en R™ es un conjunto nulo si y solo st E es un

conjunto de medida cero.

Demostracion. Primero supongamos que el conjunto £ es de medida cero; esto es,
existe una sucesion no decreciente (gi) de funciones de paso no negativas tal que
(gx(z)) diverge a oo para cada x € E'y ([ gi) converge. Sea lim [ g, = ¢, tomando
e> 0.

Para cada funcion de paso g; toma una representacion con intervalos bésicos [ay, by
y subintervalos abiertos I},,i = 1, ..., en los cuales g;. es constante. Podemos asu-
mir que la representacion es elegido tal que cada intervalo [f“ que intersecta con
lag, bx] es contenida en algtn intervalo I jk El conjunto E’ de puntos que estan sobre

la cara de algtin I¥, k = 1,2, ..., es un conjunto de medida cero.

Sea Jy, Ja, ..., Js los intervalos abiertos en {I}} en el cual g; > ¢/e. Entonces

S1

Z 6v<Ji) < /gl <c de donde ;U(JZ) < €.

=1

[ES)
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La funcion tendré valores mayores a c/e sobre Ji, ..., Jg, v quizas sobre algunos
intervalos Js, 11, ..., Js, que son disjuntos de los anteriormente elegidos intervalos J.

Entonces

o

s2
61) /91 <c de donde ;v(JZ) <€

Continuando de esta forma obtenemos una coleccion contable {J;} de intervalos

=1

abiertos que cubren a E ~ E’. También, si m < s, entonces

Z <Zv /g1<c<e

=1

y, entonces
ZU(JZ') <e.

Por lo tanto, & ~ E’ es un conjunto de medida cero y, entonces F es un conjunto

de medida cero.

Ahora supongamos que F es de medida cero. Para cada entero positivo k, sea
{IF} una cubierta contable de E por intervalos abiertos tal que Y oo v(IF) < 1/2*.
El conjunto {I¥ : k =1,2,...;i = 1,2,...} es una coleccién contable y, por lo tanto
puede ser enumerado como {I; : j = 1,2,...}. Sea ; la funcién caracteristica de ;.
Definamos g, = 27:1 ¢;. Entonces, (g,,) es una sucesion no decreciente de funciones

de paso no negativas. Ademas, para x € F, (g,,(z)) diverge a oo, pero

hm/gm:h’mZU iikzl. O]

Jj=1 k=1

Proposicion 3.4. Si (hy) es una sucesion no creciente de funciones de paso no

negativas en R™ y lim [ hy, = 0, entonces

lim Ay (z) =0 ct.x.

Demostracion. Dado que para cada z, (hg(z)) es una sucesion no creciente de ni-
meros no negativos, lim hy(z) existe. Sea lim hy(x) = h(z) y E = {z : h(z) # 0}.
Entonces £ = UX_ E,, donde E,, = {z : h(x) > 1/m}. Entonces, si cada E,, es

un conjunto nulo, entonces £ es un conjunto nulo. Para un entero positivo fijo m,
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(mhy) es una sucesion no creciente de funciones de paso no negativas. También,
mhy(x) > mhg(z) > 1 para todo x € E,, y todo k.

Dado que lim [mh;, = 0 se elige una subsucesion (mhy;) de (mhy) tal que
[ mhy; < %2 Sea g; = Zle mhy;. Entonces (g;) es una sucesion no decreciente de
funciones no negativas de paso tal que (g;(x)) converge a co para cada z € E,, y

([ gj) converge. Esto es E,, es un conjunto nulo. O
El converso de la proposicién también es cierto.

Proposicion 3.5. Si (hg) es una sucesion no creciente de funciones de paso no

negativas y lim hy(z) = 0 c.t.z, entonces

h’m/hk =0.

Ejemplo 3.5. Un conjunto contable en R" es un conjunto de medida cero.

Demostracion. Sea E € R™ un conjunto contable, sin pérdida de generalidad con-

sideraremos E = {rg,ry, s, ...} una enumeracion del conjunto y sea I = ng(rk)ﬂ

tal que
1 [/rk Ln
O = 3 (E) para cada k € Ny alginr > 0.
Vemos que F C U2 I, y que v(l}) = ’,;—’j, de donde para cada € > 0, se cumple
que
Zv([k):ZH:e’”ge siempre que r < Ine. O
k=0 k=0

Ejemplo 3.6. El conjunto de Cantor es un conjunto de medida cero.

Demostracion. Sea C' el conjunto de Cantor, obtenido del intervalo cerrado [0, 1],
removiendo primero el intervalo abierto medio de dividir en tres parte iguales el
intervalo [0, 1], es decir I;; = (1/3,2/3). Ahora, de los dos intervalos cerrados res-
tantes se repite el proceso, obteniendo Ir; = (1/9,2/9) y Lo = (7/9,8/9) y asi
sucesivamente. En el n—ésimo paso, removemos de los restantes 2"~ ! intervalos los
tercio medio intervalo abierto I,,; = (1/3",2/3"), ..., I, on—1 = (3" —2/3",3"—1/3"),

"Esto denota la bola abierta con centro rj y radio d; con la norma infinita, que es una forma
mas suave de definir que I = Hgbzl(r,(cj) — O, 7“,(6]) +01), donde 7, = (rM), 73 G () son las
componentes de 7.
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cada uno de longitud 1/3", paran = 1,2, ---. El conjunto de Cantor es lo que queda

luego de remover todos la coleccion de intervalos

277,71

(L}, n=1,23,..

Ahora, consideremos € > 0. Claramente, para N > n(e) y
N N
dou@) =) 23> 1

k=1 k=1

Ahora el complemento de C' de [0, 1] contiene la unién contable de intervalos
I, k correspondiendo a una suma finita, entonces C' es cubierto por un conjunto
contable cuya suma de volumenes es menor que ¢, para cualquier €, entonces C' es

de medida cero. O

3.3. La integral de Riemann

Sea f una funcion acotada de valor real en el intervalo [a,b] en R", P = {I, :

i =1,...,r} una particion del intervalo [a, ] y
m; = inf{f(z) : v € I;} y M; = sup{f(z): 2z € I;}.

Definimos las funciones de paso g y G comofj]

m;, paraz € [; M;, parax € [
g(z) =4¢ f(x), paraz € Il y G(x) =< f(z), parax e dl
0, z ¢ [a, 0] 0, z & [a,b].

Entonces
/ 9= Y mall) = L(f.P) ¥ / G =Y Mall =) = U(f. P).

Sea Py una sucesion de particiones, tales que P, C Pyiq y lim|Pg| =0,y

b b
imL(f.R) = [y MmUGR) = [ f

801; denota la frontera del intervalo I;.
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Si gr v Gy son funciones de paso para cada Pkﬂ entonces las sucesiones (gx) y

(Gy) son nodecrecientes y no crecientes, respectivamente, y

1imgk=£f y ff.

También, gx < f(z) < Gy para todo k y todo x € [a, b].

Teorema 3.3.1. Si f es Riemann integrable en |a,b|, entonces f es continua casi

en todas partes en [a, b).

Demostracion. Sea (Py) una sucesion de particiones de [a,b] tal que Py C Pgyq,

b )
lim/gk:/f y h’m/Gk:/f.

Si hy = Gk — gk, entonces (hy) es una sucesion no creciente de funciones de

paso no negativas y por ser f Riemann—integrablﬂ se cumple:

) b
lim/hk:ﬁm/Gk—ll’m/gk:/f—/f:O,

por la proposicion , se cumple que lim hg(x) = 0 c.t.x, de donde
lim gx(z) = f(x) = lim Gg(x) para todox € [a,b] ~ Ej.

Donde E; es un conjunto de medida cero. Si Es es el conjunto de puntos sobre
las caras de los intervalos de alguna particion, entonces Fs es de medida cero y
E = E; U E5 es de medida cero. Para mostrar que f es continua sobre [a,b] ~ E,

tomamos x € [a,b] ~ E y € > 0. Entonces existe un entero positivo k tal que
Gr(x) — ge(z) < €.

Dado que z estd en algiin intervalo abierto IF de Py, existe una bola abierta
B(x;9) tal que
B(x;0) C I

Para todo y € B(z,9)

91a existencia de la sucesién g y Gy se demuestra en el apéndice B.
10Ver apéndice B.
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En particular,

de donde
ge(2) — Gr(x) < fz) — fly) < Gr(x) — gi(2)

f(z) = f(y)| < Gr(z) — gi(z) <e. 0

Teorema 3.3.2. Si f es acotada y continua casi en todas partes sobre [a, b], entonces

[ es Riemann integrable sobre [a, b].

Demostracion. Consideremos f acotada y continua en [a,b] ~ Ej, donde Ej es
un conjunto de medida cero. Sea (P;) una sucesion de particiones de [a, b] tal que
PkCPk+1,lim|Pk|:0y

h’m/gk:/ibf y h’m/Gk:Tf.

Si E5 es el conjunto de puntos sobre las caras de los intervalos en algin Py,
entonces Fs es de medida cero y E = F; U Ey es de medida cero. Tomando z €

la,b] ~ E. Para cada € > 0 existe un ¢ > 0 tal que
(@)= f] <5, siempre que y € B(a36) N [ab]

Dado que lim |P;| = 0, existe un entero positivo kg tal que |P| < ¢ siempre

que k > ko. Esto es, para cada k > ko, si x estd en el intervalo I¥ en P, entonces
hi(z) = Gi(x) — gr(r) = M; —m; < e.

Esto muestra que lim hy(x) = 0 c.t.x y por la proposicion se cumple que

lim/hk(m) =0,

£ f =1 [ gu(a) =1im Gi(z) = ff. m

Si E es un conjunto acotado en R™, E C [a,b] y f es una funcion acotada de

de donde

valor real sobre F, entonces se dice que f es Riemann integrable sobre E si fyg es
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Riemann integrable sobre [a,b] y definimos

éfzévna

3.4. Extension de la integral de funciones de paso

Definicién 3.4. Sea .7 el conjunto de funciones g definidas en R™ para las cuales
existe una sucesion no decreciente (gx) de funciones de paso tales que lim gy (x) =

g(x) c.t.x y la sucesion ([ gi) es acotada. Para g € 7. la integral es definida como:

[o=1im [ g (3.6)

Esta definicion se debe a que la sucesion ([ g;) es una sucesion nodecreciente

de niimeros reales que es acotada, por lo tanto es convergente.

Proposicion 3.6. Si (gx) y (hx) son sucesiones no decrecientes de funciones de

paso tales que lim [ g, <Um [ hy c.t.xy ([ gx) y ([ he) son acotadas, entonces:

h’m/gk < lim/hk.

Corolario 3.2. Si (gx) y (h) son sucesiones no decrecientes de funciones de paso,

tales que ([ gr) y ([ hg) son acotados y lim g, = lim hy, = g(x) c.t.x, entonces

lim/gk:h'm/hk:/g.

Con estas herramientas ahora es posible calcular el valor de la integral dada al

inicio, pues se demostr6 anteriormente que no era Riemann-integrable.

Considere la funcién de Dirichlet g en R definida por

1, sixz €[0,1]y z es irracional,
g(x) =
0, en otro caso.

Si {ry,rs,...} es una enumeracion de los racionales entre [0, 1] y

1, size{r,ry....,r},
gr(x) = .
0, size R\ {r,ry,...,7},
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entonces (gx) es una sucesion no decreciente de funciones de paso tales que lim gx(z) =

g(x) para todo x, ademas [ gy = 0 para cada k, esto implica que g € 5’7, por lo que

/g:h'm/gkzo.

Corolario 3.3. Sig,h € .7 y g(x) < h(z) c.t.z, entonces

/gs/h
Proposicion 3.7. Si g y h estdn en 57/?; a es un real no negativo, entonces g+ h

Yy ag estan en ﬁ/y

/(g+h)=/g+/h y /ag:a/g.

Demostracion. Se le deja como ejercicio al lector. O
Proposicion 3.8. 7 es un ldtice.

Demostracion. Sean g,h € 7 y sea (gr) v (hi) sucesiones no decrecientes de fun-
ciones de paso tales que ([ gx) y ([ hg) son acotadas y (gx) y (hg) convergen c.t.p.
a g y h, respectivamente.

Para mostrar que (g A h) € % notamos que (gr A hi) es una sucesion no de-
creciente de funciones de paso. Dado que gi(x) A hi(z) < gi(x), [(ge(z) A hy(z)) <
[ gr(z) y por lo tanto ([(gr A hi)) es acotada. Dado que lmgy(z) = g(z) y
lim hy(x) = h(z) c.t.x

lim(gr(x) A hi(x) = g(z) A h(z) c.t.x,

de dondeg/\thZ
Falta mostrar que g V h € 5’/?: usando la desigualdad

gk V he < gk + h + |g1| + |ha],

tenemos que ([ (gx(2)Vhy(z)) es acotada y entonces lim(gx () V hi(x)) = g(z) Vh(x)

c.t.x, de donde g V h € .¥. O

Proposicion 3.9. Sea (gx) una sucesion no decreciente de funciones en . tal

que ([ gx) es acotada. Entonces (gr(x)) converge c.t.z y si gi(x) = lmgy(z) c.t.,
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entonces g € ﬁy

/gzh’m/gk.

Demostracion. Para cada entero positivo k sea (gi;)32; una sucesién no decreciente

de funciones de paso tales que ([ g;x)32; es acotada y lim;_, grj(z) = gr(z) c.t.x.
Si definimos

hm:glm\/g2mv"'\/gmm7

entonces (h,,) es una sucesion no decreciente de funciones de paso. Dado que, para

todo j, grj(z) < gk(x) c.t.x,
h(z) < g1(2) V g2 () V g3(z) V- -+ V g () = gm(T) c.t.x, (3.7)

de donde [ hp, < [ gm.

Esto muestra que ([ hy,) esta acotada y por lo tanto converge. De la definicién
de conjunto nulo, (h,,) converge casi en todas partes. Si tenemos que h es una
funcion tal que h(x) = lim h,,(z) c.t.x, entonces h € Sy [ h=1lim [ h,,. Para cada
k 'y param >k

Gkm < hm(x) para cada x

y entonces, tomando el limite con respecto a m,
gr(x) < h(z) ct.x.

Esto muestra que (gx(z)) converge c.t.x. También, si g(z) = lim gx(z) c.t.x, tenemos
que g(x) < h(z) c.t.x. De la ecuacion 3.7 tenemos que h(x) < g(x) c.t.x. Entonces
g(x) = h(x) c.t.x y, por lo tanto g € ﬁy [g=[h.

Dado que gx(z) < g(z) c.t.x, por el corolario implica que

/hkg/gkgg para todo x

/hsnm/ngg,
/gzlfm/gk. .

Corolario 3.4. Sea (hy) una sucesion de funciones no negativas en 7 tal que
(J 302, hi) es acotada. Entonces -, hi(x) converge c.t.x y sig(x) = > o0 hi(x)

y por lo tanto

entonces
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c.t.x entonces g € gy
[a=3m
k=1

Ejemplo 3.7. Si f es una funcion de R™ a R, la clausura del conjunto {z : f(z) # 0}
es llamado el soporte de f. Muestre que si f es una funcién continua de soporte

compacto, entonces f esta en 7.

Demostracion. Sea f: R™ — R una funcién continua de soporte compacto, entonces
por el teorema de Weierstrass, f alcanza su maximo y minimo en R. f es Riemann
integrable sobre R" y se definen las funciones de paso hy(x) = Gg(z)—gx(z), donde gy
y G}, son las funciones de paso que aparecen en la definiciéon de integral de Riemann

y esta sucesion es no decreciente con ([ hy) acotada, por lo tanto f € . ]

3.5. La integral de Lebesgue

Definicion 3.5. Sea .Z el conjunto de funciones de valor real, tal que para cualquier
f € &L existen g y h en . tal que

f=g—h ctp.

El conjunto £ es conocido como el conjunto de las Funciones Lebesgue integra-

bles. y la Integral de Lebesgue es definida como sigue:

[r- [ |

Previo a comparar la integral de Lebesgue con la integral de Riemann primero

[ 1= [

Si [a, b] es un intervalo que contiene a E'y fxg es Riemann integrable, decimos

RAfZR/ﬂm-

Teorema 3.5.1. Si f es una funcion Riemann integrable sobre [a,b], entonces es

lszl%
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Demostracion. En el teorema se demostr6 que existe una sucesion (gi) no

decreciente de funciones de paso tal que

b
lim g () = fX[apn ctx Y lim/g(x) = R/ f.

Esto muestra que fXja € S L y por lo tanto

Hm/gk:/fX[a,b} Z/abf-
fronf :

Teorema 3.5.2. .Z es un espacio vectorial y la integral es un funcional lineal sobre

Z.

Esto es,

Demostracion. Sean fi y fa dos funciones en .Z, entonces existen gy, go, h1 y ho en

7 tales que
fi=g—hiy fo=go— ha.

Por la proposicion [3.7] se cumple que
fitfo=(g—nh)+ (92— ho) =(q1+g2) — (1 + hy) €L

y para o > 0
afi =a(gr — h) = agi — ahy,

mientras que para a < 0
Oéfl = Oé(gl — hl) = gy — O[hl = Ehl —Egl € g

donde @ > 0, debido a que @hy,ag; € 7. Por lo que £ es un espacio vectorial.

Mientras que la integral satisface

/(f1+f2)Z/((91+92)—(h1+h2))2/91—/h1+/92—/h2:/f1+/f2
y para o > 0
/afl:/(agl—ahl):a/gl—a/hlza/fl,
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mientras que para a < 0

[afi=[alo—m)= [@g—ab) = [atn-g)=a [ 1 e2

donde @ > 0, debido a que ahy,ag, € .#. Por lo que la integral es un funcional

lineal sobre .Z. O
Teorema 3.5.3. .Z es un ldtice.

Demostracion. Sea f € £, existen fi, fo € 7 tal que f=fi—foyv iV o, i [fo

estan en ., porque .¥ es un latice, de las relaciones

AV R= g+ htlfi— Rl y

finfo= g0+ fo =L = fo)

se concluye que

fl=1fi—fl=HV=FfANAf
casi en todas partes, por lo que |f| € Z. Sean f, g € £, entonces
1 1
fvg=5(f+g+if—a) v frg=5(f+g-If—gD)
estan en .Z, por lo que .Z es un latice. n
Teorema 3.5.4. Si f € L y f >0 c.tp., entonces [ f > 0.

Demostracion. Sea f € £, entonces existen g,h € 7 tales que f = g— h. Si
f > 0 se cumple g > h y por el corolario se cumple que [¢g > [ h, de donde

[f=Jg—[h=>0. O

3.6. Teoremas de convergencia

Teorema 3.6.1 (Levi). Sea (fx) una sucesion de funciones no negativas casi en
todas partes en 2 tal que la sucesion ([ Y-, fx) es acotada. Entonces > pe ;| fi(x)
converge c.t.x y si f(x) = 1o, fu(z) a.a.x, entonces f € L

[r-5
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Demostracion. Suponga que [ > 7", fr < ¢ para todo m. Para cada k, f; tiene una
representacion: f, = gr — hi c.t.p. donde g, y hy son funciones no negativas en 2 y
<1/ 2% Dado que (hy) es una sucesion de funciones no negativas en 7 tal que
[ >0, <1 para todo m, el corolario implica que >~ hy(z) converge c.t.x y
si h(z) =Y oo, hi(x) c.t.x, entonces h € %y [h =372 hy. También, (gi) es una

sucesion de funciones no negativas en . tal que para todo m

/igk:/iﬁc%—/ihkﬁc—i—l.

Entonces, >/~ gix(z) converge c.t.x y si g(z) = > 1o, gx(x) c.t.x, entonces g € 7

v [9=>1, [ gk Deesto > 2, fu(x) converge c.t.x y si f(z) =D oo, fulz) ctx,
entonces f = g — h casi en todas partes. Por lo tanto, f € £y

[i-fo fr$ ) Sfn-Sfn

Corolario 3.5 (Teorema de convergencia monotona). Sea (gx) una sucesion no de-
creciente casi en todas partes de funciones en £ tal que ([ gi) es acotada. Entonces

(gr(x)) converge c.t.z y si g(x) = lim gg(x) c.t.z, entonces g € L y

/g:h’m/gk.

Proposicion 3.10. Si f € £ y [|f| =0, entonces f =0 casi en todas partes.

Demostracion. Sea g = k |f| para cada entero positivo k. Entonces (gx) es una no
decreciente sucesion de funciones en £ tal que ([ gi) es acotado. Por el Teorema
de Convergencia Monotona, (gx(z)) converge c.t.x. Pero (k|f(z)|) converge solo en

aquellos puntos en los cuales f(z) = 0. O

3.7. Funciones medibles

Definicién 3.6. Una funcion f de R™ a R se dice que es una funcién medible si,
para cada g € £ tal que g > 0, (—g) V (f A g) es integrable. Denotamos el conjunto

de funciones medibles por M.

Teorema 3.7.1 (Convergencia dominada de Lebesgue). Si (fy) es una sucesion de

funciones medibles tal que, para cada k, |f| < g para alguna funcion integrable g y
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f(z) =lim fx(x) c.t.z, entonces f es integrable y

[ =t [ g

Proposicion 3.11. Una funcion f de R" a R es medible si y solo si existe una

sucesion (fx) de funciones integrables tal que f(x) = lim fi(x) c.t.z.

Demostracion. Una sucesion de funciones integrables converge a una funcion inte-
grable, por lo tanto es medible. Supongamos ahora que f es medible. Para cada

entero positivo k, sea ar = (—k,...,—k) y b = (k, ..., k) puntos en R" y definimos

gk = kX[ak,bk]a

entonces g es una no negativa funciéon integrable y si

Je=(=gr) vV (f A gr),

entonces frp € £y
f(z) = lim fy(x) para todo z. O

Proposicion 3.12. Si f es continua, entonces f es medible.

Demostracion. Para cada entero positivo k, sea ay = (—k,...,—k) y By, = (k, ..., k).
Dado que fX[q, 5, € continuo sobre (ag, by), éste es Riemann integrable sobre [ay, by

y, entonces es Lebesgue integrable sobre R™. También,

f(z) = ll/m[f(x)X[ak7bk](z)] para todo x

y por lo tanto, f es medible. O
La siguiente proposicion se refiere a la cerradura del conjunto M.

Proposicion 3.13. Si (fy) es una sucesion de funciones en My f(z) = lim fi(x)
c.t.x, entonces f € M .

Demostracion. Tomando g € .Z tal que g > 0, y sea
he = (=g) vV (fk N g),
entonces, hy € Z, |hy| < gy

lim 7oy, (z) = (=g(2)) V (f(z) A g(2)).
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Entonces hy, € £y, por lo tanto f € M. ]
Proposicion 3.14. M es un espacio vectorial real.

Demostracion. Tomando f, g € M y aR. Por la proposicion , existen sucesiones
(fe) v (gx) de funciones integrables tales que

lm fi(e) = f(z) v limgy(x) = g(z) ctx,

entonces (fi + gx) v afx son sucesiones de funciones integrables tales que

Hm(fe(z) + gr(z)) = f(2) +g(x) vy limafi(z)=af(z) ctx
y,porlotantof—i—gee/ZZvyoszf/Z/v. H
Teorema 3.7.2. jes un ldtice.

Demostracion. Sean f, h dos funciones en //7, por lo que se cumple que para cada
geLy
(—9)V(Hng =g v (=9V(h)Ag) =g

estan en .Z, por ser .Z un latice, las relaciones

(=) V((fVR)ANg)=(=g)V(fAg)V(hAG) =gV go,

también

(=g) V(FAR)ANg) = (=g) V((f Ag) A (hAG)) = g1 N gs
muestran que fV h, f Ah € M. m

Ahora consideraremos un resultado importante (sin demostracion) para la si-

guiente proposicion, para mostrar que .# es un algebra.

Proposicion 3.15. Si (fi) es una sucesion de funciones en My g(x) = infy, fir(x),
G(z) = supy, fe(v), h(z) = limfi(z) y H(z) = limfi(z) c.t.a, entonces g,G,h y H

estan en A .

Proposicién 3.16. ./ es un cilgebm.

1Un dlgebra es un espacio vectorial para el cual existe una operacién binaria cerrada que es
bilineal y distributiva con respecto a la suma, a esta operacion se le llama producto.
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Demostracion. Primero se muestra que si f € .4, entonces f? € #. Sea {r : k =

1,2,...} es una enumeracion de los nimeros racionales en R. Para cada x € R"

inf(f(x) - )’ =0

esto es,
f*(@) = sup(2ref (x) = ri).

Dado que, para cada k, 2ryf —r? € e/f/vy por la proposicién anterior, f2 € M . Para
cualquier f,g € .# se cumple que

fg= (7 +9) ~ (F o)

y, por lo tanto, fg € M. m

3.8. Funciones de valor complejo

La integral de Lebesgue puede ser definida con funciones de valor real, sepa-
rando la parte real y la parte imaginaria de una funcién compleja, para esta seccion
se utilizara f una funcion de valor complejo tal que f; y fo son realesy f = f1+1fs.

Decimos que f es integrable si f; y fo son integrables y en ese caso

[1=[r+i]n

también decimos que f es medible si f; y f2 son medibles. En esta seccion denotamos
a 2Ly ./ al conjunto de funciones integrables y medibles, respectivamente, de valor

complejo.

Proposicion 3.17. .Z es un espacio vectorial complejo y la integral es un funcional

lineal sobre L .
Proposicion 3.18. M es un dalgebra sobre el campo de los nimeros complejos.

Proposicion 3.19. Si f € Z, entonces |f| € £ y

< [in.

Demostracion. Dado que fi y f, son funciones medibles reales, |f| = [fZ + f2]'/? es

una funcion medible real. Entonces usando el hecho de que | f1] y | f2| son integrables
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reales y |f| < |fi| + |fa|, vemos que |f]| es integrable. Sea

[r-|fs

Sie % f = g, +igs, donde g; y g» son funciones de valor real en R™, entonces

fossfoen [

esto muestra que [ g» = 0. Dado que g1 < ||,

i foe fin. :

Proposicion 3.20. Si [ € /Z//y |f| < g, donde g es una funcion real integrable,
entonces f € ZL.

e’ .

Demostracion. Las funciones de valor real fi y fo son funciones medibles con |fi| < g

v |f2| < gy porlo tanto f; y fo son integrables. O

Teorema 3.8.1 (Convergencia dominada de Lebesgue). Si f es una sucesion de
funciones medibles complejo valuadas, tales que para cada k, |fr| < g para alguna

funcion integrable de valor real g y si f(z) = lim fi,(X) c.t.z, entonces [ es integrable

y [r=tw s

Ejemplo 3.8. Si f es una funcién compleja valuada integrable tal que

[1s1=0

muestre que f = 0 casi en todas partes.

Demostracion. Sea f una funciéon integrable de valor complejo, entonces existen dos

funciones integrables de valor real f; y fo tales que

f:f1+if27

v |f| < |fil + | f2], de donde |f] es integrable.

Si [|f] =0y el hecho de que |f| = [f2 + f3]'/? es una funcion integrable de
valor real, por la proposicion significa que f2 + fZ = 0 casi en todas partes, de
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donde f? y f2 son nulos casi en todas partes, de donde obtenemos que f; = fo =0
casi en todas partes, por definicién de f se cumple que f = f; +ify = 0 casi en

todas partes. O

3.9. Conjuntos medibles

Definiciéon 3.7. Un subconjunto E de R™ es medible si y g es una funciéon medible;

E es integrable si yg es una funcion integrable.

Denotaremos por .Z el conjunto de los subconjuntos medibles de R™.

Notemos que la funcién caracteristica sobre la union y la diferencia entre dos

conjuntos E' y F' esta dada por

’E‘F‘XEUF‘XENF‘
111 1 0
110 1 1
011 1 0
010 0 0

Tabla 3.1. Funcién caracteristica de uniéon y diferencia
Por lo que se puede definir
XEUF = XE V XF y XE~F = XE — (XB A\ XF)- (3.8)
Teorema 3.9.1. El conjunto de subconjuntos medibles # de R" es un o-dlgebra.

Demostracion. Sean E y F dos subconjuntos medibles, esto significa que xg v xr

son funciones medibles, dado que

Xeur = XE V XF y XE~F = XE — (XE A XF),

esto muestra que Ygpur Vv XE~r son funciones medibles y por lo tanto E U F'y

E ~ F € #, esto es, ./# es un algebra de conjuntos[”| Ahora supongamos que

124 es un algebra de conjuntos sobre X si A es una familia de conjuntos de X para las cuales
la unién finita de elementos de A estéd en A y el complemento de cualquier elemento de A esté en
A, o equivalentemente que la interseccién finita de elementos de A estén en A. Mientras que un
o-algebrasatisface ademéas que la unién contable de elementos de A esta en A.
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Ej € A para j=1,2,.... Entonces, si F = U, E;,
Xp = lim Vi xp,.

La proposiciéon inplica que xg es un conjunto medible y, por lo tanto, F

es un conjunto medible. Entonces .# es un o-algebra. [
Proposicion 3.21. Un conjunto abierto en R™ es medible.

Demostracion. Si X es el conjunto de n-tuplas de numeros reales y
d(z,y) = méx{|z" —*| : k =1,...,n},

entonces (X, d) es un espacio métrico homeomorfo a R”. De donde, E es abierto
en (X,d) y (X,d) es separable. Note que la bola abierta en (X, d) es un intervalo

abierto; esto es,
B(z;r) = ((x' —r, ..., 2™ —7), (" + 7, ..., 2" +71))

de donde, el conjunto £ es unién e un nimero contable de intervalos abiertos y por
lo tanto es medible[] ]

Un conjunto cerrado en R" es también medible, por definicion de o-algebra,
pues es el complemento de un conjunto abierto. Se define el conjunto de conjuntos
de Borel a la mas pequena o-algebraque contiene a todos los intervalos abiertos,

entonces el conjunto de Borel es medible.

3.10. Medidas

Una medida es una generalizacion del volumen de un intervalo para un conjunto

medible.

Definiciéon 3.8. La medida (de Lebesgue) p es una funcion no negativa real exten-
dida["] definida sobre el conjunto .# de conjuntos medibles como sigue: si E € .,

entonces
[ xE, siEes integrable,
(k) = {
oQ, en otro caso.

13Debido a que un intervalo abierto es medible y ya me mostro que .# es un o-algebra.
14Real extendida significa que la funcion u tiene dominio en R™ y rango en la recta real agregando
el punto en el infinito, esto es pu: R™ — RU {o0}
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La definicion de un conjunto de medida cero tiene sentido y es consistente
con esta definicion, pues si E es de medida cero yg = 0, lo que concuerda con la

definicién anterior.
Proposicion 3.22. §i E, F' son conjuntos medibles, entonces:
(1) u(0) =0.
(2) Si ECF = u(E) < u(F).
(3) W(EUF) < p(E) + p(F).
(4) SSiENF=0= u(EUF)=u(E)+ u(F).
(5) ECF y u(E) < 00 = u(F ~ E) = u(F) — u(E).

Se dice que si una funcion satisface (3) es aditiva. Si ¢ es una funcion real
extendida definida sobre la clase ., se dice que ¢ es una funciéon finitamente
aditiva si para una coleccion {Ey, Fs, ..., E,, } disjuntas a pares, de conjuntos en .7

cuya uniéon esta en . satisface
@ (U Ek) = w(Ey).
k=1 k=1

Una funcién ¢ real extendida definida sobre la clase .# se dice contablemente
aditiva si para una sucesion (Ej) de conjuntos disjuntos a pares en .¥ cuya union

estd en . satisface

@ (G Ek) = i@(Ek)-

Claramente por ser ¢ una funcién real extendida, la suma no necesariamente

converge en el sentido usual, puede no ser finita.
Teorema 3.10.1. La medida de Lebesgue p es contablemente aditiva.

Proposicion 3.23. Si (Ey) es una sucesion de conjuntos medibles, entonces

I <U Ekz) <> u(Ey).
k=1 k=1
Ejemplo 3.9. El conjunto de Cantor es de medida cero (segunda demostracion).
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Demostracion. El conjunto de Cantor se obtiene eliminando de [0, 1] la tercera parte
del medio, luego la tercera parte del medio de los conjuntos que queden, y asi

sucesivamente. Si C' es el conjunto de Cantor
C=10,1] ~((1/3,2/3)U(1/9,2/9) U (7/9,8/9) U ...)

y, por lo tanto

M(C):1—(1/3+2/9+4/27+...):1—%%(%) ~0. 0

3.11. Laintegral de Lebesgue sobre un conjunto me-
dible

Si f es una funcion de R” a R y E es un conjunto medible en R", entonces f

es integrable sobre F si fxg es integrable sobre R™ y

[ 1= ]

Esto define f sobre el conjunto F, tomando una extension de f tal que

- fxg, sizekFE,
fxe =
0, en otro caso.

para definir a la funcién sobre todo R™.

Proposicion 3.24. Si {Ey, Es, ...} es una coleccion de conjuntos medibles disjuntos

y [ es integrable sobre E = |J,— | Ey, entonces f es integrable sobre cada Ej, y

-2l

Proposicion 3.25. Si{Ey, Es, ...} es una coleccion de conjuntos medibles disjuntos,
f es una funcion integrable y no negativa casi en todas partes sobre cada Ej, y

Yooy fEk [ converge, entonces f es integrable sobre E = |J,- Ex y

/Ef:g E,ﬂf‘
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Proposicion 3.26. Si E es de medida cero, entonces cualquier funcion f es inte-
grable sobre E y [, f = 0.

Proposicion 3.27. Una funcion constante c es integrable sobre cualquier conjunto

E de medida finita y
/ c=cu(E).
E

Proposicion 3.28. Si f es medible y m < f(z) < M a.a.x en un conjunto E de

medida finita, entonces f es integrable sobre E vy
m(E) < [ 1< Mp(E).
E

Demostracion. Sea f medible sobre E de medida finita, entonces [ 5 J existe y ade-
més se convervan las desigualdades, por la proposiciéon anterior f pm=mu(E)y
Jz M = Mpu(E) y el resultado se sigue. O

3.12. El espacio L*(I)

Consideremos los espacios LP(I), del ejemplo se concluye que el tnico can-
didato a tener un producto interno es cuando p = 2 (se deja como ejercicio la
comprobacion que si p = 2 el espacio tiene un producto interno), con lo cual el
espacio L?(I) es un espacio de Hilbert, para el cual daremos algunos resultados im-
portantes previo a las aplicaciones del capitulo 4, donde I es un intervalo que puede
ser (a,b), (—00,b), (a,0) 0 (—o00,00) = R.

Sea f: R — C, definimos el espacio L?(I) como

)= {r: 1 <o},

donde la integracion es en el sentido de Lebesgue. Utilizaremos el hecho de que
los espacios LP(I) son de Banach, separables y por lo tanto L*(I) es un espacio de

Hilbert separable, donde el producto interno esta dado por

(r.9) = | tadn

donde p es la medida de Lebesgue.
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Teorema 3.12.1. El conjunto {t"}>2, es una familia linealmente independiente en

L?(a,b).

Demostracion. Para mostrar que {t"}°, es linealmente independiente, mostrare-

mos que cualquier subconjunto finito de {t"}>° ; es linealmente independiente.

Para ello es suficiente considerar Y ,_, axt® = 0 (pues cualquier subconjunto
puede completarse con ceros, hasta llegar al n deseado), de HZZ:O aktkH = 0, se
concluye que .

Zakﬁk =0 para casi todo £ € [a, b].
k=0
Dado que un polinomio de grado menor a n que no es identicamente nulo, tiene a

lo sumo n raices, se sigue que o = 0,k € {0,1,2,...n}. ]

Teorema 3.12.2. Para la sucesion {t"}°, en L*(a,b) se cumple que
span{t"} = L*(a,b).

Donde span{t"} denota el espacio generado por el conjunto {t"}.

Demostracion. Esta demostracion se encuentra fuera del alcance de este trabajo,

consultar [I5, pag. 55]. O

Teorema 3.12.3. Para 0 < n < oo, sea

_ 1d[(t—a)(t—b)]"
Pn = % dtn )

(3.9)

donde 7y, € R es elegido de tal forma que ||p,|| = 1. Entonces p, es un polinomio
de grado n para 0 < n < oo y {p.} es una base de L?*(a,b) obtenida aplicando el

proceso de ortonormalizacion Gram-Schmidt a la familia {t*}.
Demostracion. Consultar [I5, pag. 56|. O

Ejemplo 3.10. Sea I = (—1,1), entonces [3.9| se vuelve

ey

fy T, (3.10)

conocido como los polinomios de Legendre.

Teorema 3.12.4. La sucesion {t”e’%tQ} es una familia linealmente independiente
en L*(R).
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Demostracion. Dado que limg_, o 5”6_%52 = lime 00 5”6_%52 = 0, las funciones

 son acotadas en todo R por alguna constante ¢, > 0. Se concluye

) 1
continuas t"e™ 2
que

1,2
the 2!

2 1,2 1,2 1,2
= /(t%e_?t Je 2 <o [ €720 = ¢, V2T < 00,
R

R
y por lo tanto tne=2t’ € L*(R) para 0 < n < oco. Como en el teorema [3.12.1} de

HZZZO axt*e2"|| = 0 deducimos

Z akfke_%€2 =0 para casi todo £ € R,
k=0

y por lo tanto ag, = 0 para 0 < k < n. O

Teorema 3.12.5. Para la sucesion {t"e™2"} en L2(R) se cumple que
span{t"e"7""} = L2(R).

Demostracion. Esta demostracion se encuentra fuera del alcance de este trabajo,

consultar [I5, pag. 57]. O

Teorema 3.12.6. Para 0 < n < 0o, sea

1,2 d"e‘tQ
h,, = e2'
dtn
Entonces )
mn ,—t
Hn 6x2 ddetn _ hneétQ

es un polinomio de grado n ent y la sucesion {hy/ |hn||} = {Hne 2/ ||hn]|} es una

base de L*(R) obtenida al aplicar el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

» 1
a la sucesion {t"e 2" }.
Los polinomios H,, se conocen como los polinomios de Hermite.

Corolario 3.6. La sucesion {t”e’%f?} es una familia linealmente independiente en
L?(0,00).
3.13. Operador diferenciacién en L?(])

En esta seccion se demostrara que el operador diferenciacion en L*(R) es au-

toadjunto, acotado y densamente definido, para ello necesitamos unos resultados
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previos. Denotaremos con D al operador diferenciacion, dado por
Df =if (3.11)

Definimos el conjunto C*(I) como el conjunto de las funciones que son absolutamente

continuas sobre I.

Teorema 3.13.1. Suponga que I = (a,b) y sea el operador D en L*(a,b), definido

sobre el subespacio cerradd")|
D(D) ={f € L*(a,b) : f € C*[a,b], f" € L*(a,b), f(a) = f(b) = 0}

por
Df =if".

Entonces D(D) = L?(a,b) y D es no acotado y simétrico.

Demostracion. Para cada entero n > 0 la funcion t" es absolutamente continua y
de hecho un punto de acumulacion en D(D) en L*(a,b). En efecto, si € > 0 es dado,
entonces cortando linealmente la funcién ¢ en vecindades suficientemente pequenas

de a y b se obtiene una funcion f € D(D) tal que ||t" — f]| < e.

De donde D(D) contiene todas las funciones ¢" para n > 0. Dado que esas
funciones cumplen que su espacio generado es L%(a,b). [3.12.2| y dado que D(D) es
un subespacio, se tiene que D(D) = L?*(a, b)

Para verificar que D es no acotado, definimos la funcion f, € D(D) para
n>2/(b—a) por

n(é —a), para & € [a,a+ =],
fa(€) =4 2—n(§—a), para £€la+ Lt a+ 2]
0, para & € [a+ 2,b].

Tenemos entonces,

15Cerrado en el sentido de la topologia inducida por la norma, pues L?(a,b) es un espacio de
Hilbert.

16Esto debido a que si f y ¢ estan en U, donde U es un subconjunto de V espacio vectorial,
entonces f + g, \f € U (se le deja como ejercicio al lector).
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n, para & € (a,a+ %)’
fé(f) = —n, para £ € (a+ %,a+ %)7
0, para € (a+ %7[))7

b
1ll? = / L E)dEE <2/n y
b a+2/n
IDAIE = [ifo)? = / O de = / n2ds = 2,

IDf] Vo _
0 = Vajm

Por lo tanto, al considerar n suficientemente grande, la norma del operador es no

de donde

acotada.

Falta ver que D es simétrico, para eso tenemos que mostrar que para todo
f€D(D)ytodog € D(D)setiene (Df,g) = (f, Dg). En efecto, usando integracion

por partes se obtiene

(if'sg) /f d5+z/ G 512

Con lo cual (if’, g) = (f,ig'). ]

Teorema 3.13.2. Sea D el operador diferencial en L(a,b) definido como en el

teorema|3.15.1. Entonces el dominio de D* es el subespacio cerrado
D" ={f € L*(a,b) : f € C*[a,b], f' € L*(a,b)},
y D* estd definido sobre D(D*) = ©* por
D*f=uf.
Demostracion. Notemos que se cumple para f € D(D) y g € ©*. Esto implica

que D(D*) D ©* y D*g = ig’ para g € D*. Solo queda mostrar que D(D*) C
D*. Supongamos por lo tanto que g € D(D*) es dada. Definamos la funcién h
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absolutamente continua sobre [a, b] por

I3
he) = / D*g(n)dn + 6,

donde § € C es determinado de tal forma que

b
/ [9(6) + ih(E))de = 0 (3.13)

(esto es posible dado que para un intervalo finito [a, b] las funciones g € L*(a, b), D*g €
L?(a,b), y por lo tanto g+ ih es integrable). Aplicando integracién por partes obte-

nemos que para cada funcion f € D(D)

b
/‘Uﬁgggwg = (Df,g9) = (f, D*g)

— [P F(ODg(€)de = FORE)L — [ F'(€)h(€)de
=i [Vif'(€)h(€)de,

/ 7€) + h(E)]de = 0. (3.14)

Tenemos la escogencia libre de f € D(D*). Definimos f sobre [a, b] por

3
£(6) = / lg(1) + ih(m)]dn,

hemos obtenido una funcién absolutamente continua f en [a,b] y que tiene las pro-

piedades

f'=g+ihe L*a,b),
fla)=f() =0 (por3.13),

y por lo tanto f € D(D). Usando obtenemos

b
/ 9(6) + ih(©) de = 0,

f(&) = —ih(&) = —i /E D*g(n)dn — i6 para casi todo & € [a,b].

Hemos encontrado que ¢ es absolutamente continua sobre [a,b] vy ¢ = —iD*g €
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L*(a,b). Con lo cual g € D*. O

Terminaremos el capitulo con el teorema que utilizaremos para demostrar que

el operador momentum en mecanica cuantica cumple con ser un observable.

Teorema 3.13.3. Sea el operador diferencial D en L*(R) definido sobre el subes-

pacio cerrado
D(D) = {f € L*(R) : f € C*[a,b] para cualquier [a,b] C R, f' € L*(R)}

por
Df =if'.
Entonces D(D) = L*(R) y D es no acotado y autoadjunto.

- . . . . . 12
Demostracién. La variedad lineal D(D) ciertamente contiene a las funciones ¢"e~ 2"

para todo n > 0. Dado que esas funciones satisfacen el teorema [3.12.5] esto es, el

espacio generado es todo L?(R), el dominio es denso y se cumple D(D) = L*(R).

Que D sea no acotado se sigue de el hecho que D contiene el operador dife-
rencial definido en L?(a,b) (considerando L?(a,b) subespacio de L*(R)), entonces
utilizamos el teorema [3.13.1| para mostrar que si D es no acotado en un intervalo,

no lo es sobre todo R.

Que D sea simétrico se sigue de donde a es reemplazado por —oo y b por
oo. Para verificar que D es autoadjunto solo queda mostrar que D(D*) C D(D).

Para esto, tomamos algiin g € D(D*) y elegimos algtn intervalo finito [a, b].

Aplicamos exactamente la misma prueba que la del teorema[3.13.2] para mostrar
que g es absolutamente continuo en [a,b] y ¢'(§) = —iD*g() casi en todas partes en
[a, b]. Dado que [a, b] fue elegido arbitrariamente esto implica que ¢'(§) = —iD*g(§)
para casi todo £ € Ry ¢’ = —iD*g € L*(R). De donde se obtiene que g € D(D). [
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4. Aplicaciones de la integral de Lebesgue

En el desarrollo de la mecanica cuéntica sobresalieron dos corrientes que eran
la teoria de Dirac y la de Von Neumann [I7], en la teoria de Dirac se hacia referencia

a la existencia de una funcion llamada delta de Dirac, la cual esta definida a trozos

5(x) = oo, si x =0,
0, si x#0

por

y tiene la propiedad de que si se integraba en todo el plano real, el valor es 1. Dicha
funcion no estaba bien definida, pero dada las propiedades que cumplia no se cum-

plian inconsistencias, aunque para Von Neumann esto no era suficiente.

La funcion delta de Dirac tuvo el rigor matemético cuando se establecio la
teoria de distribuciones de Schwarz, teoria que sirvié también para la formulacion

de la teoria cuantica de campos.

A finales de 1920 Von Neumann desarroll6 la nociéon de espacio de Hilbert
separable, junto a las ideas de teoria reticular, anillos de operadores y geometrias
continuas. De estas tres teoria los anillos de operadores resultaron ser el marco méas
importante para la mecanica cuantica, siendo la base para la formulaciéon de la teo-
ria de operadores y el analisis funcional. La estructura de Von Neumann (1931) [26]
desde sus inicios ofreci6 el rigor matematico necesario para considerar a la mecanica
cuéntica como un sistema axiomatico, un resultado que aporta soluciéon uno de los

23 problemas de Hilbert, axiomatizar las areas de la fisica.

En este capitulo consideraremos algunas aplicaciones interesantes sobre los ope-
radores lineales autoadjuntos y como se utilizaron en la formulaciéon matemética de

la mecénica cuéntica.
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4.1. El operador de Fourier-Plancherel

Definicién 4.1 (Operador de Hilbert-Schmidt). Sea {e,} un conjunto ortonormal
completo en un espacio de Hilbert H. Un operador lineal acotado T' se llama ope-
rador de Hilbert-Schmidt si

2 2
ITN5s = D I Teall” < oo

n>0

A |||l 44 se le llama la norma de Hilbert-Schmidt.

Definimos el operador de Hilbert-Schmidt A sobre L?(R), si f es una funcion

en L(R?), entonces la funciéon Af es definida por
/w &,m)f(n)dn para casi todo & € R. (4.1)

El operador Af define un operador lineal acotado. Reemplazamos la funcion v

por e ¥ /4/27. Bajo la integracion de Lebesgue

Ff(g e f(n)dn, (4.2)

=75

define un nimero F' f(£) si y so6lo si se impone que la funcion f € L%(R), con lo cual

Ff(&) es absolutamente integrable casi en toda partes, esto es

/}R )l dn < oo.

Dado que las funciones de Hermite forman una base ortonormal para L?(R), se

sustituye f por estas funciones

1
_ sz 2
h, = e2 e L*(R),
las cuales se mostraron anteriormente cumplen
2
— 5T
h, = H,e 2%,

donde H, es el polinomio de Hermite de grado n.
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Teorema 4.1.1. Para las funciones de Hermite h,, se cumple que

% / e~ (n)dn = (—i)"ha(€), para cada € € R
™ JR

1 )
—— [ €®h,(n)dn = i"h,(£), para cada £ € R,
= [ Pl = "hu€). pasa cada ¢

para 0 < n < 0.

Demostracion. Es suficiente mostrar la primera férmula y reemplazar ¢ por —¢ para

demostrar la segunda. Sea

dke_yQ 2

d—y’“ = q(y)e™”,
ake—z‘xy—&-%zf '
T = Tk? (a:? y)e_zry—‘r%yQ?

Yy

donde ¢x y 7 son polinomios de grado k£ en x,y. Por lo tanto se tiene

akefignJr%nz dn—k—le—n2
lim :
N—s00 ank dnnfkfl

= lim rk(g,n)qn_k_l(n)e_ign_%"Q =0 paracada £ € R.
n—00

Lo mismo cuando 1 — —o0. Mediante integraciéon por partes

2 12
igntin? d" e " ne—iEn+3n

1 (—1>n/ ;)
R 2 d — n—d
x/%/mae T e e on" !

—1)" 1. 20" 3 (n—i€)?
= (—%625 /Re_" G;Tdn, (4.3)

sea ( =1 — &, se tiene que

Ores =€) gnesc 1 9resm—i)?

ann an (_Z)n afn )
entonces la se convierte en

<_1)n l£2 / aneé(ﬂ—iﬁﬂ—m d (_1)77, l§2 / ane_%(n2+2i§n+§2)
ez — ez
V 2T R 85" " \ 27 R afn

dn,

la integracion y diferenciacion pueden ser intercambiadas, dado que para cada k la
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funcién
ake— % (y2+2izy+a?)

10,2197 2
_ —= +2ixy+x
= sz, y)e B0

es integrable sobre R para cada valor fijo de x, esta es la integral de una derivada
parcial con respecto a x para todo valor fijo de y, y esta derivada parcial es integral
sobre toda banda rectangular [a, 3] x R C R?, de donde es

(=0)" 12 d” {—52/ —L(n+ie)? ]
=-—=e2" — |e e 2V dn |
V2T dgn R K

de la sustitucion ¢ = n + £, se cumple que
/eé(nﬂ'é)an _ / e*%(()zdc =2m,
R R

con lo cual [4.3] queda

(—iyes® T iy (). 0

Teorema 4.1.2. Sea L' el subespacio de L*(R) de todas las combinaciones lineales
finitas de las funciones de Hermite h,. Para todo f € L' la funcion Fyf definida
sobre R por

Fof = \/%—W /R e~ f(n)dn (4.4)

estd en L*(R), y el operador Fy definido sobre L' es una isometria a L' y por lo

tanto biyectiva sobre L'. Su inversa Fy ' estd definida sobre L' por

-1 1 i€
F = —— [ %" dn. .
oS /_27T/R f(n)dn (4.5)

Demostracion. Cada funcion f € L' puede ser escrita como f =Y "  a,h,, dado

que cada h,, es integrable, entonces f lo es. Usando el teorema 4.1.1



Si dos funciones f = " jayh, ¥y g = >0 Buhn en L' (sin pérdida de

generalidad suponemos que n esta sobre el mismo indice en f y g), entonces

(Fof, Fog) = <Z;n:0(_i)nanhnv anzo(_i)nﬁnhn>
= 3o B |hal* = (£, 9).

En particular obtuvimos || Fy f|| = || f|| para todo f € L'. En esto Fj es una isometria

y entonces es inyectiva. Para mostrar que es sobreyectiva, observamos que

Ey (i i”anhn> = ianhn = f.
n=0 n=0

Finalmente, de la segunda formula en [£.1.1] se tiene

\/% /R e“"Fy f(n)dn /R e, (n)dn

I
NE
<
£
9~
=)

= Zanhn(g) = f(¢) paracada £ € R,

con lo cual el operador F; ' esta dado por . ]

Teorema 4.1.3. Sea L’ definido anteriormente, entonces existe un inico operador
unitario F sobre L*(R) llamado el operador de Fourier-Plancherel, tal que para
cada f € L' las funciones Ff € L' y F~1f € L' estdn dadas por

1 )
Ff=—= [ ¢ d ara todo ¢ € R,
f Nor: /R f(n)dn p 3

1 .
Flf = \/_2_7r / e f(n)dny para todo ¢ € R.
R

Demostracion. Del teorema [3.12.5] las funciones normalizadas de Hermite forman
una base de L*(R), por lo que L’ es en todas partes denso en L*(R). Por ser L*(R)
un espacio de Hilbert, para Fj y Fj ! existen F'y F', respectivamente, extensio-
nes que son operadores lineales acotados, determinados tnicamente por Fj y £, L
respectivamente. Si {f,} v {gn} son sucesiones en L’ que convergen a los vectores

f e L*R)y f e L*R), respectivamente, entonces por continuidad de F'y F’ y por
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la continuidad del producto interno

(Ff,Fg) = i (F fr, Fg,) = 7}13{)10<fm an) = (f,9),
FF'f=1lim FF'f, = lim f, = f,
n—o00 n—00
F'Ff=1lim F'Ff, = lim f, = f,
n—o00 n—o0
FF =FF=1.

Hemos encontrados que F' es isométrica e invertible y por lo tanto es un automor-

fismo, de donde
(Ff,g)=(Ff,FFg)=(fFg),

de donde F* = F~1 es decir F es unitaria. O

Definicion 4.2. Un operador lineal 7" en un espacio de Hilbert H y un operador
T’ en un espacio de Hilbert H’ se dicen equivalentes, si existe U: H — H' un
isomorfismo, tal que

T=U'TU. (4.6)
Teorema 4.1.4. Sean T y T’ operadores lineales equivalentes en un espacio de
Hilbert H. Un nimero complejo A es un valor propio de T si y solo si lo es de T'.

1

Si X no es valor propio, entonces (T — NI )™! es equivalente con (T" — X\I)~'. Como

consecuencia, o(T) = o(T").

Demostracion. Supongamos que U es un operador unitario en H y que T = UT'U !
(esto implica que D(T') = UD(T")). Si f € D(T") es un vector propio de T" corres-

pondiente al valor propio A, entonces
0£UfeD(T),

TUf)=UT"f)=NUJ),

y U f es un vector propio de T' correspondiendo al mismo valor propio. Retrocediendo
este razonamiento se obtiene el primer enunciado del teorema. Si A no es valor propio,

entonces

(T — XI)"Y(T — \I) = Ir,
(T — X)(T = XI)™" = Ip.
Sea C = U YT — AI)~! (que implica que D(C') = U~'D((T — M)™')). Se obtiene
C(T'—MN)=UYNT - X)'UU N T — MU = Iy-py = I,
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(T' = \)C =U YT - \XHUU T - \)"'U = I,

y por lo tanto
(T = AXI)"' =U T - \I)U.

Como consecuencia, el resolvente de (7" — AI)~! es no acotado o no esté definido en

todas partes en H siy solo si (T — AI)~! lo esta. O

4.2. Operadores en mecanica cuantica

Los postulados de la mecanica cuantica establecen que a cada observable le co-
rresponde un operador lineal autoadjunto que tiene dominio denso sobre un espacio
de Hilbert H separable, razén por la cual hemos citado algunas propiedades im-
portantes para la demostracion de que el operador posicion y operador momentum
son en efecto, operadores lineales autoadjuntos no acotados en el espacio de Hilbert
separable L?(RR).

Se demostro anteriormente que el tinico cantidado de todos los espacios L? a ser
espacio de Hilbert era cuando p = 2, se mostraron las propiedades de separabilidad
y completitud de los espacio L” cuando 1 < p < oo y se le deja como ejercicio al

lector comprobar que L*(R) con el producto interno definido por

(f,g) = /Ifﬁ

es un espacio de Hilbert.

Definicion 4.3. A L*(R) le llamaremos espacio de configuracién del sistema

cuantico. Un estado —del sistema en algtn instante— es un elemento ¢ € L*(R) tal
que [[¢] = 1.

Definicion 4.4. Un observable de nuestro sistema cuantico en algin instante, es
un operador lineal autoadjunto T: D(T) — L*(R), en donde D(T) C R es densa-

mente definido. Su valor medio esta dado por
nolT) = (T6,0) = [ Tvisds
la varianza se obtiene de
vary(7) = (T = (TP 0) = [ (7 = (D105
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y la desviacion estandar por sdy(T') = ++/vary(T).

4.2.1. Operador Posiciéon

Consideremos ¢ un elemento en el espacio de Hilbert L?(—o0,00), y sea J C R,

asociamos a 1) la probabilidad que v se encuentre en J, dado por

/JW’(Q)FCZCJ- (4.7)

Esta probabilidad es invariante ante productos de complejos con médulo 1, esto

sugiere considerar a los estados como una clase de equivalencia, esto es

Uy ~ 1y ~ 1 = athy, o =1

Por simplicidad se consideran estas clases de equivalencia con 1, ¢, etc.

Cada v genera un subespacio de dimension 1 (sobre los complejos), esto es

V={¢:9=p4,f€C}

de L?(—00,0). Entonces podemos llamar estado a este subespacio unidimensional
Y C L*(—00,00) y usar a 1) € Y de norma 1 y probabilidad dada por .

Dado que |1p|2 representa una funcion de densidad de probabilidad [8], por

definicion la media, esperanza o valor esperado esté dada por

oy = / qlv(q))* dg, (4.8)
la varianza estda dada por
vary = [ (= po)? (0) P da (1.9

de donde la desviacién estandar es sdy, = /var, > 0. Intuitivamente, p,, mide el

valor promedio o valor central y vary, la dispersion de la distribucion.

De donde i caracteriza la posicion media de una particula para un estado
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dado . Ahora notemos que se puede escribir en la forma

1p(Q) = (Qv, ¥) = /Qw ¥(q)dg, (4.10)
donde el operador Q: D(Q) — L*(R) es definido por

Qv(q) = q¥(q) (4.11)

(como el producto con la variable independiente ¢). Dado que (@) caracteriza la
posiciéon promedio de la particula, () es llamado el operador posicion. Por defini-
cion, D(Q) consiste en todos los ¢ € L*(R) tal que Qv € L*(R).

Veremos algunos resultados de definir el operador posicion como [£.11] por de-

finicién del operador, el dominio esta dado por

D(Q) ={v e L*(R) : q¥ = Q¥ € L*(R)}. (4.12)

Esto implica que D(Q) # L?(R), tomando ¢ € L*(R) tal que

¢(Q)={ 1/q, si t>1,

0, si t<1;

/q [¥(q)f? dq—/dt /R+dt—>oo

De donde v ¢ L*(R). Es facil ver que D(Q) contiene a todas las funciones de paso
que se anulan fuera de un intervalo compacto. Mostraremos que este conjunto es
denso en L*(R).

Proposicion 4.1. El operador posicion es no acotado.

Demostracion. Consideremos la sucesion de funciones

1, si n<qg<n—+1,
wn(Q) = {
0, en otro caso.

Es claro que, ||1,|| = 1 para cada n y que

- n+1
1Qunll? = / Pbnda = / P >
R n

1Quvll

De esto 1o

> n, de donde se puede elegir n suficientemente grande. O

73



Proposicion 4.2. El operador posicion es densamente definido.

Demostracion. Sea Q, = [—n,n], de donde lim,, ., 2, = R. Se define 1, = xq, ¥,

y se tiene para cualquier n € Z*, con n fijo

/R Gl dg = [y [Galdg+ f g lnl? dg

= Jo, [0 da < [ |[vI° dg < oo,

de donde concluimos que 1, € L*(R), para Qv,, = qi,, tenemos

/lenqu = Jo. laval* dg + [o . lavnl*dg = [y laf* |0 dg

< o, n? [P dg < n? [ [¢) dg < oo.

Pues n es fijo, de esto qi, € L*(R), por lo que ¢,, € D(Q). Por otra parte W!Q =

[0 ¥ [al® = 45| se tiene que ¢%, ¢ € L'(R), ademds [¢7] < [¢°], sea p(q) =
1im,, ;00 ¥2(q), entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, ¢ €

L'(R),
fim [ |02~ pldi=0 v i [ wido— [ edo
n—oo Jp t—o0 R R
se tiene [ ¥adq = [ (xa,¥)*dq = [, ¢*dg, de donde tenemos
limt — oo/ Vidg = limt — oo/ Vidg = / »2dg.
R Qn R

De esto [, ¥?dq = [, ¢dq, es decir [, (1)* —¢)dq = 0, de donde ¢* — ¢ = 0 casi

en todas partes sobre R, es decir que 92 = ¢ c.t.p. en R, y se tiene lim,, o, 1> = .

En €, se cumple v,,¢) = 12 entonces para cada n € Z*

[ — 0l = [g [t — ¥ dg = [ [V — 200 + %] dg
= Jo, W = vnldg + [p_q, 1¥°da,

por lo que
lfm [, — ¢)* = lim / [4? — 2] dg + lim / |4?| dg = 0

y se obtiene lim,, o ¥, = ¥, en donde v, € D(Q), ¥ € L*(R), es decir que

D(Q) = L(R). O
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Proposicion 4.3. El operador posicion es autoadjunto.

Demostracion. Por la proposicion el operador () es densamente definido en

L?*(R). Q es simétrico, pues para ¢ = g, se tiene que para todo ¥, ¢ € L*(R),

Qe 0) = / (@) P(Q)dg = / P28 @da = (0, Té).

Entonces Q C @Q*, ahora es suficiente mostrar que D(Q) D D(Q*). Para esto mos-
traremos que ¢ € D(Q*) implica ¢ € D(Q). Sea ¢ € D(Q*). Entonces para todo
¥ e D(@Q),

(Qv.¢) = (¢,¢7), donde ¢" =Q"¢

por la definicién, escribimos

[ o = [ v
Esto implica que
| vt -5l o (113)

En particular, esto se cumple para cada 1¢» € L?*(R) que es cero fuera de un

intervalo acotado arbitrario (a,b). Claramente, cualquier ¢ esta en D(T'). Eligiendo

(@) = { 46(a) = ¢*(a), si g€ (ab)

0, en otro caso,

de 413 se tiene

b
/ lqd(q) — ¢ (q)|* dg = 0.

Se sigue de la proposicion que qo(q) — ¢*(q¢) = 0 casi en todas partes
sobre (a,b), esto es, qo(q) = ¢*(q) casi en todas partes sobre (a,b). Dado que (a, b)

fue arbitrario, esto muestra que g = ¢* € L*(R), esto es ¢ € D(T'). Tenemos que
Q"o =" =q9p = Q0. O

Teorema 4.2.1 (Espectro). Sea Q el operador posicion y o(Q) su espectro. Se

cumple que:
(a) Q no tiene valores propios.
(b) o(Q) es todo R.
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Demostracion. Para (a) tomemos cualquier A, sea ¢ € D(Q) tal que QY =

Entonces (Q»1)Y = 0. De donde, por definicion de @,

— @ = AT = / g — A (o) da.

.

Dado que |g — A| > 0 para todo A # ¢, tenemos que 1(q) = 0 para casi todo

q € R, con lo cual ¢ = 0. Esto muestra que 1 no es un vector propio y por lo tanto

A no es un valor propio de ). Dado que A fue arbitrario, () no tiene valores propios.

Para el inciso (b) tenemos que o(q) C R, dado que @ es autoadjunto, su

espectro es real. Sea A\ € R. Denifimos

Unl(q) =
1 0, en otro caso

y consideremos 1, = ||vn|| " vn. Entonces |1, || = 1. Escribimos Q) = Q — A,

tenemos de la definiciéon de @,

HQﬂ/)nHQ = fR q— |¢| dq
< i |¢n )| dq =

tomando la raiz cuadrada, tenemos

Sl

[Qxtn]] <

(4.14)

Dado que @) no tiene valores propios, el resolvente R, = Q;l existe, y Q ¥, # 0

pues 1, # 0, por el teorema de la funcién inversa. Los vectores

¢n Q)\wn

IIanII

estan en el rango de @y, que es el dominio de R y tiene norma 1. Aplicando Ry y

usando 4.14, obtenemos

[Badnll = [4bnl] >

1 @/Jnll

Esto muestra que el resolvente no es acotado; entonces A € ¢(Q). Dado que

A € R fue arbitrario 0(Q) = R.
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4.2.2. Operador momentum

Otro observable importante es el momentum p. El correspondiente operador

momentum esti dado por

D: D(D) — L*(R) (4.15)
h dy
) — i dg (4.16)

donde % es la constante de Planck y el dominio D(D) C L*(R) consiste en todas las

funciones 1) € L*(R) que son absolutamente continuas sobre cada intervalo compacto
sobre R y tal que Dy € L*(R).

El valor esperado esta dado por

py(D) = (D, ¢) = /R D(q)¥(q)dg. (4.17)

Teorema 4.2.2. El operador momentum es autoadjunto, densamente definido y no

acotado.

Demostracion. De la definicién de operador momentum, éste es el operador diferen-
ciacion, definido en el teorema [3.13.3] de donde el resultado se sigue. O

Sean S y T dos operadores lineales autoadjuntos con dominio en el mismo

espacio de Hilbert complejo. Entonces el operador
C=8T-TS
es llamado el conmutador de S y T y es definido sobre
D(C) =D(ST)ND(TS).

En el caso particular que los operadores sean el operador momentum y posicion,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3. Sea D y Q) el operador momentum y posicion, respectivamente, en
L3(R). Entonces el dominio de C = DQ — QD es densamente definido en L*(R) y

b~
DQ-QD =1, (4.18)

donde el operador I es el operador identidad en el dominio de C.
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Demostracion. El dominio de C' claramente contiene a las funciones t"e 2"’ (n>0).
Dado que esas funciones generan a todo L?*(R) (teorema [3.12.5), se sigue que el

dominio es denso. Para cada ¢ € D(C) se tiene

h h h h h
(DQ - QD)yY = Dqyp — %QW = C]T?// + %@D —q—Y = —. O

) 21 21

Veremos un teorema sin demostracion que resumird algunas propiedades del

operador momentum en el operador posicion (anteriormente demostradas).

Teorema 4.2.4. Sea D el operador diferenciacion, E el operador multiplicacion y

F el operador de Fourier-Plancherel en L*(R). Entonces
D=FEF.
Demostracion. Consultar |15, pag. 135] O
De donde se siguen los siguientes resultados.

Corolario 4.1. Los operadores D y ) son equivalentes.

Corolario 4.2 (Espectro). Sea D el operador momentum y o(D) su espectro. En-

tonces:
(a) D no tiene valores propios.
(b) o(D) es todo R.

Demostracion. Por se sigue que D y () son operadores equivalentes, de donde
implica que ¢(Q) = (D) y por se siguen ambos resultados. O

Teorema 4.2.5 (Conmutador). Sean S y T dos operadores lineales autoadjuntos

con dominio y rango en L*(R). Entonces C = ST — TS satisface
1,1 < 25d,(S) sdy(T) (4.19)
para todo ¢ en el dominio de C.
Demostracion. Escribimos pi1 = p1y(S) y p2 = py(T) y
A=S8—ml, B=T — psl.
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Mediante calculo directo verificamos que
C=8ST-TS=AB - BA.

Dado que S y T son autoadjuntos y 1, 1o son valores esperados y éstos son

reales. De donde A y B son autoadjuntos. De la definicion de media tenemos

pp(C) = ((AB = BA), )
ABY, ) = (BAY, )
B, Ap) — (Ay, Bip).

—~

—~

Los tltimos dos productos son iguales en valor absoluto. De la desigualdad del

tridngulo y la desigualdad de Schwarz se tiene

|1 (C)] < (B, A)| + [(AY, By)| < 2B [| A9

Esto prueba [£.19 dado que B es autoadjunto, por la definicion de varianza

1Byl = (T = pal*, )7 = [vary(T) = sdy(T)

y similar para || Az ||. O

Corolario 4.3 (Principio de incertidumbre de Heisenberg). Para el operador posi-

cion QQ y momentum D,
h

sdy (D) sdy(Q) > e

(4.20)

Este teorema se interpreta como la imposibilidad de medir simultdneamente la
posicion y el momentum (que se asocia a la velocidad) de una particula con una

exactitud ilimitada.
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A. Espacios Métricos

El concepto de distancia en R dada por el valor absoluto entre dos niimeros
reales ha servido para definir un tipo de distancia entre elementos de cualquier
conjunto, a esta generalizaciéon del concepto de distancia la llamaremos métrica y
a un conjunto dotado de una métrica se le conoce como espacio métrico, que es un

caso particular de un espacio topologico.

Definicion A.1 (Métrica, espacio métrico). Una métrica d sobre un conjunto X es

una funcion definida sobre X x X, esto es, d: X x X — R, tal que satisface
(M1) d es finita y no negativa.

(M2) d(z,y) =0siysolosiz=y.

(M3) d(z,y) = d(y,z) (Simetria).

(M4) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (Desigualdad del triangulo).

Un par (X, d) se llama un espacio métrico si d es una métrica definida sobre X.

Ejemplo A.1. La distancia usual sobre R dada por
d(z,y) = |x —y|
es una métrica, mas aun, en R” la funcién dada por
d(z,y) = lx1 — ]+ .. + 20 — ynl

con r = (1,....,2,),y = (Y1, ..., Yn) €S una métrica.

Ejemplo A.2. La métrica Euclidiana dada por z = (x1, ..., ),y = (Y1, ..., Yn) € R”

d(l‘, y) = \/(xl - 91)2 + ot (xn - yn>2
satisface (M1)-(M4).
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Ejemplo A.3. Sea C|,) el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo [a, b]

d(z,y) = max |z(t) — y(t)]

tela,b]
es una meétrica.

Definicién A.2 (Bola y esfera). Dado un punto xy € X un espacio métrico y un

namero real r > 0
(a) B(zo;r) ={x € X :d(z,z9) <} (Bola abierta).
(b) B(zo;r) ={z € X :d(z,x9) <7} (Bola cerrada).
(c¢) B(zo;r) ={x € X : d(z,x9) =r} (Esfera).

a xo le llamamos el centro y a r el radio.

Definicién A.3 (Conjunto abierto y cerrado). Un subconjunto M de un espacio
métrico X es abierto si contiene una bola con centro en cada uno de sus puntos. M

es cerrado si M€ =X — M es abierto.

Definicién A.4 (Aplicacion continua). Sea (X, dx) y (Y, dy) dos espacios métricos.
Una aplicacion T: X — Y se dice continuo en el punto o € X, si para cada € > 0

existe 0 > 0 tal que
dy(Tz,Txy) < e para cada x que cumpla dx(x,zq) < 4.

Se dice que T es continuo si es continuo para cada punto de X.

La propiedad de que un conjunto M sea denso en X es importante, pues signifi-
ca que cada punto del conjunto X se puede aproximar con elementos del conjunto M,
més ain, si es separable significa que se tiene que un conjunto numerable aproxima

a los elementos de X.

Definicién A.5 (Conjunto denso, conjunto separable). Sea M un subconjunto de

Xy M su clausura se dice que M es denso en X si
M= X.

Decimos que M es separable si ademéas M es contablef]

'La clausura de M es el menor conjunto cerrado que contiene a M
2Contable significa que es finito o que tiene el mismo cardinal que los naturales.
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Que M aproxime a los elementos de X se debe a la definicién de la clausura,
pues que sea el menor cerrado que contiene a M es equivalente a que contenga todos
sus puntos de acumulacion, es decir que cualquier sucesion convergente de elementos

de M es un elemento de X, como se vera mas adelante.

Definicién A.6 (Sucesion convergente). Una sucesion (x,,) en un espacio métrico

se dice que es convergente si existe x € X tal que

lim d(z,,z) =0,

n—oo

en este caso x es llamado el limite de (x,) y se puede escribir

lim z, = .
n—oo

Definiciéon A.7 (Sucesion de Cauchy y completitud). Una sucesion (z,) en un
espacio métrico X se dice que es de Cauchy si para cada e > 0 existe N = N(e) tal
que

d(x,,x,) <€  para cada n,m > N. (A.1)

El espacio X se dice completo si cada sucesion de Cauchy es convergente, con limite
en X.

Teorema A.0.1 (Sucesion convergente). Toda sucesion convergente en un espacio

métrico es de Cauchy.

Demostracion. Si (x,) converge a x € X, entonces para cada € > 0 existe N = N(¢)
tal que
€
d(zp, ) < 5 para cada n > N.

Considerando m > N y la desigualdad del triangulo, se obtiene para cada n,m > N
€ €
d(xnaxm> < d(l’n,ﬂﬁ) + d(&?, xm) < 5 —+ 5 = €.

Con lo que se muestra que (x,) es de Cauchy. O

Teorema A.0.2 (Aplicacion continua). Una aplicacion T: X — 'Y entre dos espa-

c108 métm’coﬁ es continuo en un punto xg € X si y solo si

Tn, — xo implica que Tz, — Tx.

3De ahora en adelante se utilizara la misma d para ambas métricas, en el entendido que depen-
diendo de los elementos que se tomen, asi se considerara la métrica en X oen Y.
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Demostracion. Supongamos que 1" es continuo en xg, esto significa que para cada

e > 0 existe § > 0 tal que
d(x,,z9) <6 implica que d(Tx,, Txy) < €.

Consideremos x,, — ¢, entonces existe N para el cual para todo n > N se cumple
que
d(xp,, xo) < 6.

De donde para cada n > N
d(Tx,, Txg) < €,

que significa que T'x,, — T'xy.
Para el converso, supongamos que x,, — x( implica que T'x,, — Txq, y supon-
gamos que T no es continua en xy. Entonces existe € > 0 tal que para cada § > 0

existe un r # xy que satisface
d(z,zo) <d  pero d(Tx,Txy) > e.
En particular, para § = 1/n existe un z,, que cumple
d(zp,x9) < 1/n  pero d(Txy, Txy) > €.

Lo cual significa que (z,,) converge a xg, pero (T'z,) no converge a Txg, lo cual es

una contradicecion. O

Para finalizar dejaremos enunciadas dos desigualdades que se utilizaréan en el

capitulo 1 para la demostracion de que los espacios [” son de Banach y separables.

Teorema A.0.3 (Desigualdad de Holder). Sea = = (&) y y = (n;) dos sucesiones
de niumeros complejos en [P y 19, respectivamente, tales que p y q son exponentes

conjuntados, es decir que satisfacen
1
e 1
p g

con 1 < p,q < oo, entonces

> lgmsl < (Z |§k|p> 1/p (Z |nk|q> 1/q. (A.2)
j=1 k=1 k=1
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Para el caso en el cual p = ¢ = 2, la desigualdad la conocemos como desigual-
dad de Cauchy-Schwarz.

Teorema A.0.4 (Desigualdad de Minkowski). Sea x = (§;) yy = (n;) dos sucesio-

nes de nimeros complejos en [P, con 1 < p < 0o, entonces

s 1/p 0 1/p . 1/p
(ZKﬁmI”) s(zw) +(z|nk|p) Gy
j=1 k=1 k=1

Y para finalizar este apéndice enunciaremos (sin demostracion)f] el teorema de
completacion de espacios métricos, un teorema importante que utilizaremos para

completar el espacio de las funciones continuas.

Teorema A.0.5 (Completacion de espacios métricos). Para un espacio métrico
X = (X, d) existe un espacio métrico completo X=(X,d) que tiene un subespacio W
que es isométrico con X y es denso en X. Este espacto X es unico, salvo isometrias,
esto es, st X es un espacio métrico completo que tiene un subespacio métrico denso

W isométrico con X, entonces X y X son isométricos.

4Para la demostracion consultar |16 pag. 41].
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B. Integral de Riemann

Para el desarrollo de la integral de Lebesgue utilizaremos las funciones de paso
sobre R™ y la definicién de integral de Riemann, puesto que esta integral puede ser
calculada en una funcién de paso, por ser continua en un intervalo determinado,
primero definiremos la integral de Riemann.

Sia=(a',...,a") y b = (b',...,b") puntos en R™ tales que a’ < b’ para i =
1,...,n, entonces el intervalo cerrado [a,b] es el conjunto {z : a' < x* < b'} y el
intervalo abierto (a,b) es el conjunto {x : a’ < x* < b'}. Si I = (a,b) o I = [a,b], el

volumen de [ es definido por:
() =[] —a"). (B.1)

Notamos que el conjunto vacio ) es considerado un intervalo abierto y v(()) = 0.
Un conjunto de intervalos abiertos Iy, ..., I, es llamado una particion de [a, b] si ellos
son disjuntos a pares y [a,b] = U;_, 71- Una particion P' = {I; : j = 1,...,s} de
[a, b] es un refinamiento de la particion P, denotado P C P’, si para cada j existe
un 4 tal que I} C I;. Si Py P’ son dos particiones de [a, b], entonces la particion P”
consistente en los intervalos de la forma I; N I} es un refinamiento comtn de Py P".

Sea f: R™ — R una funcion de valor real que es acotada sobre el intervalo [a, b]
en R" y sea m = inf{f(x) : € [a,b]} y M = sup{f(x) : € [a,b]}. Para una
particion P = {1y, ..., I.} de [a,b] definimos

m; = mf{f(z) : 2 € I} y M; = sup{f(z):z € I}

r

L(f,P) = Z N y U(f,P) = Z Mu(I).

Las sumas L(f, P) y U(f, P) se llaman suma inferior y superior, respecti-

vamente, para f correspondiente a la particion P. Si P’ es un refinamiento de P

1Aqui A es la clausura de A si A es un intervalo abierto A = (a,b) su clausura es un intervalo
cerrado A = [a, b].
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entonces

L(f,P)<L(f,P) y U, P)<U(P).

Entonces, para dos particiones P, y P de [a, b], usando un refinamiento comun

de P, y P,, es posible mostrar que

mu(la,0]) < L(f, P1) S U(f, Py) < Mo([a, b]).

Sea P el conjunto de todas las particiones de [a, b], definimos la integral in-

ferior y superior de f como
b b
/ f=sup{L(f,P): PEP} ¥ / f=mf{U(f,P): PeP}.
Entonces, para cada P € P se tiene

L(f.P) < L f< ff <U(7.P).

La funcion f se dice que es Riemann integrable en [a, b] si la integral inferior

y superior son iguales y en este caso la integral de f es definida como este valor

/abfzfibfzzjé (B.2)

De la definicién se sigue que si f y g son integrables sobre [a,b] y a y § son

comun

niumeros reales, entonces af + g es integrable sobre [a, b] y

/ab(af+ﬂg)=a/abf+ﬁ/abg,

esto es, el conjunto de las funciones Riemann integrables sobre [a,b] forman un
espacio vectorial real y la integral es un funcional sobre este espacio.

El tamano de malla de una particion P, dentoada por |P|, es definida como el
mayor didmetro de alguno de los intervalos en la particion; esto es, si P = {3, ..., I.}

entonces

|P| = méx{d(I}) :i =1,...,r}.

Proposiciéon B.1. Si f es acotada sobre [a,b], entonces eziste una sucesion de
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particiones (Py) sobre [a,b] tal que P, C Py, lim [P =0y

b b
imL(f.R) = [ f v tmUGR) = [ f

Demostracion. Existe una particion Pj y Py’ tal que

£f—1<L(f,P{)§£ y ZSU(f,P{')<Zf+1_

Sea P, un refinamiento comin de P| y P/ para el cual |P| < 1. Entonces

[r-r<wgms [ [<vm< [

Similarmente existe una particion P, y Py tal que

/ibf—%<L(f,P£)§/Lb y ng(f’Pé/)<ff+%'

Sea P5 un refinamiento comun de P;, Py y Py para el cual |P| < 1/2. Entonces

/Lbf—%<L(fap2)§/ib y ZSU(f7P2)</abf+%-

Continuando de esta forma se obtiene la sucesion de particiones que cumple

las propiedades deseadas. O
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CONCLUSIONES

1. La formulaciéon de Von Neumann para la mecanica cuantica, aparece por vez
primera la idea de espacio de Hilbert y muchas teorias nuevas que junto con
los resultados de Banach y Lebesgue formularon lo que hoy se conoce como

anélisis funcional, teoria de operadores y teoria de la integracion.

2. La integral desarrollada por Henri Lebesgue en 1904, introduce el concepto de
medida, conjuntos de medida cero, también el de propiedades que se cumplen
casi en todas partes, de donde surge la teoria de la medida, un area del analisis
matematico con aplicaciones en la teorfa de probabilidades, las finanzas, la

mecénica cuantica, etc.

3. Los operadores posicién y momentum son operadores que satisface los axiomas
para la mecanica cuantica, es decir, son operadores autoadjuntos densamente
definidos en el espacio de Hilbert L?(R) separable, por lo que son observables

fisicos cuyo espectro puntual es vacio y ademas su espectro continuo es todo
R.
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RECOMENDACIONES

1. Tener un curso electivo sobre teoria de la medida, pues sus aplicaciones son
diversas, desde el campo de la fisica hasta las finanzas, siendo las medidas

elementos importantes en el estudio de las acciones en la bolsa de valores.

2. Estudiar la integral de Lebesgue, partiendo de la nocion de conjunto medible,
funcién medible, espacio de medida, medida, etc. Es decir haciendo el desa-
rrollo desde la teoria de conjuntos en vez de la integracién de funciones como

se plantea en este trabajo.
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