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OBJETIVOS

General

Obtener la configuracion de los estados fundamentales en presencia de un po-
tencial quimico de Isospin con distintos potenciales para el modelo de baby Skyrme

con distintas cargas topologicas.

Especificos

1. Desarrollar un algoritmo de recocido simulado en C-++ para optimizar funcio-

nales de energia en fisica.

2. Calibrar el algoritmo en problemas de optimizacion resolviendo problemas con

soluciones analiticas.

3. Implementar el algoritmo para optimizar los funcionales de energia del mo-
delo de baby Skyrme, un modelo de teoria clasica de campos, con soluciones

solitonicas aplicables a modelos de la materia.

4. Caracterizar el rompimiento de las simetrias en las soluciones del modelo de

baby Skyrme en presencia de un potencial quimico de isospin.
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INTRODUCCION

Los solitones en el contexto de hidrodindmica fueron descritos por primera vez
por el ingeniero escocés J. Scott Russell, en 1834. El cabalgaba a orillas de un canal
cuando un barco se detuvo subitamente. Una joroba de agua se desplazé a lo largo
del canal por varias millas, preservando su forma y velocidad. Fue sorprendente por-
que la joroba no aumento ni disminuyo su altura respecto al nivel del agua, tampoco
se dispers6 o desvanecié como las ondas que usualmente viajan a través del agua.
En fisica y matematica un soliton se refiere a un paquete de ondas solitarias que

mantiene su forma y se propaga a velocidad constante sin dispersarse.

Ademés de hidrodinamica, existen mas sistemas fisicos con soluciones solit6-
nicas. Entre ellas se pueden mencionar: 6ptica, comunicacion de alta velocidad de

datos, fisica de particulas y cosmologia [28].

Los solitones topolodgicos aparecen en muchas teorias clasicas de campos con di-
namica no lineal. Tienen propiedades que les permiten ser elegidos como candidatos

para representar particulas:
e Existen en espacios finitos con energia finita.

e Luego de la colision entre dos solitones, ambos emergen con sus propiedades

originales.
e Son soluciones no disipativas.

Esto abre una brecha importante para una descripcion alternativa de la materia
[16, 24].

En fisica de particulas, los solitones empezaron a cobrar importancia cuando
aparecio en la escena T.H.R. Skyrme, con su célebre publicacion A non-linear field

theory en la que planteaba la existencia de solitones topolégicos en el modelo sigma

XV



no lineal. La idea de Skyrme al introducir su modelo fue describir particulas ele-
mentales a partir de sus propiedades topologicas. El modelo garantizo la existencia
de soluciones estables al incluir un término al Lagrangiano del modelo sigma no
lineal. El término agregado es llamado término de Skyrme, el modelo de Skyrme,
y las particulas que describen estas soluciones estables se llaman Skyrmiones. Es
suficiente esta informacién para entender lo valioso del aporte de Skyrme a la fisica

de particulas y a la teorfa de campos no lineales.

Posteriormente hubo un tiempo de oscuridad para los Skyrmiones, hasta que en
1983, entre los fisicos nucleares, surgi6 la idea de utilizar la estructura matematica
de estas soluciones como una nueva forma de describir a las particulas, especifica-
mente a los nucleones. Fue una idea innovadora, el modelo fue ganando renombre
y se empezd a considerar en otras ramas de la fisica como la materia condensada.
Los estudios llevaron al modelo de baby Skyrme, un modelo reducido de 3-D a 2-D
cuyas soluciones, estructuras matematicas y comportamientos se asemejan. El mo-
delo bidimensional tiene la ventaja de tener un menor costo computacional, ademéas
de tener sendas aplicaciones en fisica de materia condensada. De alli surgen muchas
variantes al modelo dada la necesidad de agregarle un potencial para asegurar la
estabilidad de los solitones. Los distintos potenciales del modelo, representan diver-
sos fenémenos fisicos como los defectos topolégicos en materiales ferromagnéticos y

antiferromagnéticos [21].

En este trabajo se abordan tres potenciales distintos del modelo de baby Skyr-
me en presencia de un potencial quimico de isospin, obteniendo soluciones distin-
tas cualitativa y cuantitativamente. Estudiando las simetrias presentes en el mo-
delo con un vacio perturbativo y las simetrias remanentes luego de encender el
potencial quimico. Trabajos similares han sido realizados y pueden encontrarse en
[T, 4 [©l, 10, 14, 19, 20, 21, 28]. Los resultados obtenidos en este trabajo son las
soluciones numéricas del modelo propuesto en [22], donde se estudia el rompimiento
espontaneo de la simetria de los estados fundamentales en el modelo de baby Skyrme

al agregarle un potencial quimico de isospin al sistema.

Las soluciones de minima energia o estados fundamentales de los sistemas,
pueden encontrarse como soluciones analiticas de las ecuaciones de movimiento del
mismo. Sin embargo, existen problemas no integrables cuyas soluciones analiticas

no existen. En estos casos, surge la necesidad de un método alterno. Una alternativa
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es recurrir a los algoritmos de optimizacion numérica. En este trabajo se desarrolld
e implement6 un algoritmo de recocido simulado en distintos problemas de fisica.

Este es un algoritmo estocastico que forma parte de los métodos de Monte Carlo
[111, [13].

Previo a trabajar con el modelo de baby Skyrme para los cuales existen solu-
ciones analiticas o problemas resueltos previamente. Estos problemas incluyen las
ramas de geometria, electrostatica, solitones en una dimension y materia condensa-
da [2], B, 10, 28]. Esto con el fin de verificar el correcto funcionamiento del codigo y

calibrar sus parametros. El codigo fue escrito en lenguaje C++.
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1. Optimizaciéon en fisica

Los problemas de optimizacién son muy comunes en la vida cotidiana. Se busca
el trayecto de menor tiempo, el trayecto mas corto, minimizar costos de produccion,
entre otros ejemplos. También es un problema comin en fisica, y en muchas ocasio-

nes, un problema medular.

1.1. Importancia de la optimizacién en fisica

En fisica la optimizacion es un problema que se trata en diversas ramas y que

se resuelve de distintas formas.

La optimizacion consiste en encontrar el estado de minima energia de los siste-
mas fisicos. El estado de minima energia es, convenientemente, el estado fundamental
de un sistema fisico. Esto quiere decir que es la configuracion en la cual el sistema

es estable y se encuentra con mayor probabilidad [25].

Algunos de los problemas donde es necesario optimizar en fisica son [11]:

e En termodinamica, un sistema acoplado a un reservorio siempre se encuentra

en el estado que minimiza la energia libre [5].

e En mecanica clasica, la ecuacion diferencial de Euler-Lagrange es obtenida a
partir del principio de minima accién a través de un proceso de optimizacion

27].

e En fisica experimental, al ajustar datos a una funcién con determinados para-
metros, la curva de mejor ajuste es la que minimiza las distancias al cuadrado

de la funcién al punto.

De estos ejemplos, cabe resaltar que existen dos métodos principales para encontrar

la solucién de minima energia de un sistema fisico, en el caso de la mecanica clésica,



resolver las ecuaciones de movimiento o realizar una optimizacién numeérica.

El primero es un método analitico, que consiste en plantear las ecuaciones
de movimiento de todo el sistema a partir del principio de minima accién y luego

resolverlas analiticamente o con métodos numéricos como Diferencias finitas [23].

025/ Ldt

0#5/ Ldt

Figura 1.1. Principio de minima accion.

El segundo método es el enfoque de este capitulo, los algoritmos de optimiza-
cién numérica. Estos algoritmos pertenecen a los métodos de Monte Carlo. Estos
son métodos no deterministas o estadisticos numéricos que basan su funcionamiento
en base a la generacion de nimeros aleatorios, de alli se deriva su nombre, justo
como la ciudad de juegos de azar. El uso de estos métodos puede ir desde realizar

integraciones numeéricas hasta los algoritmos de optimizacion [13].
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Figura 1.2. Métodos de Monte Carlo.



Algunos ejemplos de algoritmos de optimizaciéon numérica son: recocido simu-
lado, enfriamiento simulado, templado paralelo y el método de podado-enriquecido
de Rosenbluth [IT].

Estos algoritmos de optimizacién son de mucha importancia al buscar los es-
tados fundamentales de sistemas en los cuales las ecuaciones de Euler-Lagrange no
tienen solucion analitica, lo cual obliga a utilizar un método de optimizaciéon numé-

rico.

1.2. Algoritmo de Recocido Simulado

El algoritmo de recocido simulado es una herramienta estocastica de optimi-
zacion mejor conocida como Simulated Annealing o SA. La razon principal para
escoger este algoritmo como herramienta para encontrar las soluciones del mode-
lo de Baby Skyrme es la garantia de encontrar una soluciéon 6ptima. Sin embargo
es computacionalmente costosa, por lo cual algunos autores prefieren utilizar otros

métodos.

1.2.1. Configuracién de minima energia

Los funcionales de energia son fundamentales en la descripciéon de un fenémeno
fisico. Los funcionales pueden describir un sistema de particulas o la interaccion en-

tre campos.

Al definir el funcional de energia de un sistema o campo, permite optimizarlo.
La optimizaciéon puede realizarse por métodos analiticos al resolver las ecuaciones
de movimiento o por métodos numéricos utilizando métodos de Montecarlo. En este

caso se utilizo el método numérico llamado: algoritmo de recocido simulado.

Cuando se trabajan problemas de optimizaciéon numérica, es necesario tener
en cuenta los conceptos de minimos locales y minimos globales ya sea en una con-
figuracion de particulas o en la configuraciéon de un campo. Como se discuti6 en la
seccion anterior, la configuracién de minima energia es el estado fundamental de un
sistema, por lo cual a partir de encontrar dichas configuraciones, se pueden estudiar

las propiedades del sistema.



1.2.1.1. Minimos locales y minimos globales

En problemas de optimizacién con funcionales de energia no lineales, es comtn
la existencia de mas de una configuraciéon con valor de energia minima localmente.
Sin embargo, s6lo una de esas configuraciones posee valor minimo absoluto, deno-

minado minimo global.

Maximo global

Maximo local

/N
N

Minimo local

Minimo global

Figura 1.3. Funcién con minimos locales y minimos globales.

En la mayoria de problemas de optimizacion, la obtenciéon de minimos locales
en lugar del minimo global es un problema medular debido a que si no se trata con
cuidado, el método de busqueda del estado de minima energia puede quedarse es-
tancado en un minimo local y no existe garantia de encontrar el estado fundamental

del sistema.

1.2.2. Algoritmo de metroépolis

Como se mencion6 antes, el proyecto consiste en la implementacion de un
SA. Este se basa en un algoritmo de metrépolis, en analogia con el recocido de
metales [12]. El algoritmo de metropolis es un método estocastico de optimizacion
que se utiliza para llevar un sistema estéatico al equilibrio térmico. Para ello realiza
perturbaciones aleatorias en un sistema con determinadas condiciones iniciales y
evaliia una propiedad del sistema que depende de la configuracion del mismo F(C)
(en este caso se evaluara el funcional de energia del sistema E(C)). A partir de
esta evaluacion, se aceptan las nuevas configuraciones donde la propiedad a evaluar
disminuye. Si la propiedad a evaluar aumenta, existe una probabilidad de transicion.

La probabilidad de transiciéon de la configuracion C a la configuracion Cy esta
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definida de la forma:

P(Cy|Cy) = e P27

Esto implica que las perturbaciones donde F(C') aumente son menos proba-
bles mientras mas altas sean. Donde § = kgT', kg puede escogerse para normalizar
las perturbaciones al sistema. El valor T" define la probabilidad de transicion de un

estado al otro de mayor energia [10].

.7 . B B
Perturbacién Aleatoria C — Chrucua

Cambio A= F(('eruem) — F((Y)

Negativo

. N Al
blO ( - ('nuem

Probabilidad de Transicién ¢ = ¢ "

+(Ntimero Aleatorio € [0,1]) <¢?

Figura 1.4. Diagrama de Flujo del Algoritmo de Metropolis.

1.2.3. Del algoritmo de metrépolis al recocido simulado

El recocido de metales, es un proceso industrial para obtener estructuras me-

talicas que no pueden alcanzarse utilizando otros procesos.

El recocido de un metal consiste en llevarlo a temperaturas muy altas en donde
se liberan tensiones internas debido al flujo libre de las moléculas. Luego se deja
enfriar lentamente en el ambiente o en el horno apagado. Algunas técnicas analogas

requieren mas de un recocido para alcanzar la configuracion deseada.



1.2.3.1. Descripciéon del método

Al hacer la relacion entre el algoritmo de Metrépolis y el recocido de metales,
nace el SA.

La simulacion del recocido implica en el caso de un campo, discretizar el es-
pacio en N; nodos en cada dimension ¢ espaciadas a cierta distancia. Luego para
ambos casos, se deben definir las condiciones iniciales en un arreglo inicial defini-

do por alguna funcién (lineal, cuadrética, exponencial, etc.) o en un arreglo aleatorio.

Luego se define una temperatura inicial del sistema normalizado para que:
kBTO ~ E()

donde kp es la constante de boltzman y Ej es la energia inicial del arreglo.

Se escogen particulas o nodos de forma aleatoria en el sistema y se perturban
aleatoriamente en el rango [—L : L] donde L es el tamano del arreglo. La magni-

tud de las perturbaciones es directamente proporcional a la temperatura del sistema.

Se deja que el sistema evolucione a la misma temperatura hasta que alcanza
un equilibrio térmico [23]. La evolucién del sistema consiste en aceptar cualquier
perturbacion en la cual £y < Ey, y la probabilidad que se acepten cambios donde
E¢ > E viene dada por una distribucion de Boltzman [5]:

(Ef—Eo)

p(Ep; Eo) =e BT

Entonces, grandes aumentos de energia son permitidos a temperaturas altas, y al
bajar la temperatura los aumentos de energia permitidos son menores, lo cual per-

mite que el sistema salga de minimos locales a altas temperaturas.

Luego se debe bajar la temperatura del sistema y repetir el proceso. El descen-
so de la temperatura puede escogerse de distintas formas, sin embargo, el descenso
de la temperatura de un sistema que se encuentra inmerso en otro sistema a me-
nor temperatura obedece a la ley de enfriamiento de Newton [29], por lo cual se
escoge una funciéon exponencial para descender la temperatura. Se puede resumir lo

anteriormente mencionado en esta serie de pasos:



1. Definir la configuracion inicial y las dimensiones del sistema o campo.
2. Establecer T'= 1Ty, 1 = 0.

3. Calcular T'(i).

4. Seleccionar una particula o un nodo aleatorio.

5. Realizar una perturbacion de la forma Az = rand[—1,1] x L <TZO)

6. Realizar el algoritmo de metropolis evaluando AFE' utilizando la temperatura

actual del sistema para calcular la probabilidad de transicion.

7. Realizar los pasos del 4 al 6 hasta que el sistema alcance el equilibrio en la

temperatura actual.

8. Realizar los pasos del 3 al 7 hasta que T' = 0.

Esta es la descripciéon general de un recocido, sin embargo, hay procesos en los
cuales es necesario realizar més de uno para garantizar la obtenciéon de un minimo
global [10].

La necesidad que la evoluciéon del proceso sea estocastica, hace que la pro-
duccién de numeros aleatorios necesite ser distinta en cada ciclo de enfriamiento.
Por ello, se utiliza un generador de ntmeros pseudo-aleatorios que posee el len-
guaje C++. La generacion de ntimeros mediante esta funciéon tiene un periodo de

n = 1x10%, esto ser suficiente para todos los problemas realizados en este trabajo.

Para cada problema distinto es necesario calibrar el codigo a distintas tempe-
raturas puesto que el obtener un minimo global o un minimo local requiere un rango
especifico de temperatura. El costo computacional de las simulaciones depende de
la granularidad de cada problema (el numero de particulas o de puntos). Para algu-
nos problemas en los cuales se utilizan campos continuos es necesaria granularidad
media. En casos donde los detalles en regiones mas pequenas son importantes, se

requiere alta precision.

1.2.4. Ventajas y desventajas del algoritmo de recocido si-

mulado

Ademés de garantizar la obtenciéon de una solucién de minima energia el al-

goritmo de recocido simulado posee otras ventajas principales como las siguientes



[12]:

e Optimiza funcionales que poseen un nimero arbitrario de discontinuidades,

condiciones de frontera y restricciones impuestas sobre estos funcionales.
e Optimiza funcionales no lineales.

e Es un codigo de facil implementacion comparado con otros algoritmos de op-

timizacion para sistemas no lineales.

Son ventajas ttiles al momento de implementarlo en un problema especifico.

Sin embargo, también existen desventajas en el método, estas son:
e Es muy costosa temporalmente y computacionalmente.
e Le cuesta mucho afinar las soluciones de problemas especificos.

e Si es mal utilizado, se obtienen distintos resultados en distintas ejecuciones

sobre el mismo sistema.

Sin embargo si se hace una correcta implementacion y se cuenta con el tiempo

y la disponibilidad computacional requerida, su uso es muy viable.



2. Calibracién del algoritmo en 1D y 2D

La calibracion del algoritmo es necesaria antes de empezar a resolver problemas
cuya soluciéon numeérica no es conocida atun. Si no se realiza la calibracién previa a
ello, los resultados que se obtengan y posteriormente se presenten seran erréneos.

El presentar nuevos resultados sin cuidado implicaria desinformar.

Por ello, el algoritmo de recocido simulado fue calibrado en problemas mas sim-
ples antes de trabajar con las soluciones solitonicas en el modelo de Baby Skyrme.
Los trabajos mas simples fueron los realizados en 1D, puesto que eran soluciones
estacionarias con energias calculadas previamente, resultaron ser problemas ideales
para comprobar el correcto funcionamiento del algoritmo. Se trabajaron 5 proble-

mas de calibracion, dos en 1-D y tres en 2-D.

Los problemas trabajados en 1-D son solitones topologicos, estos fueron el kink
Zy y el kink de Sine-Gordon. La interpretaciéon de ambos es matematica. El kink Z,
es un modelo con un Lagrangiano invariante ante la transformacion ¢ — —¢, por lo
cual posee una simetria Z,. El kink de Sine-Gordon, es invariante ante las transfor-
maciones ¢ — ¢+ 2N por lo cual posee una simetria Z,,, este modelo representa las
rotaciones realizadas en una banda elastica. Los valores de N representan el ntimero
de vueltas hechas dentro de la misma banda cortada para luego ser unidas, como en
una banda de Mdbius [28].

Figura 2.1. Banda de Md&bius.



Los problemas en 2-D abordados fueron acerca de interacciones electromagné-
ticas entre particulas. Los primeros dos fueron particulas cargadas en la superficie
de una esfera conductora, considerando los casos donde existe iinicamente repulsion

y el caso donde existe tanto atraccion como repulsion [2].

El dltimo problema de calibraciéon en 2-D fue acerca del comportamiento de
moléculas dentro de una caja cuadrada a distintas densidades para observar fases

dispersas y fases continuas como en un coloide; gelatina, por ejemplo [3].

Figura 2.2. La gelatina es uno de los coloides méas comunes en la vida cotidiana.

2.1. Solitones topologicos

Los solitones fueron descubiertos inicialmente por un ingeniero escocés llamado
J. Scott Russell, en 1984, al observar una onda propagandose en un canal debido a
un bote deteniéndose. El observd y siguié a caballo la onda a lo largo del canal y
se percatdé que la onda no cambié de forma ni de velocidad durante varias millas.
150 anos después, los solitones se han encontrado en diversas teorias fisicas mas alla
de la hidrodindmica. Los solitones se distinguen por dos caracteristicas principales:
viajan a velocidades uniformes manteniendo sus formas originales como pulsos de
energia, y pueden colisionar entre si, emergiendo luego de la colisiéon con sus formas
originales. Lo que los convierte en candidatos ideales para describir particulas ele-

mentales.

En fisica de particulas, se ha encontrado que los solitones pueden existir en
los modelos no lineales de particulas elementales y las propiedades cuanticas de las
particulas pueden encontrarse en las propiedades topologicas de los solitones. Esto

presenta una descripcion dual de las particulas elementales [28].
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Los solitones en fisica de particulas tienen un rasgo caracteristico, la estructura
topologica. De aqui nacen los llamados Solitones topoldgicos. El caracter topologico
de las deformaciones del campo respecto al vacio, se representa con un simple entero
N denominado como carga topolodgica. La carga topoldgica separa los distintos ti-
pos de particulas, por lo cual un solitéon con determinada carga topologica no puede

deformarse en otro de distinta carga topologica.

Los distintos modelos poseen distintas formas de calcular la carga topologica,
definida a partir del Lagrangiano y ecuaciones de campo del propio del modelo.
Asi como se mencioné previamente, los Lagrangianos son invariantes ante ciertas

transformaciones, estas invarianzas llevan hacia las simetrias en los modelos [16].

2.2. Problemas en 1D

Los kinks son casos especiales de soluciones no disipativas en teorias fisicas,
eso los ubica en la categoria de solitones. Una solucion no disipativa es aquella cuya
densidad de energia en un punto determinado no se desvanece en el tiempo, esto
quiere decir que cumple con:

lim dE[z] #0
t—o0

Los kinks posteriormente descritos, las soluciones analiticas y los calculos de energia

de los solitones se pueden encontrar en 28] y [10].

2.2.1. Solitéon kink Z2

2.2.1.1. Condiciones del problema

El soliton kink Z5, es un modelo clasico de campos en 1-+1 dimensién que per-

mite soluciones estacionarias por lo que puede ser reducido a 1 dimensién espacial.
El funcional de energia del modelo es:
oo\ A
E= — “(¢*—n*?)d 2.1
/((ax)uw ) ) de 2.)
Las soluciones triviales o vacios de este modelo son ¢ = +n.

Las soluciones soliténicas (no triviales) se producen cuando se colocan las con-
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diciones de frontera en distintos vacios, forzando a ¢(z) saltar de un vacio a otro.

La solucion analitica se puede obtener a partir de resolver las ecuaciones de
Euler-Lagrange para el funcional de energia descrito en la ecuacion (2.1). La solucion

analitica para el problema con condiciones iniciales ¢(—o0) = —n y ¢(o0) =1 es:

or(x) = ntanh (\/é?]l’) (2.2)

Al fijar los valores A = 1 = 1, la energia total del sistema es:

_ 22

Ey 3

La ventaja de tener una soluciéon analitica, es que el valor de la energia total del
soliton es conocida, por lo que los resultados de la simulacién pueden ser comparados

con el valor tedrico.

2.2.1.2. Resultados obtenidos

A partir de la ecuacion (2.1) se puede optimizar el funcional de energia mediante
un algoritmo de recocido simulado y comparar la configuraciéon encontrada con la

ecuacion (2.2).

‘ KinkZ2, bondicione'sinicia\es '
05 +
X 0
S
_05 L
-1 I
0 2 4 6 8 10

Figura 2.3. Condiciones iniciales del kink Z2.

La configuraciéon inicial del campo es una recta que va desde (0,—1) hasta
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(10, 1), discretizada en 100 puntos, a partir de ello se obtiene la solucién numérica

y la energia de esa configuracién como se muestra en la figura 2.4.

Soliton Kink Z2

i
0g | ‘Energia 72"

06 |
0.4

0.2 F

02 |
04 |
068 |

-08 | 4

bl

Figura 2.4. Configuracion del kink Z2.

Las soluciones fueron encontradas a partir de varios recocidos, al dejar el sis-
tema enfriarse y luego calentarse, se obtienen los valores de energia en funcion del

tiempo. Esta evolucion se muestra en la figura 2.5.

16 T T T T T T T

9 1 1 1 1 L ! L

) 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 2.5. Evolucion de la energia en funcion de los descensos de temperatura (tiempo).

Se observa como al disminuir la temperatura en el tiempo, la energia baja
exponencialmente hasta llegar a una cota inferior. Luego se vuelve a elevar la tem-
peratura y se deja enfriar nuevamente. Esto permite que la temperatura alcance un

nuevo minimo hasta que finalmente alcance el minimo global.
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Energia Teorica Energia con SA

0.9428 0.9432

Tabla 2.1. Comparacion de energias para el Kink Zs.

La obtencion de energias con 0.04 % de error permite afirmar que el algoritmo

obtiene soluciones de minima energia.

2.2.2. Solitéon kink de Sine-Gordon
2.2.2.1. Condiciones del problema

El solitén kink de Sine-Gordon, es un modelo clésico en 1+1 dimensién que

permite soluciones estacionarias por lo que puede ser reducido a 1 dimension espacial.

El funcional de energia del modelo es:

E= / ((%)2 + %(1 - cos(ﬁgb))) dz (2.3)

Las soluciones triviales o wvacios de este modelo son ¢, = i%, para N =
1,2,3... Cada solucion trivial pertenece a un sector topoldgico diferente, esto im-
plica que una solucién trivial no puede ser deformada en una soluciéon que vaya de
N =1 hasta N = 2, debido a esto, N se define como niimero topologico, o carga
topologica y separa configuraciones que no pueden ser deformadas continuamente

una en la otra.

Las soluciones solitonicas se producen cuando se colocan las condiciones de
frontera en distintos vacios, forzando a ¢(z) saltar de un vacio a otro. A diferencia
del soliton kink 72, este modelo tiene infinitos vacios, por lo cual los saltos pueden

realizarse desde cualquier vacio hacia otro pasando por todos los vacios intermedios.

La solucién analitica se puede obtener a partir de resolver las ecuaciones de
Euler-Lagrange para el funcional de energia descrito en la ecuaciéon (2.3) La solu-

cion analitica para el problema con condiciones iniciales ¢p(—o00) = 0y ¢(c0) = %” es:

or(x) = %tan_l (e\/ax> (2.4)
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Al fijar los valores o = § = 1, la energia total del sistema es:
E, =8N

De igual manera que el modelo anterior, esta energia se compara con el valor obtenido

del optimizador para verificar su funcionamiento.

2.2.2.2. Resultados obtenidos

La solucion obtenida por la optimizacion de (2.3) se puede comparar con (2.4)

g L " Condiciones iniciales Kink de Sine-Gordon

& (x)

Figura 2.6. Condiciones iniciales del kink de Sine-Gordon.

La configuracion inicial es una recta que va desde (0, 0) hasta (10,2N), discre-
tizada en 100 puntos como se muestra en la figura 2.6. A partir de estas condiciones
iniciales, se encuentra la solucién numérica y la energia de esa configuracion. La

configuracion se observa en la figura 2.7, 2.8 y las energias obtenidas en la tabla 2.2

La evolucion de la energia en funcion del tiempo para el kink de Sine-Gordon es
similar a la del kink Z;. Cabe resaltar que a temperaturas lo suficientemente altas,
el sistema sale del equilibrio en que se encuentra y alcanza nuevos valores minimos,
por ello es necesario calibrar también la temperatura a la cual el sistema se sometera

en el recocido. Esto se evidencia en la figura 2.5.
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Soliton de Sine-Gordon
6.2832
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Figura 2.7. Configuracion del kink de Sine-
Gordon para N = 1.

Soliton de Sine-Gordon

125664 ' " sG2
11.781 ‘Energia SG2'
10.9956
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9.4248
86304
7.854
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& 6.2832
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Figura 2.8. Configuraciéon del kink de Sine-
Gordon para N = 2.

191F =

1400 1450 1500

1550 1600

Figura 2.9. Calibracion de la temperatura del recocido.
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Se observa como la temperatura es un parametro fundamental a calibrar al rea-
lizar un recocido simulado y como una mala calibracion de este parametro obtendra

minimos locales en lugar de minimos globales.

Nimero Topologico Energia Teérica FEnergia con SA

1 8 8.00692
2 16 16.4186

Tabla 2.2. Comparaciéon de energias para distintos valores de n en el modelo de Sine-

Gordon.

A partir de las soluciones de este modelo, se puede afirmar que cuando el
numero topologico es mayor, la eficiencia del modelo disminuye, esto implica que
se deben realizar més iteraciones o mas de un recocido conforme aumenta la carga

topologica.

2.3. Problemas en 2D

Al resolver problemas en 2D (estacionarios) las densidades de energia se en-
cuentran definidas por mas de una variable. En configuraciones planas estas variables
son sus posiciones cartesianas (z,y), sin embargo, hay configuraciones de interés en
las cuales la simetria es polar, por lo que conviene definir la posicion de las particulas

en coordenadas polares.

El paso de 1D a 2D no implica mayor complicacién al tener un funcional de
energia que depende explicitamente de las posiciones de las particulas. Por ejemplo,
el funcional de energia de dos particulas interactuando de forma electromagnética
depende de la distancia entre ambas particulas, esta distancia puede definirse en

funcion de las posiciones de las particulas.

Por lo tanto, ahora se realizardn perturbaciones en 2 coordenadas. Esto no
genera mayor complicacion en el codigo previamente escrito para una dimension, la
evaluacion del funcional de energia se hace una vez por cada par de perturbaciones

entonces la complejidad del algoritmo resulta afectada considerablemente.

Para la calibracion del algoritmo en dos dimensiones basta con encontrar con-

figuraciones de particulas, no es necesario trabajar con funcionales de energia com-
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puestos por varios campos donde la optimizaciéon de ellos se realiza por separado.

Esto se vera mas adelante en el modelo de baby Skyrme.

2.3.1. Modelo de Thompson

El modelo de Thompson representa la distribucion de electrones en la superficie
de una esfera. Este fue uno de los primeros modelos del atomo en la historia de
la fisica, en donde tunicamente existian interacciones electromagnéticas entre las
particulas. Aunque el modelo se presenta en 3D, todas los electrones se ubican en la
superficie de la esfera, por lo que el problema se reduce a un problema de 2D, donde

la configuracion es definida por el dngulo polar (¢)y el angulo azimutal(9) [2].

2.3.1.1. Condiciones del problema

Las estructuras simétricas de la materia se observan al analizar las distribu-
ciones de las particulas a pequena escala, por eso, se estudi6 la distribuciéon de N

electrones en una esfera metéalica.

Al estar dentro de una esfera metélica, el grupo de electrones se puede mover
libremente. Al alcanzar el equilibrio, los electrones deberian colocarse en las esquinas

de un poliedro inscrito en la esfera.

El funcional de energia que describe al sistema completo es:

E:ZZTi Vi # j (2.5)

i=1 j=1 R
Para este problema, lo importante es observar las estructuras simétricas, por

lo que no hay un valor de energia por comparar.

2.3.1.2. Resultados obtenidos

Las distribuciones, como era esperado, presentaron estructuras simétricas. Los

resultados se muestran en las figuras 2.10 hasta 2.15.
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Figura 2.10. La distribuciéon de 2 e~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
una linea recta.

Figura 2.11. La distribucién de 3 e~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
un triangulo.

Figura 2.12. La distribucién de 4 ¢~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
un tetraedro.
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Figura 2.13. La distribucién de 6 e~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
un octaedro.

Figura 2.14. La distribucién de 12 e~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
una doble piramide pentagonal elongada.

Figura 2.15. La distribuciéon de 20 e~ en el modelo de Thompson tiene la estructura de
un rombododecaedro.
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Debido a que son fuerzas repulsivas, los electrones estan alejados a la mayor
distancia posible, formando distintos poliedros. Los grupos de simetrias que se pre-

sentan en cada distribucién son:

n G
2 Daop
3 D,
4 Ty
6 Oy
12 Y,
20  Dagy

Tabla 2.3. Grupo de simetria G para cada distribuciéon de n e~ en el modelo de Thompson.

2.3.2. Distribucion de particulas con potencial de Lennard-
Jones
2.3.2.1. Condiciones del problema

Cuando se tiene un potencial atractivo, los electrones se distribuyen en estruc-
turas simétricas, ocupando la totalidad de una esfera, distribuidas en su superficie.
Sin embargo, al agregarle una fuerza atractiva al potencial para modelar moléculas

y forzarlas a ocupar la superficie, se presentan estructuras asimétricas.

El funcional de energia que describe al sistema completo es:

N N 9 o
E = Z Z(TTJQ - E) Vi) (2.6)
i=1 j=1 ¢ ¢

El problema del potencial de Lennard-Jones experimenta un problema en par-
ticular, la existencia de un potencial atractivo, genera minimos locales. {Muchos
minimos locales! Para N = 13 particulas, existen 1467 minimos locales [2]. Por lo

cual los métodos de optimizaciéon deben utilizarse con debido cuidado.
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2.3.2.2. Resultados obtenidos

Figura 2.16. Icosaedro de Mackay

Para este potencial las distribuciones encontradas coinciden con lo que se des-
cribe en [2], un icosaedro de Mackay con llenado parcial de los vértices. Esta falta
de los vértices presenta una ruptura de las simetrias que aparecian en el modelo de

Thompson en simetrias remanentes.

Figura 2.17. Distribucion de 2 particulas  Figura 2.18. Distribucion de 4 particulas
que interactuan con un potencial de Lennard- que interactuan con un potencial de Lennard-
Jones. Jones.
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Figura 2.19. Distribucion de 5 particulas Figura 2.20. Distribucién de 6 particulas
que interactuan con un potencial de Lennard- que interactuan con un potencial de Lennard-
Jones. Jones.

Figura 2.21. Distribuciéon de 7 particulas Figura 2.22. Distribucién de 8 particulas
que interactuan con un potencial de Lennard- que interactuan con un potencial de Lennard-
Jones. Jones.
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2.3.3. Simulacién de un Coloide
2.3.3.1. Objetivos de la simulacién del coloide

La simulaciéon de un coloide se realiz6 a partir de un Random Walk adaptado
con procesos de un SA. Este es un problema similar al modelo de Thompson, sin
embargo este problema si se encuentra en 2D sin necesidad de reducirlo. Los objetivos

de esta simulacion fueron:
e Simular un sistema coloidal en 2D sujeto a un potencial de London.

e Obtener la configuracion de minima energia del sistema coloidal a distintas

densidades.
e Determinar el tipo de red cristalina que se forma en el coloide.

e Evaluar los recursos computacionales necesarios para una optimizacion en 2D.

2.3.3.2.  ;Qué es un coloide?

En la materia condensada, los coloides forman parte de la materia blanda, y
su analisis es distinto al que se hace sobre estructuras cristalinas. Junto a las sus-

pensiones, presentan dos fases: una fase continua y una fase dispersa.

La diferencia entre una suspension y un coloide es el tamano de las particulas.
Las particulas en la fase dispersa dentro de un coloide son visibles microscépicamen-
te, mientras las particulas en la fase dispersa dentro de una suspensiéon son visibles

macroscopicamente. El tamano de las particulas de un coloide es 10™%m < r < 1075,

Las fases dispersas de los coloides pueden ser un liquido o un gas, mientras
las fases continuas pueden ser un liquido o un sélido. La diferencia entre una fase
continua y una fase dispersa es que la primera presenta estructuras uniformes y la
segunda no. Esto lleva a que la fase continua pueda analizarse como una estructura

cristalina [3].

2.3.3.3. Redes Cristalinas

Las redes cristalinas son estructuras que se presentan en un material condensa-
do, presentando un ordenamiento particular. Se encuentran en 1, 2 y 3 dimensiones.

En este caso particular, las redes cristalinas pueden ser de dos tipos, hexagonal o
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cuadrada.

La forma de determinar el tipo de red en que se ordenan las particulas en el
coloide, es estudiando el nimero de coordinacion (cantidad de vecinos méas proximos)

para la particula central.

2.3.3.4. Condiciones de la Simulacion

La simulacion fue realizada utilizando el cédigo en C++ que se encuentra en

el anexo B. Las condiciones establecidas para la simulacion fueron las siguientes:
e Las particulas son esferas rigidas de radio »r =5 x 10~"m
e Estén contenidas en una caja cuadrada de lado L = 40r
e Las particulas no se pueden traslapar.

e La interaccion entre dos particulas estd sujeta a un potencial de London

(V(riy) = 2).

T’L]
e la constante A =r.
e La evolucién del sistema es estocéstica.

e La configuracion inicial del coloide es aleatoria.

El definir la configuracion del sistema como aleatoria se escogié para simular
un sistema de particulas que son liberadas en una caja. Luego alcanzan el equilibrio

en la soluciéon de minima energia.

Sin embargo, esto supone una complicacion, al estar desordenados inicialmen-
te, existe area suficiente para colocar mas particulas, pero esta dispersa entre las
moléculas del coloide y no existe un espacio donde quepa otra sin traslaparse con las
ya ubicadas en la caja. Para esta caja con capacidad de 400 particulas, inicamente
se logro colocar 273. Sobre este valor, el tiempo de ubicaciéon de un nuevo elemento

dentro de la caja tiende a infinito debido a que no existe espacio libre para ella.

2.3.3.5. Configuraciones de minima energia para distintas densidades

Se calcularon las configuraciones de minima energia a partir del funcional de
energia que obedece a un potencial de London para densidades relativas (p,e = ﬁ)
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0.01 < pyu < 0.64.

Las distribuciones presentan distintos comportamientos a distintas densidades

en las figuras de la 2.23 a la 2.32, a partir del cual se puede concluir:
e Las particulas en las fases continuas forman una red hexagonal.

e Se observa un coloide a partir de p,o; = 0.15.

[ ] P @& @ ® ©® 3§
® |
@
| |
® ]
® o
] e ] o [ ] (] o
Figura 2.23. Coloide con Figura 2.24. Coloide con
prel = 0.01. prel = 0.05.

Figura 2.25. Coloide con Figura 2.26. Coloide con
prer = 0.10. prer = 0.15.
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Figura 2.27. Coloide con
pret = 0.20. prel = 0.28.

.O.....:
00000000

Figura 2.29. Coloide con Figura 2.30. Coloide con
prel = 0.36. Prel = 0.48.

Figura 2.31. Coloide con Figura 2.32. Coloide con
Prel = 0.56. Prel = 0.64.
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3. Conceptos relevantes de simetrias y topologia en

el modelo de Skyrme

Antes de desarrollar el modelo de Skyrme y el modelo de Baby Skyrme, es
necesario empezar describiendo conceptos de matemaética y fisica relevantes. Entre
ellos se encuentra la teoria de grupos, las simetrias, las configuraciones de minima

energia (nuevamente) y una breve introducciéon a topologia.

3.1. Simetrias y cantidades conservadas

Las simetrias estan relacionadas directamente con la teoria de grupos, asi que
antes de empezar con simetrias es importante tener en cuenta algunos conceptos

relevantes en teoria de grupos

3.1.1. Teoria de grupos

La teoria de grupos es relevante en este trabajo debido a su relaciéon con las

simetrias y con la topologia.

3.1.1.1. Definicién de grupo

Un conjunto G de elementos a, b, c, ... es un grupo si se cumplen los siguientes

cuatro axiomas [7]:

e Existe una composicion denominada multiplicacion, que asocia un par de ele-

mentos a 'y b de G con otro elemento c de G. Esta operacion se escribe: aob = ¢

e La multiplicacion es asociativa, esto implica que para tres elementos a, b, y ¢

de G, se cumple: (aob)oc=ao (boc)

e El conjunto contiene un elemento e denominado identidad, tal que, para cada

elemento a de G se cumple: aoce=eoa=a
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e Para cada elemento a de G, existe un elemento a’ contenido en G tal que:

aoa =a oa=e. El elemento a’ es el inverso de a y se denota como a~

3.1.1.2. Conmutatividad

Dos elementos a y b pertenecientes a G son conmutativos si:
aob=boa

Ademas, si todos los elementos de un grupo son conmutativos entre si, se le denomina
Grupo Abeliano [1].
3.1.1.3. Subgrupos

Un subgrupo # de G de elementos @, V', ... es un grupo que utiliza la misma

ley de composicion que G.

Existen dos subgrupos triviales para cada grupo: un grupo que contiene tnica-
mente la identidad y el grupo mismo [7].
3.1.1.4. Isomorfismo

El mapeo de un grupo G en un grupo G’ es isiomorfico si los elementos de

ambos grupos tienen una relacion de correspondencia uno a uno [7].

/

g9

3.1.2. Simetrias

Figura 3.1. Funcién par.
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Si se analiza la gréfica presentada en la figura (3.1), no se puede afirmar con
certeza la forma explicita que tiene f(x), sin embargo, pueden mencionarse ciertas
propiedades de la grafica, por ejemplo: f(x) = f(—x), por lo cual la funcién es par.

Esta funcién se denomina simétrica respecto al eje vertical en el origen.

En fisica, las simetrias aparecen frecuentemente en diversos problemas. Y a pe-
sar de saber la forma funcional de los fenémenos fisicos, es el anélisis de las simetrias

en las teorfas lo que presenta los resultados més relevantes.

Hasta 1917, las implicaciones dinamicas de las simetrias no habian sido com-
pletamente descubiertas, fue hasta que Emmy Noether publicé su famoso teorema

que relacionaba las simetrias con las leyes de conservacion.

Las implicaciones de este teorema son impresionantes. Cada simetria de la
naturaleza estd asociada con una ley de conservacion. Por ejemplo: las leyes de la
fisica que son simétricas respecto a traslaciones en el tiempo, estan ligadas a la
conservacion de la energia. Asi, existen otras simetrias relacionadas con leyes de

conservacion importantes, algunas de ellas se muestran en la tabla 3.1.

Simetria Ley de Conservacion
Traslaciéon en el tiempo <« Energia
Traslacion en el espacio Momentum
Rotacion en el espacio <  Momentum Angular

Transformacion de Gauge <> Carga

Tabla 3.1. Simetrias y leyes de conservacion.

Matematicamente, una simetria es una operacion que se puede realizar sobre
un sistema mientras este permanece invariante. Esto implica que la nueva configura-
cion del sistema es indistinguible de la original. Un ejemplo de una simetria es una
esfera, que permanece invariante ante rotaciones. Un conjunto de simetrias debe
cumplir los mismos axiomas que un grupo, por lo cual las simetrias estan asociadas

con un grupo de transformaciones (rotaciones, traslaciones, reflexiones) [9].
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3.1.3. Simetrias continuas

Una simetria continua es una simetria que esta representada por un grupo con-
tinuo. Un ejemplo de ello son las rotaciones previamente mencionadas sobre una
esfera. La esfera puede ser rotada permaneciendo invariante, ademés estas rotacio-

nes pueden ser en angulos continuos.

Estas son precisamente las dos simetrias continuas mas importantes, las rota-

ciones y las traslaciones [§].

3.1.4. Simetrias discretas

Una simetria discreta esté asociada al grupo de transformaciones que mantie-
nen invariante un sistema, con la peculiaridad que esas invarianzas sélo existen para
ciertos valores de rotaciones, traslaciones, etc. Por lo cual se dice que estas trans-

formaciones son discretas.

Las simetrias discretas méas relevantes para este trabajo son las simetrias die-

drales, de reflexion y especulares [§].

3.1.4.1. Simetrias diedrales

Las simetrias diedrales son aquellas relacionadas con los poligonos regulares,
incluyendo tanto las rotaciones y reflexiones. Un ejemplo de estas simetrias es un

copo de nieve.

Figura 3.2. Un copo de nieve con simetria diedral hexagonal

El copo de nieve permanece invariante ante rotaciones discretas (R, : n7w/3) y

reflexiones, las cuales no existen como una transformaciéon continua.
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Las simetrias diedrales para un poligono de n lados se denominan D,,, debido
a las 2 simetrias que se incluyen en ella, las rotacionales y las reflexivas. También
existen simetrias diedrales de orden superior (en 3 o més dimensiones), pero para el

modelo de baby Skyrme solo seré relevante considerar el caso de 2-D [§].

3.1.4.2. Simetria especular

Las simetrias especulares son un caso especial de las rotaciones discretas, donde
la tnica transformacion simétrica es una reflexion respecto a un plano de simetria.
Este es el caso de una funcion par como la que se presentaba al inicio de la seccion.

Una funcién que es simétrica respecto al plano de simetria del eje vertical [§].

3.1.5. Rompimiento espontaneo de simetria

El rompimiento de simetrias no solo se presenta geométricamente, también se

presenta funcionalmente en el Lagrangiano de un sistema.

Un ejemplo de esto es el modelo de Goldstone [15] de rompimiento espontaneo
de simetria, el cual presenta una simetria rotacional en un modelo con un Lagran-
giano que posee un estado fundamental no degenerado. Pero si al Lagrangiano se le
agrega un término a partir del cual se obtiene un estado fundamental degenerado,
el seleccionar uno de ellos aleatoriamente como un estado fundamental ocasiona un
rompimiento espontaneo de las simetrias a partir de agregarle un término extra al

Lagrangiano del sistema.

En el modelo de baby Skyrme se requiere agregar un potencial al Lagrangiano
para asegurar la estabilidad del soliton, esto presenta un rompimiento espontaneo

de simetrias al anadirle un potencial quimico de isoespin [10)].

3.2. Vacios de una teoria fisica

Los vacios de una teoria fisica son muy importantes debido a que son los estados
de minima energia de un sistema fisico. El estado de minima energia de un sistema

es su estado fundamental, esto implica que es el estado méas estable y el més probable.

Estas configuraciones de minima energia pueden ser simétricos respecto a trans-

formaciones discretas o continuas. Al agregarle un potencial al Lagrangiano del sis-
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tema, el estado fundamental puede sufrir un rompimiento espontdneo de simetria
en la cual ya no se conserva la simetria original. En su lugar se encuentran simetrias

residuales.

3.3. Topologia

Los solitones (kink Z5, kink de sine-Gordon, Skyrmiones y baby Skyrmiones)
pueden ser analizados como fenémenos que nacen a partir de razones topologicas.
Una de las ventajas del punto de vista topoldgico es que es generalizable a una am-
plia variedad de modelos un puede ser utilizada para clasificar conjuntos grandes de

soluciones.

Cuando es aplicada para teorias de campos en 2 o 3 dimensiones espaciales,
las consideraciones topologicas son convenientes para demostrar la existencia de

soluciones como cuerdas y monopolos [2§].

3.3.1. Variedad

Una variedad es un conjunto de secciones de un plano n-dimensional en los
cuales la geometria local se comporta como la geometria euclidiana, un ejemplo de
ello son los humanos caminando sobre la tierra, en su pequena porciéon, pueden hacer

mediciones y considerar que habitan sobre un plano [17].

3.3.2. Espacios topologicos y grupos de homotopia

Los espacios topologicos estan separados por grupos de homotopia. La topologia
de una variedad esta clasificada por grupos de homotopia. Estos espacios topologicos
son distintos de un grupo de homotopia hacia el otro, haciendo que sea imposible
deformar continuamente un elemento de un grupo de homotopia 7, en otro elemento

de otro grupo de homotopia 7, si m # n [28§].

3.3.3. Topologia

Considerando una teoria de campos con un conjunto de campos denotados por

® que son invariantes bajo transformaciones pertenecientes a G, esto significa que
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su Hamiltoniano es invariante ante g € G:
H[D] = 9]DY)

Ahora, se encuentran las soluciones de minima energia de # en una configuracién
®( la cual es invariante ante las mismas transformaciones que #. A partir de estas

transformaciones se obtiene una variedad de estados fundamentales [28].

Estas variedades de estados fundamentales, pertenecen a distintos grupos de
homotopia, por lo cual pueden ser clasificados como soluciones que no pueden ser
deformadas continuamente una en otra, esto clasifica a los distintos solitones a partir

de sus distintas cargas topologicas [16].
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4. Modelo de baby Skyrme

En el ano 1961, el fisico britdnico Tony Hilton Royle Skyrme public6 un ar-
ticulo llamado “A non-linear field Theory”, en donde plante6 una teoria de campos
unificada para mesones y sus fuentes de particulas considerada desde el punto de
vista clasico. Las soluciones poseian soluciones estaticas concentradas en una region
finita del espacio con energia finita [20]. Posteriormente el modelo fue denominado

Modelo de Skyrme y las soluciones del modelo fueron llamadas Skyrmiones.

> D 9 3

B=1: 0O(3) B=2: Dh B=3: Td B=4: On

-
@
<
&

B=5: Dad B=6: D4d B=7:Yh B=8: Ded
\‘ ‘ 4 « .0 '®
4 ) v - .
B=9: Dad B=10: D4d B=11: D3h B=12: Td

Figura 4.1. Representaciéon de Skyrmiones con distinta carga topoldgica con distintas
simetrias [I§].

Los estudios de Skyrme fueron retomados en 1983 en la rama de fisica nuclear
debido a su idea de la estructura de los bariones. La idea revolucionaria del mode-

lo fue como los bariones fermiénicos podrian emerger como solitones topologicos a
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partir de una nube de piones. Esto fue cornfirmado en el contexto de la cromodiné-
mica cuantica(QCD). También confirmé a través de la estructura solitonica de los
bariones, en particular, los nucleones, la reconciliacion de la fisica nuclear con QCD,

la teorfa fundamental de las interacciones fuertes [6].

A partir de ese momento, muchas aplicaciones y variantes del modelo de Skyr-
me han surgido, incluyendo uno en 2-D denominado modelo de baby Skyrme. Este
ultimo se asemeja al de Skyrme, pero es més sencillo desde el punto de vista mateméa-
tico y computacional manteniendo algunas caracteristicas importantes del modelo
original, con aplicaciones en el efecto hall cuéntico, materiales ferromagnéticos y
materiales antiferromagnéticos. Ademés de ello, los baby Skyrmiones también dan

pistas de como tratar a los Skyrmiones computacionalmente [19] 20, 21].

4.1. El modelo

La cromodindmica cudntica (QCD) es la teoria de las interacciones fuertes.
Desde el punto de vista matemaético, la estructura del a QCD es elegante. Sus ba-
ses se asientan en el formalismo de la teoria cudntica de campos (QFT) en donde
las particulas surgen como fluctuaciones de campos cuanticos. La QCD es un pilar
fundamental en el modelo estandar de particulas. Sin embargo a escalas de energias
del orden de 1 GeV, la constante de acoplamiento fuerte crece y los métodos pertur-
bativos dejan de ser confiables. Aca no existen modelos analiticos que conduzcan a
la descripcion del régimen no perturbativo, de donde surge la necesidad de teorias

efectivas, el modelo de Skyrme es una de ellas.

El modelo de Skyrme es una teora no lineal del campo escalar U(¢,x) en (3+1)D
(tres dimensiones espaciales y una temporal) que admite soluciones topologicamente
estables, también llamados solitones topolégicos o Skyrmiones. En su modelo origi-

nal, el campo escalar U(t,x) toma valores en el grupo de rotaciones tridimensionales
SU(3) [21].

4.2. Skyrmiones

El modelo de Skyrme estandar consiste en dos términos, un término cuadrético
en sus primeras derivadas (el término del modelo sigma no lineal), y un término

cuartico en sus primeras derivadas, denominado término de Skyrme. Ambos términos
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son necesarios para la estabilidad de las soluciones. Sin embargo, el modelo se puede
generalizar anadiendo un potencial, asi que el lagrangiano generalizado del modelo
esta dado por:

Lggr = Lo+ Ly + Ly (4.1)

con:

F? K?
Ly = —ZTT{LQ, LYY, L, = 1—6Tr{[La, Lg)’} and £o=-m*V(U(t,x))
(4.2)
donde L, es el operador de Maurier-Cartan definido por:L, = UT9,U [1].

Las soluciones planteadas en este trabajo son estaticas, por lo que Uy x) = U ).

Estas configuraciones de minima energia son los denominados Skyrmiones.

4.3. Baby Skyrmiones

Los baby Skyrmiones son soluciones al modelo de Skyrme reducidos a 2-D con
propiedades remanentes del modelo en 3-D. Sin embargo sus aplicaciones caen en
otra rama de la fisica. Los baby Skyrmiones se utilizan para estudiar algunos aspec-
tos del efecto Hall cuantico [10]. Su implementacion y gasto computacional es mucho
méas bajo que el utilizado por el modelo de Skyrme por lo que puede utilizarse para

entender comportamientos del modelo original.

En la ecuacion (4.2) se requiere conocer la forma explicita de U(x). Bajo la
suposiciéon de maxima simetria, Skyrme propuso el denominado hedgehog ansatz

para describir la forma de U(x) [14]:
U(x) = cos® + it - P sin ® (4.3)

donde 7 son las matrices de Pauliy ® = (¢1, ¢2, ¢3) es un vector de campos escalares
reales que describe el sistema. Estos campos escalares ¢, ¢2 v ¢3 pueden escribir-
se en términos de otros campos que estan en términos de las coordenadas polares
(r, ). Las configuraciones de este campo son las que optimizan el Hamiltoniano o
funcional de energia derivado de (4.1) y (4.2) [14, J.

La densidad Lagrangiana generalizado para el modelo de baby Skyrme, susti-
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tuyendo U(x) en términos de Pes el siguiente:
F? K?
= 7(aa@ L 0°®) — - ((0a® - 0°®)* — (0, - 05®)(0°® - 9°®)) — m*V (®)
(4.4)

La parametrizacion de ® en términos de los campos reales descritos por las coorde-

L

nadas espaciales a partir del hedgehog ansatz [14] es:

sin F(r, ¢) cos O(r, ¢)
®(r,p) = | sin F(r, ) sin O(r, p) (4.5)
cos F'(r, )

Esta parametrizacion a un tiempo fijo puede considerarse como una aplicacién desde
el espacio de Minkowski R? hacia S?, la 2-esfera de radio unitario, una variedad de

llegada (target manifold).

El modelo de baby Skyrme presenta estados fundamentales con simetria axial,
sin embargo al agregarle un potencial quimico de Isospin(u;), se obtienen vacios
degenerados por lo cual ocurre un rompimiento de simetria espontaneo, asi como
fue descrito en el capitulo previo. Por ello es interesante el estudio de los solitones

con simetria rota en el modelo de baby Skyrme.

Para ello se realiza la siguiente sustitucion en U(x) [22]:

8 — Do — z‘%[fg, U)o (4.6)

A partir de esta sustitucion se incluye un término cuadratico y un término
cuartico con py, ademas de eso, lo que permite estudiar la rotacion del potencial
debido a la presencia de pu; # 0. A (4.1), se le agregan 4 nuevos términos nuevos y

queda expresada en términos de U de la siguiente forma:

L= —BTr{L L} + BTr{[L,Lg?} + i Tr{rU}+

WP Py {wLo} — BT wLo[LoLo)} + M Tr{w?) — M2 T {[w, L]?)

(4.7)

donde w = UlrsU — 3.
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4.3.1. Hamiltoniano del modelo

Luego de hacer las sustituciones (4.5) y (4.6) en (4.4), se obtiene el siguiente

Hamiltoniano:
1 M% Ehﬂ[ 2
H = 3 Ers+ Ey— E(Eélm + 1 )+ m*V(F[r, ¢],O[r,¢l, ) | rdedr  (4.8)
Donde:

2
By = g ( (Z4A) " + N2sin(Flr, o)) (%42 +

2 (4.9a)
r? ((—8%{:’“"]) + N2sin?(F[r, ¢]) (aea[:@] >> >
2
Ey = 5 N*sin® Fly, ] ( 2548l 26l _ 28lrel 260l ) (4.9D)
Esy., = (2 + 6 cos(2a) — 4 cos(2NO[r, ¢]) sin® o) sin® Fr, o] — (1.9¢)
9c

4 cos(NO[r, ¢]) sin(2a) sin(2F[r, ¢])

Ey,,, = 32(cos F[r, ] cos(NO[r, ¢]) sina — cos asin Fr, @])2><

2 2
OF[r,p] 1 [ OF[r]
((a—ga) +o (%) ) +

2 2
32N?sin? acsin? F[r, ¢] sin?(NO[r, ¢]) ((M) 4+ L (39[?%0]) )+

or r2 Op

16N sin v (— sin asin(2F[r, ¢]) sin(2NO[r, ¢]) + 4 cos asin® F[r, ] sin(NO[r, ¢])) ¥
<3F[w] 08lrg] | OF[rv] a@[w})

or or O (212
(4.9d)
Y « esta definido como la siguiente funciéon por partes:
0 <m
a= M (4.10)
cos™' (%) pur=m
I

El Hamiltoniano del sistema representa la energia total del mismo, por lo cual
es necesario encontrar las configuraciones de F[r, p] y O[r, ¢| que minimicen el va-
lor de (4.7). Para ello se implementara el algoritmo de recocido simulado para esa

integral.
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4.3.2. Carga topoloégica del modelo

Una cantidad conservada atn en soluciones dindmicas es N, la carga topologica.

Por ello es necesario definirla numéricamente:

1 . OF[r,¢] 0O[r,¢]  0O][r, @] OF[r, ¢]
B = yy (N sin F[r, ] ( P o oo o )) drdp (4.11)

Ademas es un parametro ttil en modelos para los cuales no hay referencias en

sus valores de energia, puesto que:
(B) =N

Asi que si el valor de B se aleja del valor de la carga topoldgica establecida, hay que

revisar la implementacion del codigo.
Todas estas ecuaciones seran utilizadas en la implementacion del codigo en el

capitulo siguiente con tres distintos potenciales en (4.7) y se estudiara el efecto de

la presencia de p; sobre las simetrias en el modelo de baby Skyrme.
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5. Implementaciéon del algoritmo de recocido

simulado al modelo de baby Skyrme en C+-+

Al obtener resultados a partir de un algoritmo con implementacion propia, es
necesario incluir una discusion acerca de como se escribié y con qué fundamentos
para permitir que quienes investiguen en un futuro el tema o quienes quieran re-
producir los resultados puedan entender el funcionamiento del mismo y evaluar si

cumple con las condiciones que ellos desean imponer para sus trabajos.

Existen valores de referencia para las energias en el modelo no perturbativo
[10], y también valores de referencia para modelos con rompimiento de fase a partir
de la rotacion de las soluciones del modelo de baby Skyrme [4]. Estas altimas solu-
ciones pueden ser comparadas cualitativamente con algunos estados fundamentales

en presencia de p; # 0 que fueron trabajados en este proyecto.

Ahora se desarrollara una discusion de cada proceso del co6digo, su implemen-

tacion y su funcionamiento.

5.1. Parametros

Los parametros de la simulacién definen el tamano del arreglo, el nimero de
puntos en el arreglo, la temperatura inicial, constantes de normalizacion, el nimero
de iteraciones por cada valor de temperatura, el nimero de pasos de enfriamiento,
la masa del soliton, el niimero de recocidos, la carga topoldgica y pur. Ademaés en la

seccion de parametros se calcula el valor de a.

double posr = 100; //Numero de nodos radiales

double posa = 100; //Numero de nodos angulares

double To = 5e0; //Temperatura inicial

double Kb = le—6; //Constante de Boltzman

double fact= 1/(ToxKb); //Factor de normalizacion

int nit = 2eb; //Perturbaciones aleatorias por ciclo
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int pasos = 100; //Numero de ciclos de enfriamiento

double r = 10; //radio del arreglo

double m =sqrt (0.1) ; //masa del soliton

int ntop= 1; //numero topologico

int rep= 8; //numero de recocidos
double mu=sqrt (0.00) ; //Potencial Quimico

// Si mukx2>mkx2 es 1, sino, es 2
//double alpha=acos (mxm/(muxmu)) ; //parametro 1
double alpha=0.0; //parametro 2

El ntimero de puntos y el tamano del arreglo definen la precision de la solucion
y la granularidad del mismo. En este caso se trabajo un arreglo de 100 x 100, debido
a que se encontraba en la region asintotica de la energia, donde el costo compu-
tacional de aumentar la granularidad ya no compensaba el aumento de precision
obtenida.
La temperatura debe calibrarse previamente para encontrar el valor ideal para ob-
tener un minimo global, si la temperatura es muy baja, el sistema se estanca en un
minimo local, si la temperatura es muy alta, las condiciones iniciales se pierden al

dispersar la configuracion.

El nimero de iteraciones se calibra para definir el valor del nimero de iteracio-
nes que se requieren para alcanzar el equilibrio térmico [I1]. Este valor depende de
la cantidad de puntos en el arreglo, por lo cual es practico determinar el compor-
tamiento de Niteraciones(Mpuntos) Para poder conocer el valor ideal de iteraciones si se

trabaja con una granularidad distinta.

La masa y el numero topoldgico definen los valores de energia del solitén, se
escogieron como en [10] y [4] para comparar los valores de energia del estado funda-

mental.

El potencial quimico de Isospin afecta las simetrias del sistema, por eso fue
probado dentro del rango 0m? < p? < 10m?, para estudiar el comportamiento

previo y posterior al rompimiento de la simetria axial.
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5.2. Discretizacion del espacio y condiciones inicia-

les

El espacio no se puede trabajar de forma continua en este algoritmo, por lo
cual es necesario discretizar los campos en arreglos de puntos. Esto implica que las
derivadas seran diferencias finitas y las integrales se trabajaran como sumatorias de

Riemman [23].

for (int i=0; i<posr; i++)

{
for (int j=0; j<posa; j++)
{
Phi[i][j]=2+«M_PIxj /(posa—1);
Fli][j]|=M_PIxexp(—(rxi)/(posr—1));
}
}

Para F[r, ¢] se definieron condiciones iniciales que decaian exponencialmente
en r dado que ese era el comportamiento observado en [II, 4 10} 14}, [16, 19 20, 21]

para modelos similares.

Para O[r, ¢| se defini6 como condicion inicial O[r, ] = ¢ porque fue lo obser-

vado en las mismas referencias de F[r, ¢].

Las condiciones de frontera para F'[r, ] y O[r, ¢| fueron:

Fl0,¢] =7, Floo,¢]=0

O[r,0] =0, O[r27] =2 (5.1)

5.3. Densidades de energia, integrales, derivadas y

carga topologica

5.3.1. Densidad de energia

Para definir la densidad de energia (§E[i][j]) en un punto en R?, se debe evaluar
el integrando de (4.7). Lo importante de esta parte del codigo es definir adecuada-
mente las derivadas. Las derivadas se calculan a partir de cuatro puntos y se ubican

en el centro de los 4 puntos. Pueden ser calculadas hacia adelante o hacia atras. En
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este trabajo se calcularon hacia adelante de la siguiente forma.

. . Al+1[+AE+[5+1] _ ARGI+A[][+1]
0A(i+0.5,7+0.5) 2 2 (5.2)
or N or ’

donde 0r es la granularidad en 7 y los indices i representan la posicion de los puntos

en r y los indices j representan la posicion de los puntos en .

double energia(double *xPhi,int i,int j, double *xF)
{

double energia;
double Fp,dFdr,dFdth,dPhidr ,dPhidth ,Ra, Phip;
double E2,E4 ,Em,Emu2,Emu4;

Ra=r*(i+0.5)/(posr—1);

if ( i>=posr—1 || i<0 || j>=posa—1 || j<O0 )

{

energia=0;
else

Fp=(F[i][j]+F[i+1][j+F[i][J+1+F[i+1][j+1]) /4.0;

Phip=(Phi[i][j]+Phi[i+1][j]+Phi[i][j+1]+Phi[i+1][j+1])/4.0;

dFdr=((F[i+1][j]+F[i+1][j+1])/2.0=(F[i][j]+F[i][j+1])/2.0)/(r/(posr—1));

dFdth=((F[1][j+1+F[i+1][j+1])/2.0—(F[i][j]4+F[i+1][j]) /2.0) /(2«M_PI/(posa—1))

dPhidr=((Phi[i+1][j]+Phi[i+1][j+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i][j+1])/2.0)/(r/(posr
-1));

dPhidth=((Phi[i][j+1]4+Phi[i+1][j+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i+1][j])/2.0)/(2%«M_PI
/(posa—1));

E2=(1/(2.0«xRaxRa) ) *(pow (dFdth,2)+pow(ntop*sin (Fp)+*dPhidth ,2)+RaxRax(pow (dFdr
,2)+pow (ntopxsin (Fp)*dPhidr,2)));

E4=(1/2.0)*pow (ntop#*sin (Fp) *(dPhidth*dFdr—dFdth*xdPhidr) /Ra,2) ;

// Em=mxmx (1.0— cos (Fp) ) ;
// Em=mxmx (1.0— cos (Fp)+cos(Fp))
Em-m+mx* (cos (alpha)—cos (alpha)xcos (Fp)—sin (alpha)xsin (Fp)*cos (Phip));

Emu2=(2+6+cos (2*xalpha)—4*cos (2«ntop+Phip)=*sin (alpha)+*sin (alpha))*sin (Fp)=*sin (
Fp)—4*cos (ntop*Phip)*sin (2*xalpha)*sin (2«xFp);
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Emu4=32«pow (cos (Fp)*cos (ntop*Phip)*sin (alpha)—cos(alpha)x*sin (Fp) ,2) *x(dFdrx
dFdr+dFdth+dFdth /(Ra%Ra))

+32«pow (ntopx*sin (alpha)*sin (Fp)*sin (ntop*Phip) ,2) *(dPhidr*dPhidr+dPhidth=*
dPhidth /(RaxRa))

+16xntop*sin (alpha)*(—sin (alpha)*sin (2*Fp)#*sin (2«xntop*Phip)+4*cos (alpha)x*sin (
Fp)+sin (Fp)#*sin (ntop*Phip) ) *(dFdr*dPhidr+dFdthxdPhidth /(RaxRa)) ;

energia=FEm+E4+E2—musmux (Emu2+Emu4 /4.0) /16.0;

return energiax*Ra;

5.3.2. Integral de Energia

La integral de energia es una sumatoria de Riemman en coordenadas polares,

por lo cual se calcula de la siguiente forma:

Nradial —1 Mangular —

Z Z Eli 4 0.5][j + 0.5]r0¢6r (5.3)

donde 0F es la densidad de energia evaluada al medio de los 4 puntos necesarios

para calcularse. r; es la distancia radial del centro del solitén al punto en el cual se

esta calculando la densidad de energia. dp y dr son las granularidades del arreglo

en cada eje.

double Energy(double *%Phi,double xxF)

{

double Energy = 0;

double dr,dth;

dr=r /(posr—1);

dth=2«M PI/(posa—1);

for (int i=0; i<posr—1; i+=1)

{
for (int j=0; j<posa—1; j+=1)
{
Energy=Energy +(1/2.0)+*energia (Phi,i,j,F)*dr*dth;
}
}

return Energy;
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5.3.3. Carga Topolobgica

El procedimiento para calcular la carga topologica es el mismo que el necesario
para calcular la energia, calcular densidades de carga topolédgica e integrarlas en una

sumatoria de Riemman.

double B(double **Phi,double xxF)

{
double Fp,dFdr,dFdth,dPhidr,dPhidth;

double B = 0;

for (int 1=0; i<posr—1; i+=1)

{
for (int j=0; j<posa—1; j+=1)
{
dFdr=((F[i+1][j1+F[i+1][j+1]) /(2.0) =(F[i [ [J]+F[i][j+1])/2.0) /(r/(posr—1))
dFdth=((F[i | [§+1]+F[i+1][j +1]) /(2.0) —(F[i ] [J]+F[i+1][§]) /2.0) /(2+M_PL/(
posa—1));

dPhidr=((Phi[i+1][j]+Phi[i+1][j+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i][j+1])/2.0)/(r/(
posr—1));

dPhidth=((Phi[i][j+1]+Phi[i+1][j+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i+1][j])/2.0) /(2%
M _PI/(posa—1));

Fp=(F[i[[JI+F[i+1][J]+F[i [ [J+U+F[i+1][]+1]) /4.0;

B=B-—ntopx*sin (Fp)*(dPhidth*dFdr—dFdth*dPhidr) «(r /(posr —1)) *(2xM_PI/(posa
-1));

}
}
return B/(4«M_PI);

}

5.4. Algoritmo de Recocido Simulado

5.4.0.1. Perturbaciones en los campos

Para realizar las perturbaciones, primero se seleccionaba un punto aleatorio del

arreglo, luego se variaba el valor del campo en ese punto.

Las perturbaciones hechas a los campos eran proporcionales a la temperatura
en el momento en que eran calculadas (al enfriarse las perturbaciones eran més
pequenas) y proporcionales al tamano de la imagen del campo (F[0,¢| — F[oo, ¢
y Olr,2n] — O[r,0] respectivamente). Luego se creaba un campo temporal en la

localidad del punto (los puntos que son vecinos inmediatos del punto en cuestién),
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en caso que el punto estuviera fuera del arreglo, su densidad de energia se definia

como cero y el valor del campo no se asignaba para evitar un error de segmentacion.

delta2 = (M_PI)«fact *«Kb+Tx(—1+2xrandC (5));
posrandi=l+rand () % (int(posr)—2);//pos rand radial
posrandj=rand () % (int(posa));//pos rand angular

for (int k=posrandi —1;k<posrandi-+3;k++)

{
for (int l=posrandj—1;l<posrandj-+3;1++)
{
if ( k<posr && k>=0 && l<posa && 1>=0 )
{
Fn[k][1]=F[k][1];
}
}
}

Fn|[posrandi || posrandj]=F[posrandi]|[ posrandj|+delta2;

5.4.0.2. Comparacion de energias

Para evitar un gasto computacional enorme, no se realiz6 la integral cada vez
para comparar la energia del sistema. En su lugar s6lo se sumaban los términos
de la sumatoria que se vieran afectados por la perturbacion. Esto quiere decir, los
vecinos inmediatos del punto seleccionado aleatoriamente. Luego, para determinar si
la energia en la nueva configuracion (Cy) era menor que en la antigua configuracion

(Cp) se realizaba la siguiente operacion:

AE= Y (r6E(Cy)— Y (réE(Co)) (5.4)

localidad localidad

Es muy importante el término r, puesto que este valor no es constante en todo el
arreglo. Si este no se incluye, el calculo del cambio de energia local, no representa el

cambio de energia global.

Eo=energia (Phi, posrandi —1,posrandj —1,F)+energia (Phi, posrandi —1,posrandj ,F)+energia (
Phi, posrandi —1,posrandj+1,F)+energia (Phi, posrandi, posrandj —1,F)+energia (Phi,
posrandi , posrandj ,F)+energia (Phi, posrandi, posrandj+1,F)+energia (Phi, posrandi+1,
posrandj —1,F)+energia (Phi, posrandi+1,posrandj ,F)+energia (Phi, posrandi+1,
posrandj+1,F);

Ef=energia (Phi, posrandi —1,posrandj —1,Fn)+energia (Phi, posrandi —1,posrandj ,Fn)+
energia (Phi, posrandi —1,posrandj+1,Fn)+energia (Phi, posrandi, posrandj—1,Fn)+
energia (Phi, posrandi, posrandj ,Fn)+energia (Phi, posrandi, posrandj+1,Fn)+energia (
Phi, posrandi+1,posrandj—1,Fn)+energia (Phi, posrandi+1,posrandj ,Fn)+energia (Phi,
posrandi+1,posrandj+1,Fn);
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5.4.0.3. Aceptando las perturbaciones hechas al sistema

El objetivo de la optimizacion es encontrar el estado de minima energia del sis-
tema (Ep), entonces todas las perturbaciones que produzcan un descenso de energia
seran aceptadas. Las que produzcan un incremento de la energia se interpretaran

como fluctuaciones térmicas que pueden ser aceptadas con la siguiente funciéon de

probabilidad:

(5.5)

P(Cy : Cp) = exp <—<E(Cf) — E(Oo)))

kgT
El valor de la temperatura juega un papel importante en este aspecto de la simu-
lacion, mientras mayor sea la temperatura comparada con kg7, mayor seran las
fluctuaciones térmicas permitidas. Es por esto que si la temperatura inicial del sis-
tema es muy alta, las condiciones iniciales se pierden, la configuracion inicial se

derrite.

if (dE<=le—15)

{

F|[posrandi|[ posrandj|=Fn|[posrandi|[ posrandj];

}

if (dE>le—15)

{
random=randC (5) ;

double q = exp(—dE/(KbxT));
if (random < q)

{

F|[posrandi||posrandj|=Fn|[posrandi][ posrandj];

}

5.4.0.4. Equilibrio térmico y soluciones de minima energia

Como se menciond al inicio de la seccion, es necesario encontrar el nimero ideal
de iteraciones que permitan alcanzar el equilibrio térmico. El equilibrio térmico en
este caso, serd indicado por una tolerancia, dependiendo de cuanta precision se re-

quiera en el calculo, asi seré el nimero de iteraciones.

Al haber calibrado el niimero de iteraciones, la soluciéon alcanza un minimo

global, asi como se observa en la figura (2.5).
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5.5. Archivos de salida

Los archivos de salida del algoritmo se presentan de la siguiente forma:

#B =

#Ey =
r ¢ Flr,el Olr,¢] JF
T ¥1 Fl [T7 90} @1 [Ta 90] 5E1
T2 ¥2 F2 [Ta ()0} @2[T7 ()0] 5E2

T on Fulrel Oulr.e] OE,

Tabla 5.1. Formato del archivo de salida.

Con estos archivos de salida se pueden graficar las soluciones y observar las

simetrias en los distintos modelos.

5.6. Conmutatividad en la optimizacion de F[r, ¢| y

Olr, ¢

La optimizacion de los campos se puede realizar de tres formas diferentes, op-
timizando primero el campo F'[r, ], optimizando O[r, ¢| y optimizandolos simulta-
neamente. La tltima de las opciones es la menos viable, debido a que las magnitudes
de 0 F son considerablemente distintas, la temperatura inicial ideal es distinta para

ambos casos.
Quedando los dos campos para optimizarse por separado surge la pregunta,

. Conmutan los procesos de optimizacion? La respuesta es si, se puede realizar pri-

mero cualquiera de ambas, obteniendo siempre el mismo valor de Ej.
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6. Estados fundamentales en el modelo de baby

Skyrme

Finalmente, se encuentran los estados fundamentales en el modelo de baby
Skyrme para 3 potenciales distintos a través del algoritmo de recocido simulado.
Las soluciones son de tipo solitonicas, esto quiere decir que son defectos topologicos

estables concentrados en una region finita del espacio con energia finita.

6.1. Distintos potenciales

El término del potencial en el modelo de baby Skyrme (4.7) esté generalizado,
por lo que se puede utilizar potenciales con formas variadas para modelar fenéme-
nos fisicos distintos. Los potenciales mas utilizados son los de la forma V' =1 — ®%,

donde @3 es la tercera componente en (4.5).

En este trabajo se utilizaron 3 potenciales distintos. Un potencial lineal en
cos(F[r, ¢]), un potencial cuadratico en cos(F[r, ¢])y un potencial rotado en térmi-

nos de cos(F[r, ¢]), cos(F[r,¢]) con pardmetro de rotacion « [10, 22].

En [10], se denomina al potencial lineal como modelo de I vacio, puesto que
el valor minimo del potencial se alcanza cuando cos(F[r,¢]) = 1. Bajo el mismo
principio, denomina al modelo cuadratico como modelo de 2 vacios, ya que el valor
minimo del potencial se alcanza cuando cos(F[r,¢]) = 1y cos(F[r,¢]) = —1. En
[22] se menciona el potencial rotado y denomina el modelo como un modelo de
vacio antisimétrico. Estos modelos rompen la simetria axial en simetrias discretas
pertenecientes a Doy. Sin embargo en un modelo con un potencial rotado por la
presencia de puy, los estados fundamentales presentan un rompimiento espontaneo
de simetria de SO(2) (grupo de rotaciones sobre el plano) a una simetria especular

Zy. Estos resultados se presentan y discuten a continuacion.

53



6.2. Modelo de 1 vacio.

El potencial que describe este modelo es:
V(Fr,¢]) = (1 = cos(Fr, ¢])) (6.1)

Los resultados se presentan como lineas de contorno de d E[r, ¢| sobre el espacio, se
encontraron los estados fundamentales para N = 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 para los valores de
muy = 0.00,0.20, 0.60, 0.90. Estas lineas de contorno o curvas de nivel, se muestran

en vista superior y en vista lateral en la figura 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4.

B=1, u=0.00 B=1,u=0.00

oo o =
OESrNEPY
coo ==
PSP

108 6 4 2 0 2 4 6 8 10

B=2, 1=0.00

B=2, 1=0.90

oo o =w
oo
coo ==
oo

108 6 4 2 0 2 4 6 8 10 10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

B=3, u=0.00

B=3, u=0.90

108 6 4 2 0 2 4 6 8 10 40 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Figura 6.1. Superficies y lineas de contorno de 0 F sobre el plano para N=1,2,3 con los
valores de py = 0.00,0.90 para el modelo de 1 vacio.
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Figura 6.2. Superficies y lineas de contorno de JF sobre el plano para N=45.6,7,8 con
los valores de py = 0.00,0.90 para el modelo de 1 vacio.
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Figura 6.3. Lineas de contorno para N = 1,2,3,4 para valores de u;y = 0.00,0.20,
0.60, 0.90 en el modelo de 1 vacio.
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Figura 6.4. Lineas de contorno para N = 5,6,7,8 para valores de u;y = 0.00,0.20,
0.60, 0.90 en el modelo de 1 vacio.
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6.2.1. Rompimiento de simetrias en el modelo de 1 vacio

En el modelo de 1 vacio al agregar un potencial quimico de Isospin, se observa

como la JE[r, @] rompe su simetria axial. La simetria remanente es discreta y per-

tenece al grupo diedral Doy donde N es justamente la carga topologica del soliton.

La simetria rotacional de F[r,¢| se rompe como se observa en la figura 6.5 de
Flr,¢] vs r.
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Figura 6.5. Rompimiento de simetria rotacional de F[r, ] en el modelo de 1 vacio con
presencia de puy para B = 1.

La simetria radial de O[r, ¢] se rompe como se observa en la figura 6.6 de O[r, ¢]
VS .
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Figura 6.6. Rompimiento de simetria radial de O[r, ¢] en el modelo de 1 vacio con pre-
sencia de uy para B = 1.
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6.3. Modelo de 2 vacios.

El potencial que describe este modelo es:
V(F[r,¢]) = (1 - cos*(F[r, ¢])) (6.2)

Los resultados se presentan como lineas de contorno de d E[r, ¢| sobre el espacio, se
encontraron los estados fundamentales para N = 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 para los valores de
muy = 0.00,0.20, 0.50, 0.80. Estas lineas de contorno o curvas de nivel, se muestran

en vista superior y en vista lateral como se muestra en la figura 6.7, 6.8, 6.9 y 6.10.
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Figura 6.7. Superficies y lineas de contorno de 0 F sobre el plano para N=1,2,3 con los
valores de uy = 0.00,0.80 para el modelo de 2 vacios.
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6.3.1. Rompimiento de simetrias en el modelo de 2 vacios

El comportamiento de las simetrias en el modelo de dos vacios es el mismo que
en el modelo de 1 vacio. Al agregar un potencial quimico de Isospin, se observa como
la 0E[r, ¢] rompe su simetria axial. La simetria remanente es discreta y pertenece

al grupo diedral Dyy donde N es justamente la carga topologica del soliton.

La simetria rotacional de F'[r, ] se rompe como se observa en la figura 6.11 de

Flr,¢] vsr.
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Figura 6.11. Rompimiento de simetria rotacional de F[r, | en el modelo de 2 vacios con
presencia de puy para B = 1.

La simetria radial de ©O[r, | se rompe como se observa en la figura 6.12 de

Olr, ] vs @.
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Figura 6.12. Rompimiento de simetria radial de ©[r, ¢| en el modelo de 2 vacios con
presencia de puy para B = 1.
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6.4. Modelo de vacio antisimétrico

El potencial que describe este modelo es:

V(F[r,¢],0[r, ¢, a) = m*(cos(a)—cos(a)cos(F[r, p])—sin(a)sin(F[r, ¢])cos(O[r, ¢]))
(6.3)
Los resultados se presentan como lineas de contorno de d E[r, ¢| sobre el espacio, se
encontraron los estados fundamentales para N = 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 para los valores de
muy = 0.00,0.20, 0.50, 0.80. Estas lineas de contorno o curvas de nivel, se muestran

en vista superior y en vista lateral como se muestra en la figura 6.13, 6.14, 6.15 y
6.16.

1=0.80

1=0.00

2 2
1.6 1.6
1.2 1.2
0.8 0.8
0.4 0.4
0 0

08 6 4 2 0 2 4 6 8 10 108 6 4 2 0 2 4 6 8 10

1=0.00

1=0.80

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

1=0.00

1=0.80

108 6 4 2 0 2 4 6 8 10 108 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Figura 6.13. Superficies y lineas de contorno de § E' sobre el plano para N=1,2,3 con los
valores de uy = 0.00,0.80 para el modelo de vacio antisimétrico.
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Figura 6.15. Lineas de contorno para N = 1,2,3,4 para valores de u;y = 0.00,0.20,
0.50,0.80 en el modelo de vacio antisimétrico.

66



B=5

—_

oChdANONMAOI®O

'
—_

u|=0.0 Ll.|=0.2 u|=0.5 Ll.|=0.8

B=6

—_

cChHANONMADI®O

'
—_

B=7

—_

chHhANONMADI®O

'
—_

B=8 1

—_

CHOOANONPAO®O

'
—_

1=0.0 w=0.2 =0.5 1=0.8
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6.4.1. Rompimiento de simetrias en el modelo de vacio anti-
simétrico
El comportamiento de las simetrias en el modelo de vacio antisimétrico es dis-

tinto al presentado por los dos modelos previos dado que la forma del potencial

presenta una rotaciéon dependiente de py respecto al vacio de las teorias anteriores.
En el modelo de vacio antisimétrico al agregar un potencial quimico de isospin,
se observa como la dE[r, ¢] rompe su simetria axial. La simetria remanente es una

simetria especular respecto a un plano vertical que atraviesa su centro.

La simetria rotacional de Fr,¢| se rompe de manera similar a los modelos

previos como se observa en la figura 6.17 de F[r, ¢| vs 7.
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Figura 6.17. Rompimiento de simetria rotacional de F'[r, ¢] en el modelo de vacio antisi-
métrico con presencia de uy para B = 1.
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La simetria radial de ©[r, ¢| también se rompe de manera similar a los modelos

previos como se observa en la figura 6.18 de O[r, ] vs ¢.
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Figura 6.18. Rompimiento de simetria radial de O[r, ] en el modelo de vacio antisimétrico
con presencia de py para B = 1.

6.5. Comparacion cuantitativa de £ entre modelos

Los modelos difieren tinicamente en el potencial, por lo que se esperaba que los
valores de energia fueran cercanos. Una comparacion cuantitativa entre el doble los
valores de energia de los tres modelos y los valores obtenidos para el modelo de 1
vacio y 2 vacios en [10] se muestran en la tabla 6.1. La razén de utilizar el doble de

Ey para la comparacion es el factor 3 en (4.8).

Se puede afirmar que los valores de energia obtenidos para el modelo de 1 vacio
a partir del algoritmo de recocido simulado coinciden con los valores obtenidos en
[10], Ademas para el estado fundamental en los 3 modelos, el valor de Ey disminuye

al aumentar py.
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N pr | 1vacio 2 vacios v. antisimétrico 1-v Ref. [I0] 2-v Ref. [10]

1 0.00 | 19.70 20.22 19.92 19.47 19.65
0.20 | 17.28 17.98 17.80 - -
0.50 | 18.73 19.06 18.24 - -
0.80 | 18.40 19.22 18.22 - -

2 0.00| 36.98 36.96 37.64 36.54 35.30
0.20 | 34.32 34.38 29.66 - -
0.50 | 35.40 35.14 28.88 - -
0.80 | 35.01 34.70 28.46 - -

3 0.00 | 56.38 56.10 58.16 55.02 51.66
0.20 | 53.16 02.84 49.26 - -
0.50 | 53.66 92.80 47.10 - -
0.80 | 52.42 51.42 45.48 - -

4 0.00 | 77.44. 77.90 81.38 72.88 68.28
0.20 | 73.49 73.66 70.88 - -
0.50 | 73.16 72.32 66.82 - -
0.80 | 70.88 69.62 63.92 - -

5 0.00 | 100.10  102.72 106.52 - -
0.20 | 95.26 97.34 95.86 - -
0.50 | 93.80 94.16 89.34 - -
0.80 | 90.26 89.64 84.38 - -

6 0.00 | 12440 130.88 136.76 - -
0.20 | 118.60 124.10 123.80 - -
0.50 | 115.68  118.68 114.66 - -
0.80 | 110.62 111.82 106.62 - -

7 0.00 | 150.46 162.62 169.50 - -
0.20 | 143.64 154.32 155.38 - -
0.50 | 138.96  146.14 142.90 - -
0.80 | 132.06 136.50 132.56 - -

8 0.00 | 178.42 197.92 205.60 - -
0.20 | 170.29  188.06 189.74 - -
0.50 | 163.76  176.66 174.34 - -
0.80 | 154.68 163.64 161.68 - -

Tabla 6.1. Valores adimensionales de energia para el modelo de 1 vacio, 2 vacios, vacio
antisimétrico y los modelos de 1y 2 vacios en [10].

70



CONCLUSIONES

. La temperatura inicial junto con el nimero de iteraciones necesarias para
alcanzar el equilibrio térmico fueron los parametros calibrados para garantizar

obtener un minimo global en el algoritmo de recocido simulado.

. Los estados fundamentales del modelo de baby Skyrme presentan un aumen-
to de energia conforme aumenta el nimero topologico y una disminuciéon de

energia conforme aumenta el potencial quimico de isoespin.

. Los valores de energia de los estados fundamentales para el modelo de baby
Skyrme con 1 vacio a través del algoritmo de recocido simulado concuerdan

con los resultados obtenidos por [10], la implementacion fue exitosa.

. Los valores de energia de los estados fundamentales para distintas cargas to-
pologicas en los modelos de 1 vacio, 2 vacios y vacio antisimétrico al aumentar

el potencial quimico de isospin tienen el mismo comportamiento.

. En el modelo de baby Skyrme con potencial de 1 vacio en presencia de un
potencial quimico de isospin presenta el rompimiento de simetria axial de la

densidad de energia en una simetria perteneciente al grupo diedral.

. En el modelo de baby Skyrme con potencial de 2 vacios en presencia de un
potencial quimico de isospin presenta el rompimiento de simetria axial de la

densidad de energia en una simetria perteneciente al grupo diedral.

. En el modelo de baby Skyrme con potencial de vacio antisimétrico en presencia
de un potencial quimico de isospin presenta el rompimiento de simetria axial

de la densidad de energia en una simetria especular.
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RECOMENDACIONES

. Realizar la calibraciéon de parametros para cada problema distinto puesto que

las magnitudes de cambios de energia dependen de cada sistema.

. Realizar més de un recocido sobre el mismo sistema para evaluar si se alcanzo

un minimo global.

. Si el problema que se esta trabajando con el algoritmo de recocido simula-
do no ha sido trabajado antes, utilizar modelos similares para comparar el

comportamiento del sistema.

. En el algoritmo, al momento de comparar la energia luego de una perturbaciéon
en el sistema, evaluar el cambio de energia localmente (en la vecindad de la

perturbacion) para reducir costos computacionales.
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A. ANEXOS

A. Cobdigo utilizado para implementar el SA

El codigo utilizado para optimizar el modelo de baby Skyrme con 3 distintos
términos masicos, correspondiente a los modelos trabajados en el tercer capitulo de
la tesis. Este codigo fue escrito durante el primer semestre del ano 2018, basado en
trabajos realizados desde septiembre de 2016 en colaboraciéon con Dr. Juan Adolfo
Ponciano Castellanos y M.Sc. Juan Diego Chang. A continuacién se presenta la
implementacion del algoritmo de recocido simulado al modelo de baby Skyrme en

el lenguaje C++.

#include <iostream> int ntop= 1;
#include <fstream>
#include <math.h> int rep= 8;
#include <stdio.h>

//numero
topologico
//numero de

recocidos

#include <stdlib .h> double mu=sqrt (0.00) ; //Potencial
#include <time.h> Quimico
using namespace std;
// Si muxx2>mxx2 es 1, sino,
es 2
double posr = 100; //Numero de //double alpha=acos (mxm/(muxmu) ) ; //
nodos radiales parametro 1
double posa = 100; //Numero de double alpha=0.0; //

nodos angulares
double To = 5e0;

parametro 2

//Temperatura

inicial double Energy(double *xPhi, double *xF);
double Kb = le—6; //Constante de double energia(double *xPhi,int i,int j,
Boltzman double *xF);
double fact= 1/(ToxKb); //Factor de double B(double #*xPhi, double *xF);
normalizacion double randC(double n);
int nit = 2e5; //
Perturbaciones aleatorias por ciclo double randC (double n)

int pasos = 100; //Numero de {

ciclos de enfriamiento

double r = 10; //radio del
arreglo

double m =sqrt (0.1) ;

soliton

//masa del

// esta funcion genera un numero
aleatorio entre 0 y 1 con n
decimales

int temp;

temp = rand () % (int) (pow(10,n)+1);

7



double res;
res = temp/(pow(10.0,n));

return res;

double energia(double *xPhi,int i,int j,

double *xF)

double energia;

double Fp,dFdr,dFdth,dPhidr,dPhidth ,Ra
, Phip;

double E2,E4,Em,Emu2,Emu4;

Ra=r*(i+0.5) /(posr—1);

if ( i>=posr—1 || i<0 || j>=posa—1 ||
i<0)
{

energia=0;
else

Fp=(F[i][jI+F[i+1][j]+F[i][j+1+F[
i+1][j+1])/4.0;
Phip=(Phi[i][j]+Phi[i+1][j]+Phi[i
11j+1]+Phi[i+1][j+1])/4.0;
dFdr=((F[i+1][j]+F[i+1][j+1])
/2.0—(F[i][j]+F[i][j+1])/2.0)
/(r/(posr—1));
dFdth=((F[i][j+14+F[i+1][j+1])
/2.0—(F[i][j]l+F[i+1][j]) /2.0)
/(2«M_PI/(posa—1));
dPhidr=((Phi[i+1][j]+Phi[i+1][]
+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i][]
+1])/2.0) /(r/(posr—1));
dPhidth=((Phi[i][j+1]+Phi[i+1][]
+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phi[i+1][]
1)/2.0)/(2«M_PI/(posa—1));

E2=(1/(2.0xRaxRa) ) *x(pow (dFdth,2)+
pow (ntopx*sin (Fp)«dPhidth ,2)+Ra
*Rax (pow (dFdr,2)+pow(ntop*sin (
Fp)*dPhidr,2)));

E4=(1/2.0)*pow (ntop*sin (Fp) x*(

dPhidth+dFdr—dFdth=dPhidr) /Ra
2) 5

// Bm=msmx (1.0—cos (Fp) ) ;
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// Em=mxmsx (1.0— cos (Fp)*cos (Fp
))

Em=msmsx* ( cos (alpha)—cos (alpha)*cos (
Fp)—sin (alpha)*sin (Fp)xcos(
Phip) ) ;

Emu2=(2+6%cos (2xalpha)—4xcos (2x
ntop*Phip)=*sin (alpha)xsin (
alpha))xsin (Fp)*sin (Fp)—4xcos (
ntop*Phip)*sin (2xalpha)*sin (2%
Fp);

Emu4=32pow (cos (Fp) *cos (ntop*Phip)
xsin (alpha)—cos (alpha)«*sin (Fp)
,2) *(dFdr+dFdr+dFdth«dFdth /(Ra
*Ra) )

+32«pow (ntopx*sin (alpha)*sin (Fp)*
sin (ntop*Phip) ,2) *(dPhidr=*
dPhidr+dPhidth+dPhidth /(RaxRa)
)

+16+ntop*sin (alpha)*(—sin (alpha)x*
sin (2xFp)«*sin (2«xntop*Phip)-+4x
cos(alpha)xsin (Fp)*sin (Fp)xsin
(ntop#Phip) ) *(dFdrxdPhidr+
dFdth*dPhidth /(RaxRa) ) ;

energia=Fm{E4+E2—musmu* (Emu2+Emud
/4.0) /16.0;

return energiaxRa;

double Energy(double #xPhi,double *xF)
{

double Energy = 0;

double dr,dth;

dr=r /(posr—1);

dth=2«M PI/(posa—1);

for (int i=0; i<posr—1; i+=1)

{
for (int j=0; j<posa—1; j+=1)
{
Energy=Energy+(1/2.0)*energia (
Phi,i,j,F)*drxdth;

}

return Energy;

double B(double #xPhi,double *xF)



double Fp,dFdr,dFdth,dPhidr,dPhidth;
double B = 0;

for (int 1=0; i<posr—1; i+=1)
{
for (int j=0; j<posa—1; j+=1)
{

dFdr=((F[i+1][j]+F[i+1][j+1])
/(2.0)=F[i][J]+F[i][j+1])
/2.0) /(r/(posr—1));
dFdth=((F[i][j+14+F[i+1][j+1])
/(2.0)=EF[1][J]I+F[i+1][i])
/2.0) /(2«M_PI/(posa—1));
dPhidr=((Phi[i-+1][j]+Phi[i+1]]
j+1])/2.0—(Phi[i][j]+Phili
1li+1])/2.0) /(r/(posr—1));
dPhidth=((Phi[i][j+1]+Phi[i
+1][j+1])/2.0—(Phi[i][j]+
Phi[i+1][j])/2.0)/(2*M_PI
/(posa—1));
Fp=F[i][jl+F[i+1][j]+F[i][]
FU+F[i+1][j+1]) /4.0

B=B-ntop*sin (Fp) *(dPhidth*dFdr
—dFdth*dPhidr) *«(r/(posr —1)
)*(2+«M_PI/(posa—1));

}
}
return B/(4«M_PI);
}
int main()
{
double *xPhi, **Phin, *xF, *xFn, *DE,x
E;
double T,dE,random ,dEmax,dEmin;
double Etot, Eo, Ef;
double deltal , delta2 A;

int posrandi, posrandj;

ofstream salida;

// Inicializacion del campo Phi vy
vectores mecesarios

time t nanoseconds;

time (&nanoseconds);

srand ((unsigned int) nanoseconds);

DE = (doublex*)malloc ((rep*pasos*2)x*
sizeof (double));

E = (doublex)malloc ((repxpasos*2)x%
sizeof (double));

Phi = (doublexx*)malloc ((posr)*sizeof(
double) ) ;
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Phin = (doublex*x*)malloc ((posr)xsizeof(
double) ) ;
i=0; i<posr;

for (int i+=1)

{
Phin|[i| = (doublex)malloc ((posa)=*
sizeof (double));
Phi[i] = (doublex)malloc ((posa)=*
sizeof (double));
}
F = (doublexx)malloc (( posr)*sizeof(
double) ) ;
Fn = (doublexx)malloc (( posr)*sizeof(
double) ) ;
i=0; i+=1)

for (int i<posr;

{
Fn[i] = (doublex*)malloc ((posa)x*
sizeof (double)) ;
F[i] = (doublex*)malloc ((posa)x*
sizeof (double)) ;

//condiciones iniciales y de frontera

for (int i=0; i<posr; i++)
{
for (int j=0; j<posa; j++)
{

Phi[i][]j]=2«M_PIxj /(posa—1);
F[i][j]=M_PLxexp(—(r*i)/(posr

-1));
}
}
for (int y=0; y<rep;y+=1)
{
cout<<"paso"<<y+l<<" /"<<rep<<endl;
T=To;
//Recocidos de F[r,theta]
for (int j=0; j<pasos; j+=1)
{
dEmax=0;
dEmin=0;

A=Energy (Phi,F);

T = T%(300—j) /300.0;

for (int n=0; n<nperfil*nit;n
1)

{
delta2 = (M_PI)xfact «Kb*T

#(—1+2*xrandC(5) ) ;

posrandi=l+rand () % (int (
posr)—2);//pos rand
radial



posrandj=rand ()

% (int (
posa));//pos rand
angular

for (int k=posrandi—1;k<

posrandi+3;k++)

for (int l=posrandj—1;
l<posrandj+3;1++)

if ( k<posr && k
>=0 && l<posa
&& 1>=0 )
{
Fn[k][1]=F[k]][
E

Fn|posrandi || posrandj|=F|

posrandi | [ posrandj|+
delta?2;

Eo=energia (Phi, posrandi —1,

posrandj —1,F)+energia (
Phi, posrandi —1,
posrandj ,F)+energia (
Phi, posrandi —1,
posrandj+1,F)+energia (
Phi, posrandi , posrand]j
—1,F)+energia (Phi,
posrandi , posrandj ,F)+
energia (Phi, posrandi,
posrandj+1,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj —1,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj ,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj+1,F);

Ef=energia (Phi, posrandi —1,

posrandj —1,Fn)+energia
(Phi, posrandi —1,
posrandj ,Fn)+energia (
Phi, posrandi —1,
posrandj+1,Fn)+energia
(Phi, posrandi , posrandj
—1,Fn)+energia (Phi,
posrandi , posrandj ,Fn)+
energia (Phi, posrandi,

posrandj+1,Fn)+energia
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(Phi, posrandi+1,
posrandj —1,Fn)+energia
(Phi, posrandi+1,
posrandj ,Fn)+energia(
Phi, posrandi+1,
posrandj+1,Fn);

dE=Ef-Fo;
if (dE>dEmax)

{

dEmax—dE;
}
if (dE<dEmin)

{
dEmin=dE;

if (dE<=le—15)
{
F|[posrandi || posrandj]=
Fn|posrandi ||
posrandj |;

if (dE>le—15)
{
random=randC (5) ;
double q = exp(—dE/(Kb
*T))
if (random < q)
{
F|[posrandi]|
posrandj]|=Fn]|
posrandi ||

posrandj |;

}
Etot=Energy (Phi,F);
DE[j]=Etot—A;
E[j+100%2xy|=Etot;

}

T=To;
// Recocidos de Phi[r,theta]

for (int j=0; j<pasos; j+=1)

{

dEmax=0;

dEmin=0;

A=Energy (Phi,F);

T = T%(300—j) /300.0;



for (int n=0; n<nangularsnit;n
++)

{
deltal = (2xM_PI)*fact *xKbsx

Tx(—1+4+2+randC (5) ) ;
posrandj=14 rand () % (int(
posa)—2); //pos rand
ang
posrandi=rand () % (int(
posr)); //pos rand
radial

for (int k=posrandi—1;k<
posrandi+3;k++)

for (int l=posrandj—1;
l<posrandj+3;1++)

if ( k<posr && k
>=0 && l<posa

&& 1>=0 )
{
Phin [k ][ 1]=Phi
[kI[1];

}

Phin[posrandi | [ posrandj|=
Phi|posrandi || posrandj
|+deltal;

Eo=energia (Phi, posrandi —1,
posrandj —1,F)+energia (
Phi, posrandi —1,
posrandj ,F)+energia (
Phi, posrandi —1,
posrandj+1,F)+energia (
Phi, posrandi , posrand]j
—1,F)+energia (Phi,
posrandi , posrandj ,F)+
energia (Phi, posrandi,
posrandj+1,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj —1,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj ,F)+energia (
Phi, posrandi+1,
posrandj+1,F);

Ef=energia (Phin, posrandi
—1,posrandj —1,F)+
energia (Phin, posrandi

—1,posrandj ,F)+energia

(Phin, posrandi —1,
posrandj+1,F)+energia (
Phin , posrandi , posrand]j
—1,F)+energia (Phin,
posrandi , posrandj ,F)+
energia (Phin, posrandi,
posrandj+1,F)+energia (
Phin , posrandi-+1,
posrandj —1,F)+energia (
Phin , posrandi-+1,
posrandj ,F)4energia (
Phin, posrandi+1,
posrandj+1,F);

dE=Ef—Eo;
if (dE>dEmax)
{
dEmax—=dE;
}
if (dE<dEmin)

{
dEmin=dE;

if (dE <=le—15)
{
Phi[posrandi|[ posrandj
|=Phin [ posrandi]]|

posrandj |;
}
if (dE>1le—15)
{
random=randC (5) ;
double g=exp(—dE/(Kb*T
));
if (random<q)
{

Phi|posrandi ||
posrandj|=Phin
[posrandi]|
posrandj |;

}
}

}
Etot=Energy (Phi,F);

DE[j+100%(1+2xy)]|=Etot—A;
E[j+100%(14+2xy)]=Etot;
}

// Impresion de posiciones finales y

valores del campo



salida .open ("RA000") ;

salida <<"#B=_"<<"\t"<<B(Phi,F)<<endl;

salida <<"#E=_"<<"\t"<<Energy (Phi,F)<<
endl;

salida <<"#r"<<"\t_\t"<<"theta"<<"\t_\t
""FN<<"\ L\ 8 << "Phi"<<"\ t o\t <"

e"<<endl;
for (int i=0; i<posr—1;i+=1)
{
for (int j=0; j<posa—1; j+=1)
{
salida<<r=*(i40.5) /(posr —1)<<"\
t"<<2+«M_PIx(j+0.5)/(posa
—<<"\t"<<(F[i][j]+F[i
FULHF L HHF[ 1]
+1])/4.0<<" \t"<<(Phi[i][]
]+ Phi[i +1][j]+Phi[i][j+1]+
Phi[i-+1][j+1])/4.0<<"_\t"
<<energia (Phi,i,j,F)<<endl
}
}

salida.close () ;
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salida .open ("ERA000") ;

salida <<"#Paso"<<"\ t "<<"DE"<<"\ t "<<"E"
<<"\t"<<"E(2xpi) "<<endl;

for (int

{

i=0;i<2xpasos*rep;i+=1)

salida <<i41<<"\t"<<DE[i]<<"\t"<<E|
il<<"\t"<< E[i]/(2*M_PI)<<"
x2pi'"<<endl;
}
salida.close () ;
cout<<"B="<<B(Phi,F)<<endl;
for (int i=0; i+=1)

{

i<posr;
free (Phi[i]);
Phin[i]);
Fli]);
Fn[i]);

free
free

free

—~ o~ o~ —~

}

free (F);
(Fn);
(Phi);
free (Phin);

F
free (F

free

free (DE) ;
free (E);
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