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OBJETIVOS

General

Analizar el movimiento de cometas y asteroides a distancias del orden de miles

de unidades astronémicas bajo un potencial newtoniano modificado.

Especificos

1. Determinar las ecuaciones de movimiento que rigen el movimiento de los cuer-

pos celestes cuando interaccionan todas entre si.

2. Utilizar un método numérico para hallar una solucién aproximada de las ecua-

ciones de movimiento.

3. Comparar los resultados cuando se trabaja con un potencial newtoniano y

cuando se hace con un potencial newtoniano modificado.
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INTRODUCCION

La dindmica newtoniana modificada (MOND), por su acrénimo en inglés) es un
modelo alterno a la materia oscura para explicar el aplanamiento en las curvas de
rotacion galacticas. En 1970, Rubin y Ford publicaron un articulo sobre la rotacion
de la galaxia Andréomeda, en la cual se observaron rotaciones mayores a los esperados,
considerando la masa inferida por medio de la luminosidad. Analizando los datos, la
masa inferida constaba solamente del 4 al 8 por ciento de la masa que deberia tener
para que se pudieran obtener las rotaciones observadas. Desde entonces, muchos
cientificos han estado trabajando en la deteccion directa de la materia oscura, tal

esfuerzo ha sido incapaz de dar resultados satisfactorios.

Como consecuencia de la falta de deteccion de materia oscura, se han propuesto
explicaciones alternas para el aplanamiento de las curvas de rotacion galécticas,
siendo MOND el méas conocido. En este caso, la fuerza gravitatoria deja de ser un
invariante de escala y aparece una nueva constante, conocida como a,, que es una
aceleracion del orden de 107'° m/s?. Para aceleraciones menores que a, se deja de
trabajar con un potencial newtoniano y se utiliza un potencial modificado, tal que

reproduzca las curvas de rotacion galacticas.

Sin embargo, no se pretende que este modelo funcione tinicamente en las curvas
de rotacion sino que se busca consolidar como algo mas profundo. Por tal razon, se
han publicado trabajos que van desde analizar ciimulos de galaxias hasta la inter-
accion entre estrellas binarias utilizando un potencial modificado. Si este modelo
es correcto, debe reproducir las observaciones a escalas més pequenas. Por lo tan-
to, en este trabajo se analiza el movimiento de objetos en el Sistema Solar, con la
particularidad de que deben ubicarse a distancias del orden de miles de unidades
astronomicas del centro de masa del Sistema Solar. Los objetos idoneos para tal

proposito son los asteroides y cometas provenientes de la nube de Oort.

Las ecuaciones de movimiento se vuelven complicadas bajo un potencial mon-
diano y no tienen soluciéon analitica, considerando que se toma en cuenta la in-

teraccion con N cuerpos. En consecuencia, se ha optado por encontrar soluciones

XIIT



aproximadas mediante el uso de métodos numéricos. El método de Runge-Kutta de
cuarto orden es el método elegido para realizar esta tarea. La implementacion de
este método ha sido mediante la escritura de un cédigo en Python, el cual toma las
condiciones iniciales y realiza las aproximaciones mediante iteraciones. Este cdédigo
ha sido puesto a prueba mediante el anélisis de planetas del Sistema Solar y la com-
paracion de la informacion de salida del programa con la aquella disponible en la
base de datos JPL HORIZONS de la NASA.

Finalmente, se calculan las érbita de objetos cuyo afelio supere mil unidades
astronémicas por medio de un potencial newtoniano en primer lugar y luego por
medio de un potencial mondiano. Para los casos estudiados se obtienen o6rbitas

cerradas; sin embargo, no son érbitas periddicas bajo ninguno de los dos potenciales.

XIV



1. POTENCIAL NEWTONIANO MODIFICADO

La ley de gravitacion universal de Newton ha sido capaz de describir matema-
ticamente el comportamiento de muchos fenémenos en la naturaleza. Es particu-
larmente interesante la capacidad que ha tenido de hacer predicciones en cuanto al
movimiento de cuerpos celestes, tales como las o6rbitas de los planetas del Sistema
Solar. Sin embargo, conforme la ciencia ha avanzado se han encontrado fenémenos
que la dinamica newtoniana no ha podido explicar. Uno de tales problemas es la
precesion de la orbita de Mercurio, la cual se pudo explicar exitosamente con la

teoria de la Relatividad General de Einstein.

Otro fenémeno cuyas observaciones difieren de las predicciones de la teoria
newtoniana es el aplanamiento de las curvas de rotacion de galaxias espirales. Utili-
zando la masa observada por medio de la luminosidad, las curvas de rotacién deben
ser decrecientes con respecto al radio. En [4] se muestra que la curva de rotacion
de la galaxia Andromeda (M31) se aplana y se infiere que la masa contenida debe
crecer linealmente con respecto al radio para obtener tal caracteristica; sin embargo,
la masa observada es mucho menor (segun [4], del 4 al 8 %). Esta masa faltante ha
sido conocida como «materia oscura» y ha explicado el aplanamiento de las curvas

de rotacion galactica.

A pesar de ser un tema ampliamiente estudiado desde hace varias décadas, no
ha sido posible detectar materia oscura de manera directa; en consecuencia, ya se
han propuesto explicaciones alternas. La dinamica newtoniana modificada o MOND
(acronimo de Modified Newtonian Dynamics) es el modelo més conocido de las
explicaciones alternas a la materia oscura y fue propuesto en 1983 por M. Milgrom
[2]. Segun discute Milgrom en [3], MOND podria interpretarse como la modificacion
de la ley de inercia o como la modificacion de la gravedad. El enfoque que se tratara

en este trabajo sera la modificacion de la aceleracion gravitacional.



1.1. Curvas de rotacion

Una curva de rotacion galactica es la representacion de las velocidades de ro-
tacion en funcion de la distancia al ntcleo galactico (radio). Por ejemplo, la figura
[[.T] muestra la curva de rotacion observada de la galaxia NGC 6503, asi como la
curvas de rotacion considerando la masa de sus componentes (disco y gas), asi como
el halo de materia oscura que deberia existir para que se logre reproducir la curva

de rotacion observada.

150 -

- halo

1 1

0 T“.--‘.ll- 1 1 1 I 1 1 I 1
0 10 20 30
Radius (kpc)

Figura 1.1. Curvas de rotacién de la galaxia NGC 6503 y sus diferentes componentes.
Los puntos indican las velocidades de rotacion observacionales. Fuente: K. Freese [13]

Simplificando a un movimiento circular, las velocidades de rotaciéon se pueden

obtener de
02
e = —.
r
Pero,
GM v GM
ae = = — =
r2 r r2
Por lo tanto,
GM
v(r) =1/—. (1.1)

r

Teoéricamente, se predice un decrecimiento de la velocidad a medida que el radio
aumenta; sin embargo, las observaciones no concuerdan, tal como aparece en la figura
. Cuando el radio es grande (mayor que 4 kiloparsecs en el caso de NGC 6503),
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la curva de rotacién se «aplanay, es decir, que la velocidad rotacional permanece
constante mientras el radio crece. Este resultado sugiere que, bajo un potencial
newtoniano, existe masa interactuando gravitacionalmente, pero que no es posible
detectarla directamente. En 1970, Rubin & Ford publicaron un articulo (ver [5]) en
el que midieron la curva de rotacion de la galaxia M31 (Andromeda), comenzando
en 3 y terminando en 24 kiloparsecs (kpc). Desde r = 4 kpc hasta r = 14 kpc la
velocidad rotacional es aproximadamente constante, la cual se muestra en la figura
[I.2] Esto podria sugerir que la masa encerrada crece de manera lineal con respecto
al radio. Desde » = 14 kpc hasta r = 24 kpc la velocidad empieza a decrecer un
poco con respecto al radio. En otro articulo publicado en 1978, Rubin et al. (ver [5])
presentan la mediciéon de curvas de rotacion de mas galaxias; en tales mediciones se

observa el aplanamiento cuando el radio es grande.

0 4 8 12 16 20 KPC 24
T T T T T

4001

(KM/SEC)
w
o
o
—_——
——

—o—

ROTATIONAL VELOCITY

0 1 L 4 L
o 20 40 60 80 100 120

DISTANCE TO CENTER (MINUTES OF ARC)

Figura 1.2. Esta grafica muestra los datos observacionales de las velocidades rotacionales
en funcion del radio de la galaxia M31. La linea continua es el ajuste polinomial.
Fuente: Rubin & Ford [4].

1.2. Gravedad Newtoniana Modificada (MOND)

La posibilidad de extender la segunda ley de Newton en lugar de suponer la
existencia de materia oscura fue propuesta en 1983 por M. Milgrom [2]. Esto surge
como un modelo alterno a la materia oscura para explicar el aplanamiento de las

curvas de rotacion de las galaxias espirales, debido a que no ha sido posible detectarla



directamente. Por tal razon, los investigadores que han trabajado con este modelo
se han visto forzados a asumir su distribucion espacial [13].
Milgrom propone que el término inercial no es proporcional a la aceleracion

cuando se generaliza la segunda ley de Newton. Se sugiere trabajar con

—

mgpt (a/a,)d = F, (1.2)

en lugar de la conocida F' = mya. Aqui se introduce la aceleracion a,, que es la
aceleracion umbral a partir de la cual deja de funcionar definitivamente la segunda

ley de Newton. Una propiedad que debe cumplir p(a/a,) es

plaja, > 1) ~ 1, régimen newtoniano, (1.3a)

pla/a, < 1) =~ a/a,, régimen mondiano. (1.3b)

Esta ultima relacion se obtiene de manera fenomenoldgica y es la condicion

para que se obtenga una curva de rotacion plana por medio de v/r = a.

1.2.1. Interpretaciones fisicas de MOND

La relacion (1.2)) se puede interpretar de dos formas diferentes:
(i) La fuerza de inercia no es, en general, proporcional a la aceleracion.
(ii) La aceleracion gravitacional no es invariante de escala.

El enfoque (i) indica que en a es la aceleracion newtoniana, es decir,
d = d,, pero que la fuerza inercial se modifica por medio del factor u(a/a,). Por
otro lado, (ii) indica que F= mda, pero que la aceleracion se modifica de tal forma que
wulajay)a = a,, siendo a,, la aceleracion que tendria segiin un potencial newtoniano.
La ley de gravitacion universal (F = GMmr~2) ya no seria invariante de escala bajo

este enfoque.

1.2.2. MOND como gravedad modificada

El enfoque (i) es una hipotesis muy fuerte, pues la aceleracion puede ser genera-
da de muchas maneras. Por ejemplo, un campo eléctrico o magnético puede generar
una aceleracion sobre una particula cargada y si (i) es correcto, deberia modificarse
cuando a < a,. No es posible, por el momento, realizar experimentos que midan

con precision aceleraciones bajo estas circunstancias.
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La propuesta de (ii) es menos severa y si se tiene como ponerla a prueba, pues
implica hacer la modificaciéon tnicamente en la gravedad, dejando intactas las demas
fuerzas. Por tales razones, este enfoque es el que se seguira en este trabajo. Segtun

[2], el campo gravitacional modificado seria

§=a,l™? (gn/0) € s (1.4)

donde g, es el campo gravitacional newtoniano cuya direccién es la del vector uni-
tario €, e I"! es la inversa de la funcion I(z) = zu(z). En este trabajo se usara
la aceleracion y no la fuerza inercial. La relacion indica que hay que destacar
que la direccién de ¢ no siempre es la misma que la de g, , esto dependera de la
existencia de simetrias (esféricas o cilindricas, por ejemplo). Milgrom [3] propone la

ecuacion de campo

V- (V) Vo| = 4nGp(r) = V2o, (1.5)

donde p(7) es la densidad de masa, ¢ es el potencial general y ¢, el newtoniano.
Cuando hay simetria esférica se puede aplicar la ley de Gauss y la forma de (|1.5)) se
simplifica a

u(g/ao)ﬁ = §N7

que concuerda con (|1.4)).

1.3. Funcién general de MOND

En el trabajo de Mendoza et al. [I] se propone la forma generalizada de la
aceleracion. En [I] se trabaja en casos donde hay simetrias y por consiguiente, es

posible utilizar ((1.4). En este trabajo se define la aceleracion gravitacional como

i = aof(X)a; (1.6)

donde f(x) es la funcion que describe la forma general de @ y

Xi= 5 (1.7)
donde
GM
Ly, = o (1.8)



La longitud /,, se denomina como longitud de masa y es la distancia a la cual
se alcanza la aceleracion a, bajo un potencial newtoniano. La funcion f(x) debe

reducirse a los casos limite que impone ([1.3)), es decir,

X2, régimen newtoniano,
fx) = (1.9)

X, régimen mondiano.

La relacion entre f(x) y la funciéon de interpolacion p es

X
pla/a,) = 00 (1.10)

Al tomar los casos limite, la funcion f(x) se reduce a (1.9) si tiene la forma

B a B 1 :]:XnJrl
fFx) = <a—) X T Eo (1.11)

En consecuencia, la funciéon de interpolacion p(a/a,) es

0 (ﬁ) _ =X (1.12)

0.7 H g

0 5 10 15 20 25 30 35
afag
Figura 1.3. Funcién de interpolacion utilizando varios valores para n en la funcion ((1.12]).

La linea punteada es la funcién de interpolacién de nuestra galaxia, la cual es inferida
observacionalmente. Fuente: Mendoza et al. [1].

La funcién de interpolacion que se usara sera aquella que mas se asemeje a la



funcion p(a/a,) de nuestra galaxia (inferida observacionalmente). En [I] se encontro,
mediante métodos numéricos, que la mejor aproximacion a la funcion p(a/a,) infe-
rida de nuestra galaxia (la linea de color cyan en la figura se obtiene utilizando
signos negativos y n = 3.13 = 3 en . Entonces,

I—x* (1= x)0+x+x*+x%

f(X)IXl_X3_X (1-—x)1+x+x?

Por lo tanto,

f(x)zx(ltﬁ;ﬁ;x ) (1.13)

1.4. Aplicabilidad de MOND en el Sistema Solar

MOND ha sido aplicado a galaxias y cimulos de galaxias, reproduciendo las
curvas de rotacion de manera muy precisa. Por ejemplo, en [7] se estudié una muestra
de 22 galaxias (discute 11 que se habian estudiado previamente) y se confronté el
resultado teérico de MOND con las observaciones; concluyendo que MOND, en
efecto, reproduce las curvas de rotacion de las galaxias espirales. En la figura [1.4] se

muestran dos de las galaxias bajo estudio.

NGC 2998 NGC 801
300 _I LI rTTT ‘ TTTT | TTrTT ‘ 7T i 300 TTTT ‘ TTrTT | TTrTT TTTT ‘ L ‘ TTTT I T I_
L . ] ]
200 LI 200 ]
s : .
100 § .7 ~ - - 100 .
: — = ]

1

—

—

_""ﬁ\Tlluhn\||||\\||||\\||||\|_

- —
—
O J-‘f"lll\I\I‘IIII'IIII‘I\I\

0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 60

Figura 1.4. Curvas de rotaciéon de las galaxias NGC 2998 y NGC 801. Los puntos son
los datos observacionales y la linea continua es la curva de rotacién obtenida con MOND.
Fuente: R. Sanders [7].

Asimismo, Hernandez et al. [§] publicaron un trabajo sobre la rotacion de es-
trellas binarias con masas del orden de 1 M. La muestra que se estudié comprendia
280 binarias. Cada binaria debia tener una separacion de alrededor de 7000 UA, que
es la distancia a la cual se alcanza la aceleraciéon a, bajo un potencial newtoniano.
En base a los resultados, los autores concluyeron que es necesario considerar una
modificaciéon a la ley de la gravedad.

A continuaciéon, se muestra la aceleracién en términos de a, para diferentes



valores de 7 (la distancia al baricentro del Sistema Solar), asi como la diferencia
porcentual entre la aceleraciéon newtoniana y la aceleracion mondiana.
7 T T T T T

— MOND
6 — Newton |7

r [UA]

Figura 1.5. Aceleracion para r menores que 60 UA. Los simbolos * indican la posicion
del afelio de Saturno, Urano, Neptuno y Plutén. Fuente: elaboraciéon propia.

2.0 T T T
— Newton
— MOND
15F B
S
— 1.0 R
3
0.5} B
00 ! ! ! !
5 10 15 20 25

r [10%-UA]

Figura 1.6. Aceleracion newtoniana y mondiana, considerando la funcién La linea
vertical se ubica en r = Iy ~ 7000 UA. Fuente: elaboracién propia.

En la figura se observa que a escala planetaria a > a,, que es el régimen
newtoniano. La figura muestra la aceleracion newtoniana y mondiana en radios
de miles de UA; a esta escala se alcanzan aceleraciones del orden de a, (régimen
mondiano). En la ﬁgura se observa que a esta escala se aplana la curva de rotacién
del Sistema Solar con MOND.



650 — Newton [
-— MOND

350 + N .

300 - S o 4

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
r [10%- AU

/

Figura 1.7. Curva de rotacion del Sistema Solar para el potencial newtoniano y param
Fuente: elaboracién propia.

Se puede ver que no es necesario utilizar MOND a escala planetaria en la
figura pues la diferencia porcentual es muy baja. La diferencia porcentual entre
la aceleracion mondiana y newtoniana es

_ lay —d

da x 100 %.

an

120
5 L
100+
3 4 80}
I <
o 3l =
= 3 60}
B3
8 2 40|
1 20}
0 : - - ' 0 , . - - :
10 20 30 40 50 60 2 4 6 8 10 12 14
r [UA] r (103 .77A)

Figura 1.8. (a) En la figura de la izquierda se presenta la diferencia porcentual entre ay
y a (del orden de 107° %) cuando r estd a escala planetaria. Los simbolos x indican la
posicion del afelio de algunos planetas. (b) En la figura de la derecha, r esta en miles de

UA.

Dado que la distancia a la cual se alcanza a, es muy grande (alrededor de 7000
UA), en [2] se descarta la posibilidad de realizar pruebas en la escala del Sistema

Solar. Sin embargo, el cometa C/2016 R2 (cuyo afelio es superior a 1000 UA) tuvo su
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perihelio en mayo de este ano y més importante atin, hace menos de un ano el objeto
1I/Oumuamua paso6 cerca de la Tierra. Lo destacable del asteroide 11/Oumuamua
es que se trata del primer objeto extrasolar que nos visita, por lo que es un cuerpo
adecuado para el analisis con MOND. Ademés de estos dos objetos, ya existen bases
de datos con asteroides y cometas cuyas orbitas superan las 1000 UA. Se utilizara
la herramienta JPL HORIZONS System[] para buscar objetos con semieje mayor
superior a 1000 UA.

1.5. Ecuaciones de movimiento

Se presentan las fuerzas que acttian sobre un cuerpo, considerando la ley de
gravitacion universal. Esta presentacion servird como base para pasar al modelo de
gravedad modificada. En este trabajo solo se consideran las fuerzas producidas gra-

vitacionalmente, asi que las que producen potenciales externos se van a despreciar.

1.5.1. Ley de gravitacién universal

La atraccion gravitacional entre dos cuerpos, segin la ley de gravitacion uni-

versal de Newton, es:

mims mims

ﬁm = —G f12 = —G (771 - 772) . (114)

71 = 722 712 — 72|
Donde F} es la fuerza que el cuerpo 2 ejerce sobre el cuerpo 1, G es la constante de
gravitacion universal, 7} es el vector de posicion de mq, 75 es el vector de posicion
de mo y 719 es (1) — 7a)/||71 — 72|

Cuando hay N cuerpos, la fuerza total sobre el i-ésimo cuerpo es producido por los

N-1 cuerpos restantes. La fuerza total es la superposicion de todas las fuerzas Fj

tal que k # i, es decir,

. ., Gm; L
F=Y F=-Y % (75— 7). (1.15)
kit kit 175 = 7

. Gm S
a; = — Z _,—_k,Hg (7”1' - Tk). (1.16)

!Disponible en: https://ssd.jpl.nasa.gov/?horizons
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1.5.2. Generalizacion de la ley de gravitacién universal

Para empezar, se considera la interacciéon entre el Sol y los demas cuerpos del
Sistema Solar, un problema de dos cuerpos. Puesto que la masa del Sol es mucho
mayor que la masa de los deméas cuerpos del Sistema Solar, su movimiento debido a
la fuerza gravitacional es despreciable. Para simplificar, se fija el origen del sistema
de coordenadas en el centro de masa del Sol, de manera que se reduce a un problema

de un cuerpo.

1.5.2.1. Problema de un cuerpo

La ecuacion (1.14)) es

7, (1.17)

donde Mg es la masa del Sol, 7 es el vector de posicion del objeto con masa m,

r = ||7)| y 7 es el vector unitario tal que 7 = 7/r.
Recordando que
_ lﬂ _ \/ GM@/CLO
r r ’

la ecuacion ((1.14) se puede escribir como:
F = ma? = —ma,x*#. (1.18)

Pero de ([1.9) sabemos que ([1.18]) no es mas que la versién aproximada de (|[1.13])

cuando a > a,. En general, la aceleracion es

7= —aof()é (1.19)

donde f(x) esta dado por (L.13). Aunque, la direccion de @ no siempre es la misma
que @y, la version newtoniana. Segin [3], la direccion de @ y dy es la misma cuando
existen simetrias y se puede aplicar la ley de la divergencia de Gauss. Puesto que se
esta trabajando afuera del cuerpo que genera la gravedad, existe simetria esférica y

se cumple la condicion. Por lo tanto,

a= —a,f(x)r. (1.20)

11



1.5.2.2. Problema de N cuerpos

El movimiento cuando hay N cuerpos esta descrito por (|1.15]).

Sea
rie = || — 7%,
. lm,k \/ Gmk/ao
Xik = = )
Tik Tik
T
Tik - — = = -
N |
Entonces,

= . -7
Fy = mya; = Zmz@onk |7 — —»kf’
k#i

= — 2 A
F;, = m;d;, = —mya, E XikTik-
ki

La generalizacion de la aceleracion es

G = —ao »_ [ (xin) P (1.21)
ki

donde 7y es el vector unitario que apunta del centro de masa del objeto k al del

1+X1k+Xk+Xk
f(xik) = Xi ( X : 1.22
(Xik) k ) (1.22)

objeto 7 y

1.5.3. Soluciéon de las ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para la interaccién entre dos cuerpos y bajo
un potencial newtoniano tienen soluciéon analitica. Sin embargo, para la aceleraciéon
propuesta en [I] las ecuaciones se vuelven méas complicadas y es necesario aproximar
las soluciones por métodos numéricos. En el siguiente capitulo se desarrollan dos

métodos numéricos, asi como su implementaciéon a un lenguaje de programacion.
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2. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO

La ecuacién de movimiento del problema de un cuerpo con un potencial new-
toniano, ecuacion , tiene soluciéon analitica. Sin embargo, cuando se quiere
resolver un sistema de ecuaciones que describe el movimiento de N cuerpos el pro-
blema se vuelve muy complicado. Ni siquiera el problema de un cuerpo, bajo el
potencial propuesto en [I], tiene solucion analitica. Sin embargo, es posible aproxi-

mar las soluciones mediante métodos numeéricos.

2.1. Ecuaciones de movimiento

La ecuacion (1.20)) es equivalente a

d*r T
P —aof(X);v (2.1)

que es la ecuacion que rige el movimiento de un cuerpo alrededor del Sol. Bajo un
potencial newtoniano el problema se reduce a
d*r GM

ﬁ = — ’[”2 T. (22)

De la ecuacion (|1.21)) se obtiene el sistema de N ecuaciones diferenciales que describe

el movimiento de N cuerpos interactuando gravitacionalmente entre si,

&7,

T —a, > f (1) Pk,
k#1

d* Ty R

a2 —Qo Z [ (xwvk) PN
k#N
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2.2. Soluci6én analitica

Para conocer la érbita de un cuerpo de masa m orbitando alrededor de otro de
una masa mucho mayor, se puede utilizar la mecénica lagrangiana. El lagrangiano
es

L= %m(:&Z +9?) — Uz, y, 2). (2.3)

La ecuacion ([2.3)), en coordenadas polares, es equivalente a
1 .
L= 5m(7’“2 +720%) - U(r,0, ¢).

Tanto el potencial newtoniano como el que propone [I] son potenciales centrales, es
decir, U(r,0,¢) = U(r). A partir de

OL _d (oL
00  dt \ oo )’

mr = cte = L,

se obtiene

donde [ es el momentum angular. La conservacion del momentum angular implica

un movimiento en un plano (ver [9]).

oL_d (o1
or dt \or)’

ouU (r)
or

Se hace la sustitucion r = [,,/x, luego se expresa y en términos de 6 y asi obtener

De la relacion

se obtiene

m(it — r6?) = — = F(r). (2.4)

d_X_ dxdrdt  l,ldr  ml,dr

do  drdtdf  r2pdt [ dt’
Luego,
@x _ d ( mbndr\ __mindt ddr
ez do [ dt [ dfdtdt’
Px  omPly, . o mPl, P dPx
- 1 T T e T T T age
Entonces,

l2X2 d2X l2X3 lm
m |- - —r(=).
m2l3 do?>  m2l3, X
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Es decir,

d*y m 3 lm
A — _mp(m 2.5

donde F(l,,/x) = —ma,f(x). Por lo tanto,

d*x m2 3
10 X = Z—QPaof(X)- (2.6)

Al utilizar el modelo newtoniano, la ecuacion ([2.6]) se reduce a

d*x 2 ;
agz XTI

la cual es sencilla de resolver. La solucién general es
x(0) = Acos(0+6,) + B.

Al regresar a la variable r se obtiene la ecuacion

A

r) = 1+ ecos(0—6,)

(2.7)

donde A es el semi latus rectum, 6, es la rotacion del semieje mayor con respecto a
la horizontal y € es la excentricidad. Dependiendo del valor de ¢, la curva descrita
por es un circulo (e = 0), una elipse (0 < € < 1), una parabola (¢ = 1) o una
hipérbola (e > 1). Utilizando la funcion (??), la ecuacion se reduce a

d2 2ol3 1 2 3
X _mam( + X + X +x)7 2.8)

e T TP X+ X%+ X3

cuya soluciéon es mas complicada de encontrar. Sin embargo, la segunda ley de Kepler

sigue cumpliéndose y la forma de la 6rbita se aproxima a (2.7]) cuando y > 1.
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2.3. Solucién con el método de Euler

2.3.1. Problema de un cuerpo

Por medio de las Series de Taylor se puede aproximar la funcion y(t) alrededor

del punto ¢, como
z(t) =x(t,) + —|  (t—t,) + O
Sea t = t,, + h, entonces,
Tt + h) = x(t,) + ha'(t,) + O(h?),

donde 2'(t) = f(t,z) es la derivada de la funcién z. Por lo tanto, una aproximacion

a la solucion de z(t) es

T+l = Tp + hf(tna xn)a (29)

bajo la condicién inicial z(t,) = x, y h = t,+1 — t,, es el tamafio de paso.

2.3.1.1. Transformacién de la ecuacién de segundo orden a un sistema

de ecuaciones de primer orden

El método de Euler tinicamente funciona con ecuaciones de primer orden; sin
embargo, la ecuacion (2.1)) es de segundo orden. Para solucionar este problema se

define una nueva variable v tal que

dr/dt = v,
dv/dt = —a,f(x)r.

Ahora si es posible utilizar el método de Euler. El siguiente paso es expresar esta
ecuacion en términos de sus componentes (z,y, z), de tal manera que se trabaje con

magnitudes escalares. Se sabe que

A

r=2xT+yy+ 22,

y por lo tanto,
S B S TIN5
B aet Tt e
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Ademés,
TT +yy + 22

i = —aof (x) . (2.10)
(22 + 4%+ 22)1/2
Entonces,
(
T = U,
y = Uy,
z =,
(2.11)
Vg = _aof (X) %7
i}y = _aof (X) %7
\i}z - _aof (X) %
Las soluciones aproximadas de (2.11]) por medio del método de Euler son
Qo
Va(nt1) = Uz(n) — Z_X”f(X”) Ty h, (2.12a)
M
Qo
Vy(n+1) = Uy(n) — Z_an(Xn) “Yn - h7 (212b>
M
ao
Vz(n+1) = VUz(n) — Z_an(Xn) T2t h7 (212C)
M
Tyl = Tp + Vg(ny1) - 1 (2.13a)
Yn+1 = Yn + Vy(n41) * h, (213b)
Zn4l = Zn + Vz(ny1) * D (2.13¢)

Donde z,, y, y z, son las componentes de 7, = 7(t,). Ademas, x, = [,,/rn =
VGMg/a,/r,. Cuando f(x) = x* (el caso newtoniano) las soluciones de las veloci-

dades son

Tn
Uz(nt1) = Va(n) — GMo R h, (2.14a)
Yn
,Uy(n-i-l) = Uy(n) - GM@ (12 N y2 N 22>3/2 : h? (2]‘4b)
Vz(n+1) = Vz(n) — GM@ n - h. (2.140)
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2.3.2. Problema de N cuerpos

Para obtener las velocidades se utilizan las relaciones (2.12)).

U;(nﬂ) = U;(n) + aic(n) - h, (2.15a)
U;(’H‘l) - Uzl/(n) + azy(n) ’ h> (215b)
Ui(nﬂ) = Ui(n) + a’i(n) +h. (2.15¢)

En esta ocasion se esta trabajando con N cuerpos, por lo que (2.15) representa las
velocidades del i-ésimo cuerpo (indicado por el superindice). La aceleracion de cada
cuerpo a’, = (a;(n), a;(n), ai(n)> se obtiene de ([1.21]), pero expresandolo en términos

de sus componentes:

C_ii = —0Qo Z f (Xkl) 7§k7, = —0Qo Z f (sz) %7

ki ki i

ki L,

Gi=—a, Y 2 f () (7~ 7).
k

Pero,

Entonces,

G = —a0 Y 2 f () (21— 20)% + (35— )9 + (21— 24)2).

ki lm,k
Por lo tanto,
i i Xki(n) i k
Vhns1) = Vhin) = G0 ) T (Xkim)) (), — ) - b (2.16a)
ki m,k
i i Xki(n) i
Vynt1) = Vy(n) — Qo Z ﬁf (xwien)) (Ul — yk) - b (2.16b)
k#i
Vz(n+1) = Vz(n) — Qo Z ﬁf (in(n)) (28 =25 h (2.16¢)
k#i

Los superindices indican el i-ésimo cuerpo y los subindices indican la n-ésima itera-

vV Gmy/a,

i(n) — ztn — TS = .
i) = Xilt) = [ S 0]

cion. Ademas,
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Las posiciones se obtienen de manera analoga a (2.13)),

xiwrl = xi(tn+1> =Zn+ U;(mrl) - h, (2.17&)
Vo1 = ' (tns1) = Yn + Vi) - By (2.17b)
2= 2" (tns1) = 20 + vi(nﬂ) - h. (2.17¢)

2.4. Solucién con el método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta de cuarto orden es un método de integraciéon nu-
mérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y equivale a una aproximaciéon del
desarrollo en series de Taylor hasta la derivada de cuarto orden. Las iteraciones se

realizan a partir de valores iniciales.

2.4.1. Soluciéon de una ecuacion

Para la ecuacién J
T
_— = t
dt f( 7x)7

la formula para realizar las iteraciones es:

z, = x(t,), (2.18a)
h hk
h hk
2 2
]{34 = hf(ti+1, T; + h/{?g), (2186)
1

Donde x; = z(t;) es el valor aproximado de la funcién x(¢) en el tiempo ¢; e i =
0,1,2,....,T; h = At = t;;1 — t; es el intervalo entre tiempos sucesivos y T es la
cantidad total de iteraciones. Se evaltia para el tiempo en el intervalo a < t < b,

x(t,) es la condicién inicial y h = (b —a)/T.
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2.4.2. Solucion de un sistema de ecuaciones

Para un sistema de ecuaciones de valores iniciales, que también es aplicable a
ecuaciones de orden superior, el método a utilizar es el método general de Runge-
Kutta. Un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden puede expresarse

como (ver [10])

d

% = f1<t7u17u27"'7um)7
d

% = f2<t7u17u27"'7um)7
Aty

% = fm(t7u17u27"'7um)7

en el intervalo de tiempo a <t < by con valores iniciales
ul(a> - 051771/2(@) = (9, ..., um(a) = Q.

Se utiliza la notacién qj- =u'(tj), paracadat =1,2,....,myj=1,2,..,T; donde
u'(t;) es la aproximacion de la i-ésima funcion en el j-ésima iteracion. Para evitar
confusiones, el i-ésimo cuerpo se denota con un superindice de aqui en adelante. La

formula general, segtin [10], para un sistema de m ecuaciones es

KD = 11O (11505 )

para cada 7, 1,2, ...,m;

h

kS = ) (tj +3

para cada 7,1,2,...,m;

; - h
D = (tj+§

para cada 7, 1,2, ...,m;

]€<2) ]{?(m)
La"'aqm,j—i_ : )

/{3(2) k(m)
La"wqm,j—i_ 2 )

2 2

2 2

B = 0O (b g + R o B, + RS



para cada 7,1,2,...,m; y luego

0l = o+ o (K + 208 + 20+ 1))

para cada i,1,2,...,m. Primero se deben hallar los términos ki, k%, ..., k" antes de
calcular los términos k%. En general, los términos k!, k7, ..., k" se calculan antes que

1 2 m
los Ky, kifyqs o Kl

2.4.3. Problema de N cuerpos

La interacciéon gravitacional entre N cuerpos estd descrita por la ecuacion

(1.21). La aceleracion d@; depende de la posicion de todos los cuerpos del sistema, es

P Sy N bk i — Tk
a; = Qi (T, Ty ooy Ty ) = — 0y E f . .
ik ik

ki

decir,

Las ecuaciones de movimiento son

7:; = ai(F17F27 "'7FN)7

el cual es un sistema 3N ecuaciones diferenciales de segundo orden. Para utilizar el
método de Runge-Kutta se transforma a un sistema de 6N ecuaciones diferenciales

de primer orden de la siguiente manera:

0
i)

I
SL

9, (2.19a)
O(FD 7)), (2.19b)

SL
[
2y

g eeey

parai = 1,2, ..., N. Por lo tanto, (2.19) es un sistema de 6N ecuaciones diferenciales,
considerando que 7; y v; tiene tres componentes. A continuacion, se muestra el

método de Runge-Kutta aplicado al sistema ([2.19)).



Ky = h <77<2> + 5“9) :
A , 1
Ky =h (17“) + —Eé”) :

Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ([2.19) son

i y oL (i ~G) | 70
0 =0+ L (R0 4 2R 28 1 1), 220
P = 70+ 2 (R0 + 27 + 2w + /D), (2.21)

donde el superindice (¢) indica que es la solucion del i-ésimo cuerpo y el subindice

n indica que es la n-ésima iteracion.

2.5. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales deben ser tan precisas como sea posible y la herramien-
ta utilizada para obtener tales condiciones iniciales es el sistema JPL HORIZONS[
de la NASA. Este sistema tiene datos disponibles de objetos del Sistema Solar, tales
como asteroides, cometas, satélites planetarios y los 8 planetas. Esta herramiente es
recomendada para usarse por personas trabajando en dinédmica, pues los datos que

ofrece tienen muy buena precision.

Los datos pueden ser obtenidos con respecto al sistema de referencia deseado,
el cual se debe indicar en la versién telnet?| de HORIZONS. Para trabajar con el
método de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden se necesita la posicion y velocidad
para un tiempo ¢, de los ocho planetas y el asteroide o cometa que se esté estudiando.
Posteriormente se realizan las iteraciones para obtener las posiciones y velocidades

en un tiempo %,.

!Disponible en: https://ssd. jpl.nasa.gov/7horizons
2La documentacion esta disponible en https://ssd.jpl.nasa.gov/7horizons_doc
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2.5.1. Parametrizaciéon post-newtoniana (PPN)

JPL HORIZONS calcula las efemérides por medio de integracion numérica de

las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones de movimiento para masas puntuales
utilizadas por JPL. HORIZONS son

5 (T — T) 2+~ (286—1) Lk i\ 2 v;\ 2
e A BN (0 (2
i Y ki ki

. 2 5
2149 = 3 [@-m-F] 1 L s i (Fon — 72)
T ga || taa B ) T

1 /"L — — N N — — 3+47 /,LF
525 {[ri — 7] 2+ 29)7 — (1 —1—27)7"]-]} (7 — 7)) + ) SR
A i

tal como indica [12]. Los vectores 77, 7, y 7, indican la posicién, velocidad y acele-
racion del i-ésimo cuerpo con respecto al baricentro del Sistema Solar; p; = GM;
donde G es la constante de gravitacion universal y M; es la masa del j-ésimo cuerpo;
ri; = |7 — 7| es la distancia entre el i-ésimo y j-ésimo cuerpo; v; = |7] es la rapidez;
By v son parametros de PPN (en este caso, § =y = 1); ¢ es la rapidez de la luz.
Estas ecuaciones de movimiento incluyen la interacciéon con los cincos asteroides
més grandes y la expansion de las ecuaciones generales de Einstein hasta el primer

orden después de la aceleracion newtoniana.

Sin embargo, hacer un método numérico con la expansién post-newtoniana
seria computacionalmente costoso y la obtenciéon de los datos llevaria més tiempo.

Por tal razon, no se han considerado las perturbaciones relativistas en este trabajo.

2.5.2. Marco de referencia

Se utiliza un sistema en coordenadas cartesianas con el origen en el baricentro

del Sistema Solar. El baricentro se define como

B _ZAZ” (2.22)

donde
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es la masa total. Las coordenadas con respecto al baricentro son

7 =7 —R. (2.23)
Ademés, .
7 =T7—R, (2.24)
donde ,
R==—.
M

El tnico cuerpo cuya posiciéon no se puede calcular con el método de Runge-Kutta
es el Sol. Su posicién se calcula tomando en cuenta que (2.22) siempre es cero en el

sistema de coordenadas relativo al baricentro. Entonces,

1
-
TSOZ - _M mklr‘kv
O]
k#Sol
. 1
-
TSl = YA Mgy,
©]
k#£Sol

2.6. (Cobdigos en Python

Tanto el método de Euler como el método de Runge-Kutta de cuarto orden se
escribieron en el lenguaje de de programacion Python. A continuacién se muestran

los enlaces donde se encuentran disponibles los codigos de cada método.

2.6.1. Meétodo de Euler para un cuerpo

El método de Euler para la interacciéon entre dos cuerpos (que se simplifica a
1 cuerpo porque Mg > m) se encuentra en https://github.com/EBrandon1011/
mondic (version del 3 de abril de 2018). El archivo 1cuerpo.py se ejecuta desde la
terminal con el comando

python lcuerpo.py

2.6.2. Método de Euler para N cuerpos

El método de Euler para la interacciéon entre N cuerpos esta disponible en
https://github.com/EBrandon1011/NcuerposV1 (version del 10 de agosto 2018).
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El archivo Ncuerpos.py se ejecuta desde la terminal por medio de la instruccion

python Ncuerpos.py

2.6.3. Meétodo de Runge-Kutta para N cuerpos

El codigo del método de Runge-Kutta para la interaccion entre N cuerpos se
encuentra alojado en https://github.com/EBrandon1011/RK4_Ncuerpos (version
del 9 de agosto de 2018). El archivo RK4.py se puede ejecutar desde la terminal

mediante el comando
python RK4.py

El error del método de Runge-Kutta de cuarto orden es menor que el método
de Euler, pues se produce hasta el quinto orden. Por tal razon, se trabajara con el
método de Runge-Kutta. Antes de analizar las o6rbitas de asteroides y cometas, se
debe validar el codigo con datos bien conocidos, tales como las 6rbitas planetarias. La
NASA tiene una base de datos con informacion precisa de varios objetos del Sistema
Solar y servird para comparar los datos de salida del método de Runge-Kutta de

cuarto orden.
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3. VALIDACION DEL CODIGO

Por medio del método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtienen las posi-
ciones sucesivas 7(t;) a partir de las condiciones iniciales ingresadas. Los datos con
el cual se van a comparar los datos de salida del método numéricos son los datos
de JPL HORIZONS. Puesto que este sistema utiliza un potencial newtoniano para
hacer la integraciéon numérica, la validacion del cédigo debe hacerse con un potencial
newtoniano.

Se utiliza el método de Runge-Kutta para obtener las posiciones en tiempos
t, a partir de las condiciones iniciales en t,=20-Oct-2017-00:00:00 obtenido de JPL
HORIZONS. El valor de n debe ser tal que el planeta complete al menos una érbita

alrededor del baricentro del Sistema Solar.

3.1. Comparacion de los parametros de las é6rbitas

planetarias

Utilizando un potencial newtoniano, se obtienen las posiciones en intervalos
de h = 1 hora para los planetas interiores; considerando que los periodos orbitales
de los planetas exteriores son del orden de 10* dias, se usa un tamaiio de paso de
h = 1 dia para reducir el tiempo de computo. Para evitar perturbaciones por la
interaccion entre los planetas y sus satélites, se decidié trabajar con el sistema que
consta del planeta y sus satélites. La masa M es la masa total del planeta y sus
satélites, mientras que el radio 7 es la posicién su centro de masa con respecto al
baricentro del Sistema Solar.

Las orbitas planetarias no son perfectamente elipticas sino que sufren pertur-
baciones por la interaccion con el resto de objetos en el Sistema Solar. Sin embargo,
la diferencia entre la 6rbita real y la 6rbita aproximada a una elipse es muy pequena
para los 8 planetas del Sistema Solar. Las figuras [3.2] y |3.3| muestran las 6rbitas
calculadas con el método de Runge-Kutta a partir de las ecuaciones .
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Para los siguientes calculos, se aproxima la érbita a una elipse y asi, se pueden
calcular los pardmetros: semieje mayor, excentricidad y periodo. El calculo de estos
parametros se realiza con los datos de salida del método de Runge-Kutta para los 8
planetas del Sistema Solar y se compara con los datos de JPL. HORIZONS.

3.1.1. Error porcentual

El error porcentual es el error relativo multiplicado por 100 %, es decir,

— |AV| |VIPL V

E,="—1x100% = Wors = Vasl 100 %, (3.1)

JPL JPL
donde AV es el error absoluto, V., es el valor obtenido con JPL HORIZONS y

V.~ €s el valor de salida del método numérico.

3.1.2. Semieje mayor

Primero se calcula el perihelio y afelio de cada planeta, el cual es:
Tmin = ‘F(tmin) - FSOZ@min)’a

Tmax = |F(tméx) - FSol(tméX)|7

donde J
it |F(t) - FSol(t)|t:tmm =0,

d o

EN) ~ Pl =0

Ademas, t, < tpm <to + Ty t, < tmax < t, + T. El semieje mayor es
T'min + T'max

a=——"": (3.2)
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a JPL [UA] RK4 [UA] Error [%]
Mercurio  0.38718563  0.38718562 2.93 x 10~
Venus 0.72313399  0.72313396  4.01x10~°
Tierra  0.99939760  0.99939759  1.42x10~°
Marte 1.52508426  1.52508424  1.35x 107
Japiter ~ 5.19761435  5.19761433  4.92x10~7
Saturno  9.53710619  9.53710618  9.80x10~%
Urano  10.18862379 19.18862361 8.91x10~7
Neptuno 30.07184947 30.07184940 2.07x 1077

Tabla 3.1. Semieje mayor obtenido con los datos de salida con el método de Runge-Kutta
utilizando un potencial newtoniano y el semieje mayor obtenido utilizando los datos de
JPL HORIZONS.

3.1.3. Excentricidad

La excetricidad de una elipse es

Tmax — T'min (3 3)

€ = .
T'max + T'min

3.1.4.

Excentricidad JPL RK4 Error [ %]
Mercurio 0.18958907 0.18958910 1.22 x107°
Venus 0.00770823  0.00770820 3.72x107°
Tierra 0.01083549 0.01083549 5.41 x107°
Marte 0.09613062 0.09613064 1.40x107°
Jupiter 0.04913708 0.04913708 3.23x10~7
Saturno 0.05473790  0.05473790 1.87x107°
Urano 0.04731727 0.04731727  1.04x107°
Neptuno 0.00868383 0.00868383  6.06x10~°

Tabla 3.2. Excentricidad de las 6rbitas planetarias.

Periodo

El movimiento de un planeta no es estrictamente periédico cuando hay inter-

accion entre muchos cuerpos, pues se producen perturbaciones que alteran la perio-

dicidad. Aqui se define periodo como el tiempo 1" que pasa tal que |7(t,+T) —7(t,)]
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sea minimo. Por simplicidad, se fija ¢, = 0. Entonces,

d _,
A7) = 7(0)],p = 0 (3:4)

Periodo JPL [d] RK4 [d] Error [%]
Mercurio  88.000 88.000 0

Venus 224.708  224.708
Tierra 365.125  365.125
Marte 687.0 687.0
Jupiter 4332.0 4332.0
Saturno  10753.0  10753.0
Urano 30682.0  30682.0
Neptuno  60197.0  60197.0

S O O O O O O

Tabla 3.3. Periodo orbital en dias calculado con los datos de JPL HORIZONS y los datos
de salida del método numérico.

Estos parametros se han calculado en base a los datos de salida del método de
Runge-Kutta (RK4) y los datos de JPL HORIZONS (JPL). El codigo utilizado para
realizar los calculos se encuentra en https://github.com/EBrandon1011/RK_JPL
(version del 9 de agosto de 2018). El archivo ParametrosRKJPL.py se ejecuta desde

la terminal con el comando python ParametrosRKJPL.py

Segiin 3.1] 1a diferencia maxima en el semieje mayor es de 4.01 x 1076 %, que es
una diferencia hasta la octava cifra significativa si se considera la diferencia relativa

en lugar de la porcentual. La diferencia maxima para la excentricidad es de 6.06 x
107> %, segtn la tabla [3.2

Finalmente, para el periodo orbital se tiene una diferencia del 0% en todos los
casos. Fn este caso se debe a la precision por el tamano de paso h utilizado, que en
el caso de Mercurio, Venus y la Tierra fue de h = 1 hora, mientras que para el resto
de planetas fue de h = 1 dia. Entonces, para los primeros tres planetas el periodo
orbital es T' 4 0.021 dias y para es resto es T" 4+ 0.5 dias, donde 7" es el periodo
mostrado en la tabla [3.3]
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3.1.5. Grafica de las 6rbitas planetarias

Baricentro -+
1+ - Mercurio
Venus
Tierra
0.5 |- -
<
5 of 1
>
-0.5 - -
-1 -
| | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
x [UA]

Figura 3.1. Proyeccién bidimensional de las érbitas de los planetas interiores obtenidos
con el método de Runge-Kutta. Fuente: elaboraciéon propia.

Baricentro  +
Tierra ——
Marte ——
JUupiter ——
Saturno
Urano ——
Neptuno ——

y [UA]

-30 -20 -10 0 10 20 30
x [UA]

Figura 3.2. Proyeccién bidimensional de las érbitas de los planetas exteriores obtenidos
con el método de Runge-Kutta. Fuente: elaboraciéon propia.
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Baricentro +

Jupiter ———
Saturno

Urano ——

10 Neptuno ——

5 Plutbn ——
0
-5
-10
-15

45

-30

-15

0
x [UA]

15

4530

Figura 3.3. Orbita tridimensional de los planetas (se incluye Plutén). Fuente: elaboracién
propia.
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4. RESULTADOS

Después de evaluar el funcionamiento del cédigo, se procede a calcular las
orbitas de algunos objetos lejanos del Sistema Solar. La elaboracion del codigo ha
considerado tinicamente fuerzas de tipo gravitacional. El tamano de paso ha sido de
h = 1 dia. Aunque un h menor mejora la precisién de la soluciéon, su uso exige un

mayor poder de computo.

4.1. Eleccion de los objetos a analizar

Es necesario trabajar con MOND cuando los objetos tienen aceleraciones cer-
canas a a,, la cual se alcanza cuando r &~ 7000 UA, siendo r la distancia al baricentro
del Sistema Solar. Por lo tanto, los cometas o asteroides con los cuales se vaya a
trabajar deben estar a distancias del orden de miles de UA. Algunos de los cometas

y asteroides con tales caracteristicas se muestran a continuacion.

Asteroide Semieje mayor [UA|
2002 RNy 1085.791199096

2005 VX3 1654.2052452174
2012 DRy 1099.6138709472
2013 BLr 1222.9151180805
2014 FE4, 2109.4890775318
2016 FLsg 1237.1688136057
2017 MB~ 2987.06764

Tabla 4.1. Lista con algunos de los asteroides con semieje mayor superior a 1000 UA.
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Cometa Semieje mayor [UA]

C/1995 O1 182.05
C/1999 F1 6698.27
C /2002 K1 9430.95
C/2005 L3 13392.59
C/2008 C1 101627.54
C/2010 J2 6273.91
C /2012 LP26 8943.49
C/2013 J5 7151.19
C/2014 N2 4746.54
C/2014 Q6 6882.79
C/2016 R2 742.39
C/2017 U2 8555.4

Tabla 4.2. Lista con algunos de los cometas con semieje mayor superior a 1000 UA,
ademas del cometa C/1995 O1 (Hale-Bopp) y C/2016 R2.

4.2. Orbitas

Se generan dos orbitas completas utilizando un potencial newtoniano y un
potencial mondiano para los cometas C/1995 O1 (Hale-Bopp) y C/2016 R2, asi como
para el asteroide 2014 FE+,. El marco de referencia con el cual se esta trabajando
ubica el baricentro del Sistema Solar en su origen. Por lo tanto, las érbitas tienen

su foco en el baricentro y no en el Sol.

4.2.1. Cometa C/1995 O1

Se calcula la ¢rbita del cometa Hale-Bopp a partir de las siguientes condiciones

iniciales:
z |km] y |km] z |km]
R 931116 x 107  —4.17570 x 108 1.33909 x 108
o 68.46019 213.4455 90.23378
v, [km/s| vy |km/s| v, [km/s]
U —4.96571 22.6991 6.77545

7, 5.06398 x 107% 2.01786 x 107>  7.48829 x 107°

Tabla 4.3. Condiciones iniciales del cometa C/1995 O1 con sus incertezas.
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z [UA]

Figura 4.1. Orbita

T T T T T T T T R T T
Baricentro <~—
IN

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

x [UA]

del cometa C/1995 O1 con la funcién (1.22)). Fuente: elaboracion

propia.
Mond Tmax [UA]  7mm [UA]  a [UA] e T |atios|
la. Orbita  354.558 0.869 177714 0.99511025 2365.80
2a. Orbita  400.791 0.755  200.773 0.99624065 2143.04

Tabla 4.4. Parametros de las orbitas del cometa C/1995 O1 bajo un potencial mondiano.
Fuente: elaboracion propia.

z [UA]

T T T
Baricentro ——

Figura 4.2. Orbita del cometa C/1995 O1 bajo un potencial newtoniano. Fuente: elabo-

raciéon propia.

Las figuras[4.1]y [£.2) muestran que las 6rbitas son cerradas, independientemente

del potencial que se use. Segun las tablas[4.4]y [£.5]indican que las 6rbitas bajo el po-

tencial propuesto por [I] tienen mayor excentricidad a las newtonianas. Sin embargo,

no se observa ningin otro patréon, lo cual puede deberse a que las perturbaciones
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que sufre el cometa por su interacciéon con los planetas dependen del potencial. En la
figura[4.3]se observa que los dos potenciales reproducen una trayectoria muy similar
para la primera orbita, pero en la segunda difieren visiblemente, una evidencia de
que han sido las perturbaciones de los planetas los que han modificado la 6rbita y

no el tipo de potencial.

Newton Tmax [UA]  7mm [UA]  a [UA] e T |atios|
la. Orbita  355.670 0.919 178.294  0.99484696 2379.21
2a. Orbita  318.991 0.920  159.955 0.99424889 2021.73

Tabla 4.5. Parametros de las orbitas del cometa C/1995 O1 bajo un potencial newtoniano.
Fuente: elaboracién propia.

50 T T T T T T T T T T
Baricentro A
Newton L
0 Mond 7

z [UA]

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x [UA]

Figura 4.3. Orbitas del cometa C/1995 O1 con la funcion (1.22)) y con f(x) = x?2. Fuente:

elaboracién propia.

4.2.2. Cometa C/2016 R2

A partir de las siguientes condiciones iniciales se calcula la 6rbita con el método

de Runge-Kutta.

x |km)] y |km] z |km)|
R 121159 x 108 4.32996 x 10 —7.81953 x 107
ol 90.67405 204.8983 60.7590
v, [km/s| vy |km/s] v, [km/s]
U —13.05507 —2.37567 20.14253

G, T7.8983x107% 9.990 x 1075  1.3686 x 107°

Tabla 4.6. Condiciones iniciales del cometa C/2016 R2 con sus incertezas.
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200 T T T T T T T T T T
Baricentro +

-200 1

-400 | 4

y [UA]

-600 1

-800 b

-1000 [ b

_1200 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

x [UA]
Figura 4.4. Orbita del cometa C/2016 R2 con la funcién (1.22). Los simbolos x estan

separados en los mismos intervalos de tiempo, por lo que una mayor separaciéon espacial
indica velocidades més altas. Fuente: elaboraciéon propia.

Mond Tmax [UA]  7mm [UA]  a [UA] e T |anios|
la. Orbita 1127.462 2.607 565.034  0.99538658 11818.91
2a. Orbita 1278.231 2.603 640.417 0.99593498 16098.07

Tabla 4.7. Parametros de las 6rbitas del cometa C/2016 R2 bajo el potencial de Mendoza
et al.

200 T T T T T T
o Baricentro 4’»

-200 .
-400 1
-600 - .
-800 - .

y [UA]

-1000 |- 1
-1200 1
-1400 1
-1600 | 1
-1800 - 1

-2000 I I I I I I
-50 0 50 100 150 200 250 300

x [UA]

Figura 4.5. Orbita del cometa C/2016 R2 bajo un potencial newtoniano. Los simbolos
X con una mayor separacién espacial indican que el cuerpo lleva velocidades mas altas.
Fuente: elaboracion propia.
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Newton Tmax [UA]  7mm [UA]  a [UA] e T |atios|
la. Orbita  1795.87 2.608 899.241 0.99709973 12212.02
2a. Orbita  1972.687 2.609 987.648 0.99735845 31019.20

Tabla 4.8. Parametros de las 6rbitas del cometa C/2016 R2 bajo un potencial newtoniano.

200 T T T T T

T
Newton

Mond 7
Baricentro qr |

-200
-400
-600 -
-800 -
-1000 |-
-1200 |
-1400 -
-1600 [
-1800 -

-2000 I I I I I I
-50 0 50 100 150 200 250 300

x [UA]

y [UA]

Figura 4.6. Orbitas del cometa C/2016 R2 bajo un potencial newtoniano y un potencial
mondiano. Fuente: elaboracién propia.

Se observa en las tablas 1.7 y que el periodo orbital bajo un potencial
mondiano es mas pequeno y en consecuencia, su semieje mayor y excentricidad es
menor que la de la 6rbita bajo un potencial newtoniano, tal como se observa en la
figura [£.6] Las figuras [4.4] y se han incluido para ver la érbita que reproduce
cada potencial con mayor claridad, asi como para tener una idea de las velocidades

que lleva en cada parte de su trayectoria.
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4.2.3. Asteroide 2014 F E;

A partir de las siguientes condiciones iniciales se calculan las 6rbitas del aste-

roide bajo un potencial newtoniano y bajo el potencial que propone [I]:

x |km] y |km)] z |km)|
R —8.74340 x 10° —1.20596 x 10° —1.71280 x 10°
o 1.11197 x 106 1.64052 x 10° 2.24467 x 10°
vy |km/s v, |km/s| v, [km/s]
U —2.49744 —4.38086 —1.88644
G, 286447 x 1072 5.02420 x 103 6.12826 x 103

Tabla 4.9. Condiciones iniciales del asteroide 2014 F Ero.

500 T T T T T T
Baricentro +

-500 1

-1000 | 1

y [UA]

-1500 1

-2000 1

-2500 1

-3000 1 1 1 1 1 1
-200 0 200 400 600 800 1000 1200

x [UA]

Figura 4.7. Orbitas del asteroide 2014 FE7y con la funcion . Los simbolos x es-
tan igualmente espaciados temporalmente; por lo tanto, mientras mas separados estén
espacialmente, implica que el asteroide tiene una mayor velocidad en ese punto. Fuente:
elaboracién propia.

Mond Tmax [UA|  7mm [UA]  a [UA] e T |atnios|
la. Orbita 2784.339  36.1879 1410.264 0.97433959 51650.04
2a. Orbita 2782.035  36.202  1409.118 0.97430871 51592.00

Tabla 4.10. Parametros de las 6rbitas del asteroide 2014 F' E75 bajo el potencial de Men-
doza et al.
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Figura 4.8. Orbita del asteroide 2014 F E73 bajo un potencial newtoniano. Se muestran
dos orbitas, las cuales se superponen. Fuente: elaboriaciéon propia.

Newton Tmax [UA|  7mm [UA]  a [UA] e T |atios|
la. Orbita  3060.206 36.393  1548.300 0.97649462 60881.83
2a. Orbita 3066.146  36.601  1551.373 0.97640743 61063.21

Tabla 4.11. Parametros de las 6rbitas del asteroide 2014 F'E75 bajo un potencial newto-
niano.

500 T T T T T T T
Mond
Newton
0r Baricentro i’r .
-500 B
— -1000 B
<
2
> .1500 | B
-2000 B
-2500 B
_3000 1 1 1 1 1 1 1
-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400

x [UA]

Figura 4.9. Orbita del asteroide 2014 FE75 bajo un potencial newtoniano y bajo un
potencial mondiano. Fuente: elaboracién propia.

En las tablas N se observa que tanto el semieje mayor como la excen-
tricidad de la primera y segunda 6rbita tienen medidas muy similares. Sin embargo,
en la figura [4.7) se observa que tiene cierta precesion, mientras que la orbita bajo el

potencial newtoniano se mantiene mas estable.
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4.3. Velocidades

A continuacién se muestran las velocidades cuando se termina una 6rbita. En
Ty aparecen las velocidades iniciales, en T3 son las velocidades en el punto cuando se
termina un orbita, que serian las nuevas condiciones iniciales para la segunda 6rbita

y en T5 son las velocidades cuando finaliza la segunda o6rbita.

4.3.1. C/2016 R2

En las tablas y se muestran las velocidades del cometa C/2016 R2. Sin
embargo, las velocidades aumentan y disminuyen, por lo que no se puede concluir
acerca de su comportamiento para tiempos posteriores. Estos cambios se deben a

las perturbaciones por la interacciéon con los planetas.

Mond v, [km/s| v, [km/s] v, [km/s| |v| [km/s]

Th -13.055 -2.376 20.143 24.121
Ty -13.002 -2.175 20.130 24.063
15 -13.063 -2.287 20.186 24.153

Tabla 4.12. Velocidades de C/2016 R2 bajo el potencial que propone [1].

Newton wv, [km/s| v, [km/s| v, [km/s| |v]| [km/s]

Th -13.055 -2.376 20.143 24.121
Ty -13.075 -2.419 20.143 24.135
T, -13.061 -2.261 20.089 24.068

Tabla 4.13. Velocidades de C/2016 R2 bajo un potencial newtoniano.

4.3.2. 2014 FEr

Las perturbaciones de los planetas sobre este asteroide son minimas, por lo que
siguen un patrén de comportamiento especifico. En este caso, en las tablas y
[4.13] se observa que la rapidez va disminuyendo después de cada orbita, pero para
el potencial de [I] la disminucién es més pronunciada. Sin embargo, no se puede
concluir a partir de este tnico asteroide. Es necesario estudiar mas objetos que no
interaccionen tanto con los planetas y asi, determinar si el potencial newtoniano

modificado el que provoca la disminuciéon de la rapidez de los objetos.
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Mond v, [km/s| v, [km/s| v, [km/s| |v| [km/s|

Th -2.497 -4.381 -1.886 5.384
Ty -2.563 -4.308 -1.871 5.351
15 -2.623 -4.235 -1.855 5.316

Tabla 4.14. Velocidades de 2014 FE72 bajo el potencial que propone [IJ.

Newton v, [km/s| v, [km/s| v, [km/s| |v]| [km/s]

Th -2.497 -4.381 -1.886 5.384
Ty -2.491 -4.380 -1.885 2.380
T, -2.484 -4.379 -1.884 5.375

Tabla 4.15. Velocidades de 2014 FE72 bajo un potencial newtoniano.

4.4. Tiempo de coOmputo

Considerando el tiempo de computo de estos tres objetos, se realiza un ajuste

lineal utilizando los siguientes datos:

Iteraciones  Tiempo [min]
2000000  108.9363160492
20000000  993.4082036967
40000000  1953.5869359167
95000000  4585.7782202833

110500000 4765.5716056

Tabla 4.16. Tiempo de computo en minutos en funcién del ntmero de iteraciones.

t = (4.56329 & 0.1323) x 10~°n, (4.1)

donde t estda en minutos y n es el namero de iteraciones. Por ejemplo, si se hace el
célculo para el cometa C/2016 R2 con tamano de paso h =1 hora, el tiempo total
de computo seria

t = 365.1 & 10.58 horas
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Figura 4.10. Los simbolos * son los datos medidos y la recta es el ajuste lineal (4.1J).
Fuente: elaboracién propia.

El ordenador que se utilizo tiene las siguientes caracteristicas:

Sistema operativo de 64 bits
Memoria RAM de 16 GB
Procesador Intel core 17-7700 CPU de séptima generacion
(Quad Core, 8 MB, 8T, 3.6 GHz, 65 W)

4.5. Analisis de error

Recordando, el método de Runge-Kutta es una aproximacion de cuarto orden.
Entonces,
x(t,) =T, + O(h°) =~ T, + kh°.

En esta aproximacion se ha supuesto que el término de quinto orden kh® es mucho
mayor que el resto, por lo tanto, el error de truncamiento local es e, = kh®.

Sea T(t) una aproximacion con h/2,
o(t,) =~ Tp + k(h/2)° + k(h/2)° =T, + 2k(h/2)°.

Despejando kh®, se obtiene

e — kit — 2 [Tn — T (4.2)
n 24_1 n n| - N
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A continuacién se muestran la graficas de kh® para las funciones z(t), y(t), 2(t) del

cometa C/2016 R2 para las primeras 10° iteraciones. En este caso se ha utilizado

un tamano de paso h =1 dia.
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Figura 4.11. Error relativo k,h° para la funcién z(¢). Fuente: elaboraciéon propia.
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Figura 4.12. Error relativo k,h® para la funcién y(t). Fuente: elaboracién propia.

j j j j
o 20000 40000 60000 80000 100000
t [dias]

Figura 4.13. Error relativo k,h° para la funciéon z(t). Fuente: elaboraciéon propia.
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4.6. Discusion de resultados

Para los dos objetos cuyo afelio es mayor que 1000 UA, las 6rbitas mondianas
obtenidas son méas pequenas que las 6rbitas newtonianas. El periodo orbital de un
cuerpo bajo un potencial mondiano es menor, lo cual se explica con el hecho de que
la rotacion sucede més rapido cuando se esta bajo la influencia de un potencial mon-
diano. Para el cometa C/2016 R2 y para el asteroide 2014 FEro, las 6rbitas sucesivas
van aumentando de tamano. Este comportamiento se puede analizar analiticamente
considerando un movimiento en dos dimensiones e interacciéon entre dos cuerpos. La

velocidad del cuerpo no es puramente angular sino que es
v =7 + 100, (4.3)

La magnitud de r determina qué tanto aumenta el tamano de la orbita, lo cual se
explica analizando la aceleracion del objeto. Segun [9], la aceleracion en coordenadas
polares es

P <7~ - r(9)2> P+ (ré + 7*9) 0,
pero a partir de ((1.20)) se observa que no hay aceleracion angular. Igualando la parte

radial de la aceleracion, se obtiene

i = 1(0)* = —a,f(x).

Considerando la conservacién del momentum angular, mr20 = [, siento [ el momen-
tum angular. Entonces,
l2
F=——7—aof(X)-
53 (x)
Tomando en cuenta que la magnitud de la aceleracion newtoniana es menor (ver la

figura [1.6)), es decir,
‘fMond(X)’ > ‘fNewton(X)‘>

se concluye que,

"';Mond < ’i;Newton- (44)

Lo que la relacion indica es que la razoén a la cual aumenta la velocidad radial
es menor para un potencial mondiano y eso implica que la distancia r es, en general,
mas grande si el objeto esta bajo un potencial newtoniano. En las figuras[4.9y [4.6] se
observa que las 6rbitas newtonianas son més elongadas que las mondianas, a pesar

de haberse calculado con las mismas condiciones iniciales.
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Es interesante la segunda orbita del cometa C/1995 O1 (tablas y [4.11)),
pues tanto el periodo como el semieje mayor para el caso newtoniano son menores.
Esto parece estar en contradiccion con ; sin embargo, hay que recordar que
la relacion (4.4) es solo una aproximacion, pues se ha considerado la interaccion
entre dos cuerpos y es mas precisa cuando el cometa se encuentra mas alejado del
baricentro del Sistema Solar, pues la interaccién es similar a la que tendria con
un cuerpo ubicado en el baricentro y cuya masa fuera igual a la masa encerrada
por la é6rbita del cometa. Este comportamiento se puede explicar por la interaccion
que tiene con los planetas (en especial Jupiter) cuando su distancia al baricentro es
menor que 30 UA (medida del semieje mayor de Neptuno).

Las orbitas de los tres objetos estudiados son cerradas, pero inestables. Las
orbitas de C/2016 R2 y C/1995 O1 son inestables, independientemente del potencial
bajo el cual se esté llevando a cabo su interaccion; esto implica que la inestabilidad
es causada por la interacciéon con los planetas del Sistema Solar.

La ventaja de haber estudiado el asteroide 2014 FE75 es que rpu, =~ 36 UA, es
decir, que no llega a estar adentro del area de mayor interaccion con los planetas y
en consecuencia, su estabilidad no deberia verse afectado al mismo nivel que los dos
cometas. La orbita de 2014 FE;2 bajo un potencial newtoniano parece ser estable,
segtin la figura 4.8 En la tabla se observa que si cambia ligeramente y este
cambio puede ser debido a la leve interacciéon con los planetas o a la propagacion
del error en el método numérico; sin embargo, la diferencia en el semieje mayor solo
ha sido del 0.20 %. Por otro lado, las 6rbitas bajo el potencial de Mendoza el al. si
son visiblemente inestables y en esta ocasion, no es causada por la interaccién con

los planetas, pues esas perturbaciones despreciables a esta escala.
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CONCLUSIONES

. Los cuerpos sobre los cuales es necesario aplicar un potencial mondiano en
un sistema con masa M =~ 1M, son aquellos que se ubican a distancias de
alrededor de 7000 UA del baricentro.

. Los planetas del Sistema Solar influyen mucho en la forma de la érbita de los
asteroides y cometas. La interacciéon con los planetas hace que se pierda la

periodicidad de la 6rbita de un cuerpo que cruza el Sistema Solar.

. Las orbitas con semieje mayor del orden de 1000 UA son inestables cuando el

objeto esta bajo un potencial mondiano.

. Las orbitas de los cuerpos bajo un potencial mondiano tienen una excentricidad

menor que cuando se considera un potencial newtoniano.
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RECOMENDACIONES

Realizar los célculos con diferentes tamanos de paso h para un mismo cuerpo,

de manera que se minimice la propagaciéon de error por el método numérico.

Optimizar el coédigo para poder realizar calculos sobre intervalos de tiempo
mayores y tamanos de paso menores, sin que se requiera mayor tiempo de
computo. Puede ser mediante la implementacion de un codigo que utilice ta-

manos de pasos h variables.

Considerar las fuerzas no gravitacionales en las ecuaciones de movimiento de
un cometa, tales como el efecto de cohete cuando pasa cerca del Sol y la presion

de radiacion.

Tomar en cuenta la interaccion con méas cuerpos en el Sistema Solar, tal como

los planetas enanos y los asteroides de mayor masa.
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