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OBJETIVOS

General

Estudiar el efecto Hall cuántico entero, fraccionario y el caso especial del efecto
Hall relativista en el grafeno para poder obtener el orden topológico del efecto Hall
y explorar la forma de aplicarlo a la simulación y computación cuántica.

Específicos

1. Obtener la cuantización de Landau y los niveles de Landau para calcular la
cuantización de la resistencia de Hall, tanto para el caso entero como para el
caso fraccionario e interpretar su comportamiento.

2. Describir la estructura del grafeno, la banda electrónica del grafeno y aplicar
los resultados para el cálculo del hamiltoniano de Dirac; útil en la descripción
de los electrones en el grafeno y obtener los niveles de Landau relativistas los
cuales describen el efecto Hall relativista en el grafeno.

3. Desarrollar la teoría de Laughlin para obtener los estados de los electrones en
un sistema de Hall fraccionario y aplicarla en la estadística fraccionaria con el
objetivo de describir las partículas con carga fraccionaria.

4. Introducir la caracterización y clasificación de los órdenes topológicos para
obtener el orden topológico del efecto Hall cuántico fraccionario.

vii



INTRODUCCIÓN

El efecto Hall cuántico (QHE, por sus siglas en inglés) aparece en sistemas
electrónicos bidimensionales sometidos a campos magnéticos muy fuertes. Desde el
descubrimiento fenomenológico de su versión entera (IQHE) en 1980 por Klitzing [19]
y posteriormente su versión fraccionaria (FQHE) en 1982 por el grupo de Tsui y por
Laughlin [22, 20], el estudio de este fenómeno cuántico ha revelado nuevos fenómenos
físicos. Esto, junto con la jerarquía de estructuras [15, 17, 18], indica que los sistemas
de electrones que muestran un efecto Hall cuántico, en específico el fraccionario,
contienen estructuras internas bastante complejas, también conocidos como líquidos
cuánticos (FQH). La estructura interna de estos sistemas representa un nuevo estado
de la materia por lo que ha sido necesario desarrollar nuevos conceptos y nuevas
técnicas para entender estos nuevos estados.

La forma de caracterizar nuevos estados de la materia es una de las tareas
más básicas de la rama de la física de la materia condensada, para la mayoría de
sistemas se puede aplicar el punto de vista de Landau en el que los distintos estados
de la materia son caracterizados por sus simetrías, tanto aquellas que se preservan
en el estado fundamental como las que se rompen. Esto se puede describir utili-
zando parámetros de orden que caracterizan transiciones de fase [43]. Sin embargo
los líquidos cuánticos no cumplen con este paradigma, ya que no existe simetría o
parámetros locales que distingan los estados cuánticos de Hall.

El primer intento de caracterizar la estructura interna de los líquidos cuánticos
fue propuesto por Girvin y McDonald [14], donde demostraron que un líquido cuán-
tico puede describirse en términos de la teoría de Ginzburg-Landau-Chern-Simons
[36], sin embargo al momento de intentar explicar algunos líquidos cuánticos no abe-
lianos no se puede utilizar la teoría de Ginzburg-Landau-Chern-Simons. Por lo tanto
se necesita una forma más generalizada para caracterizar los estados de la materia.

La estructura interna de estos líquidos cuánticos es universal en el sentido de
que se puede mantener su estructura aunque sea sometida a perturbaciones arbi-
trarias. Estas estructuras representan una nueva fase en el diagrama de fases [43],
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por lo tanto los líquidos cuánticos FQH representan un nuevo estado de la materia
que se puede describir a partir del concepto de órdenes topológicos introducidos por
X.G. Wen [9, 34]. Este orden topológico es capaz de describir este nuevo tipo de
estado de la materia y que es universal en el sentido que los órdenes topológicos son
independientes de las perturbaciones que puedan existir en un sistema.

En este trabajo de graduación se quieren presentar las ideas y el desarrollo
teórico que describe el efecto Hall cuántico entero, el fraccionario y el caso especial
en el grafeno en el que los electrones muestran velocidades relativistas. Esta base
teórica se utiliza para poder mostrar el comportamiento de los electrones en el efecto
Hall cuántico fraccionario que se ha mencionado anteriormente, el cual da origen a
líquidos cuánticos FQH y que hacen necesaria la introducción de la idea de orden
topológico para poder describir este nuevo estado exótico de la materia.

x



1. EFECTO HALL CUÁNTICO ENTERO

1.1. Efecto Hall clásico

El efecto Hall clásico fue descubierto en el año 1879 por Edwin Hall y es
el resultado del movimiento de partículas cargadas en un campo magnético [12].
Consideremos un campo magnético, B, en la dirección de ẑ, los electrones están
restringidos a moverse en el plano (x, y) y una corriente I que va en la dirección
de x̂. El efecto Hall ocurre cuando este arreglo induce un voltaje de Hall, VH , en la
dirección de ŷ. Como se muestra en la figura 1.1.

Modelo de Drude

Para tener una descripción cualitativa del efecto Hall podemos considerar el
modelo de Drude de transporte de carga. En este modelo tenemos un campo eléctri-
co, E, que acelera a los portadores de carga y en ausencia de un campo magnético B

se traduce en una corriente en la dirección de E. También consideramos un término
de fricción lineal causado por cualquier cosa que se oponga al movimiento de las
cargas. Entonces la ecuación de movimiento está dada por [40]

dp

dt
= −e

(
E +

p

me

×B

)
− p

τ
, (1.1)

Figura 1.1. Diagrama del montaje experimental del efecto Hall, en el cual el paralelogramo
representa la placa metálica, por la que circula una corriente Ix y está sometida a un campo
magnético externo B el cual genera el voltaje de Hall VH . Fuente: D. Tong[12]
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donde al considerar el transporte de partículas con cargas negativas como los elec-
trones, se toma una carga q = −e que representa la carga del electrón, me es la masa
del electrón y τ es un coeficiente llamado tiempo de dispersión que se puede inter-
pretar como el tiempo medio entre las colisiones. Las características macroscópicas
propias del transporte de cargas, como la resistividad y conductividad del sistema,
se obtienen de la solución estática de la ecuación de movimiento (1.1) con dp

dt
= 0, y

como nuestro sistema es de dos dimensiones, p = (px, py). Se obtienen entonces las
siguientes ecuaciones

eEx = −eB
me

py −
px
τ
,

eEy =
eB

me

px −
py
τ
,

de donde se puede reconocer que aparece un frecuencia característica conocida como
frecuencia de ciclotrón

ωC =
eB

me

, (1.2)

esta frecuencia caracteriza el movimiento de ciclotrón de las partículas cargadas en
un campo magnético. Por otra parte, con la ayuda de la conductividad de Drude
[12]

σ0 =
ne2τ

me

, (1.3)

se pueden reescribir las ecuaciones de movimiento de la forma

σ0Ex = −en px
me

− en py
me

(ωCτ)

σ0Ey = en
px
me

(ωCτ)− en py
me

,

por otro lado también se puede considerar la densidad de corriente

j = −en p

me

, (1.4)

en su forma matricial, E = ρj, para obtener el tensor de resistividad, es importante
resaltar que en este contexto la cantidad n denota la densidad de electrones que
genera la densidad de corriente j

ρ = σ−1 =
1

σ0

(
1 ωCτ

−ωCτ 1

)
=

1

σ0

(
1 µB

−µB 1

)
, (1.5)
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el término que se introdujo en el último paso es conocido como movilidad y está
definido de la siguiente forma [12]

µ =
eτ

me

. (1.6)

En la ecuación (1.5) se puede identificar la resistividad de Hall que se encuentra en
la anti-diagonal del tensor de resistividad

ρH =
ωCτ

σ0

=
B

en
, (1.7)

además, a partir de la resistividad (1.5), es fácil obtener la conductividad simple-
mente invirtiendo la matriz,

σ = ρ−1 =

(
σL −σH
σH σL

)
, (1.8)

con σL = σ0� (1 + ω2
Cτ

2) y σH = σ0ωCτ� (1 + ω2
Cτ

2). Usando estas expresiones
el límite teórico en el cual las impurezas se desvanecen se da cuando ωCτ −→ ∞,
tiempos de dispersión bastante grandes. Para este límite los tensores de resistividad
y conductividad toman la forma

ρ =

(
0 B

en

− B
en

0

)
, σ =

(
0 − en

B

− en
B

0

)
. (1.9)

1.2. Cuantización de Landau

Para poder entender el efecto Hall cuántico, es importante entender el con-
cepto de los niveles de Landau; que no es más que la cuantización de la energía
cinética de una partícula libre cargada en dos dimensiones, sometida a un campo
magnético perpendicular. Esta cuantización sirve para estudiar lo que sucede en el
efecto Hall con una sola partícula con lo cual se puede hacer la estadística sobre el
comportamiento colectivo de varias partículas que se someten a esas condiciones.

Consideremos el hamiltoniano para una partícula libre en dos dimensiones, a
la que posteriormente se le dará un tratamiento cuántico. Como este hamiltoniano
es invariante ante traslaciones, el momentum p = (px, py) es una cantidad que se
conserva en la ausencia de un campo magnético externo. En mecánica cuántica esto
significa que el operador de momentum conmuta con el hamiltoniano, [p, H] = 0, lo
que implica que comparten autovectores [3]

3



Hamiltoniano para una partícula libre

El hamiltoniano para una partícula libre, para el caso no relativista está dado
únicamente por su energía cinética y se expresa de la forma

H =
p2

2m
, (1.10)

en términos de la masa m de la partícula. Sin embargo nos interesa el movimiento
de los electrones en algún material, por lo que la descripción del movimiento de un
electrón libre en una estructura cristalina parece poco apropiado. Una partícula en
una red no se puede describir por la ecuación (1.10) sino que es necesario definir el
hamiltoniano

H =
p2

2m
+

N∑
i

V (r− ri), (1.11)

donde el último término representa el potencial electrostático causado por los iones
que se sitúan en los sitios ri de la red. Tomando esto en cuenta, el hamiltoniano
ahora depende de la posición r de la partícula con respecto a los iones, y por lo
tanto el momentum p ya no es una constante de movimiento.

Este problema se puede resolver con ayuda del teorema de Bloch [40], el cual
establece que aunque una traslación espacial arbitraria no sea una operación simé-
trica permitida, como en el caso de una partícula libre (1.10), el sistema es invariante
ante una traslación por un vector arbitrario si la extensión de la red es infinita. De la
misma manera que para una partícula libre, donde se define el momentum como un
generador de una traslación espacial, se puede definir un generador de una traslación
de red. Este generador es llamado momentum de la red o cuasimomentum.

Como consecuencia de que las traslaciones de red son discretas, no todos los
valores de este cuasimomentum tienen interpretación física, sino que únicamente
aquellos que se encuentran dentro de la primera zona de Brillouin [40]. En un cristal,
los electrones pueden ser descritos en términos de un hamiltoniano H(px, py) si se
tiene en mente que el momentum p en esta expresión es un momentum de la red
restringido a la primera zona de Brillouin. Sin embargo, es importante notar que,
aunque la mayoría de veces se puede escribir el hamiltoniano resultante de la forma
(1.10), la masa generalmente no es la masa del electrón libre sino la masa de banda
mb que toma en cuenta características de la banda de energía.
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1.3. Hamiltoniano para campos magnéticos distin-

tos de cero

En esta sección se analizará el comportamiento de las partículas al ser sometidas
a un campo magnético, para esto se comenzará introduciendo la sustitución de
Peierls a partir de la cual se obtendrán las relaciones de conmutación útiles para
obtener la cuantización de Landau más adelante.

1.3.1. Acoplamiento mínimo y sustitución de Peierls

Para describir electrones libres sometidos a un campo magnético, se necesita
reemplazar el momentum de la partícula por su forma invariante de gauge

p −→ Π = p + eA(r), (1.12)

donde A(r) es el potencial vectorial que se genera a partir del campo magnético
∇×A(r) [39]. La ecuación (1.12 que también se conoce como la sustitución mínima,
la cual es una transformación canónica, que se demuestra más adelante obteniendo
las relaciones de conmutación canónicas y verificando que estas se mantienen.

Para el caso de electrones en una red, esta sustitución no es tan sencilla debido
a la presencia de varias bandas de energía [3]. Además el potencial vectorial no
se encuentra ligado, incluso para un campo magnético finito; como por ejemplo el
gauge de Landau, definido como

A(r) = B(−y, 0, 0). (1.13)

Para este caso, el valor del potencial vectorial A(r) puede ser tan grande como
B×Ly. Donde Ly es la extensión macroscópica del sistema en la dirección de ŷ. Sin
embargo, la sustitución del momentum mecánico que se muestra ecuación (1.12), se
conoce como la sustitución de Peierls la cual aplica para un sistema de electrones
en una red. Esta sustitución (1.12) se cumple siempre y cuando la distancia a entre
los puntos de la red es más pequeña que la longitud magnética definida como

lB =

√
~
eB

, (1.14)

que es la escala de longitud magnética fundamental en presencia de un campo mag-
nético. Con la ayuda de la sustitución de Peierls, se puede escribir la expresión para
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el hamiltoniano de una partícula cargada en presencia de un campo magnético, sim-
plemente si se reemplaza la expresión del momentum en el hamiltoniano en ausencia
de un campo magnético, por el momentum (1.12)

H(p) −→ H(Π) = H(p + eA) = HB(p, r), (1.15)

como el potencial vectorial tiene una dependencia espacial, el hamiltoniano ya no es
invariante ante traslaciones, y el momentum p ya no es una cantidad conservada.
Aplicando esta sustitución a la ecuación (1.10), el hamiltoniano en presencia de un
campo magnético para el caso clásico estaría dado por

HB =
[p + eA]2

2m
. (1.16)

1.3.2. Análisis cuántico del hamiltoniano

Para poder analizar el hamiltoniano en la ecuación (1.16) desde el punto de
vista de la mecánica cuántica, se puede usar un método estándar, conocido como
la cuantización canónica [41]. En este método se interpretan las cantidades físicas
como operadores que actúan sobre vectores de estado en un espacio de Hilbert. Por
lo tanto en el hamiltoniano (1.16), las cantidades físicas básicas en el argumento de
H son la posición r = (x, y) y el momentum canónico p = (px, py) que cumplen con
las relaciones de conmutación canónicas [41]

[x, px] = i~, [y, py] = i~ y [x, y] = [px, py] = [x, py] = [y, px] = 0, (1.17)

lo que significa que cada componente del operador de posición no conmuta con
el momentum canónico asociado a esa dirección. Esta no conmutatividad entre la
posición y su momentum asociado es el origen del principio de incertidumbre de
Heisenberg [12], el cual establece que no se puede saber con precisión la posición y
el momentum de una partícula al mismo tiempo, ∆x∆px & h y ∆y∆py & h.

Como consecuencia de las relaciones de conmutación en (1.17) las componentes
del momentum invariante de gauge ya no conmutan entre ellas

[Πx,Πy] = [px + eAx(r), py + eAy(r)] = e ([px, Ay]− [py, Ax]) (1.18)

= e

(
∂Ay
∂x

[px, x] +
∂Ay
∂x

[px, y]− ∂Ax
∂x

[py, x] +
∂Ax
∂y

[py, y]

)
,
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en donde se utilizó la relación expuesta por Goerbig en [3]

[O1, f(O2)] =
df

dO2

[O1,O2], (1.19)

entre dos operadores arbitrarios, de los cuales su conmutador es un número com-
plejo o un operador que conmuta con O1 y O2. Con la ayuda de las relaciones de
conmutación en 1.17, el conmutador en 1.18 da como resultado

[Πx,Πy] = −ie~
(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
= −ie~ (∇×A)z = −ie~B, (1.20)

y en términos de longitud magnética (1.14),

[Πx,Πy] = −i~
2

l2B
. (1.21)

Esta ecuación nos da la relación de conmutación para las componentes del
momentum invariante de gauge, relación que tiene características importantes, ya
que es una transformación canónica en la que se puede interpretar a uno de los
elementos Πi como una coordenada y el otro como su momentum conjugado. Ya
que se espera de una cantidad invariante de gauge, tal como lo son las componentes
de Π, que su conmutador también sea una cantidad invariante de gauge el cual
solo depende de constantes universales y del campo magnético B y no del potencial
vectorial A. Por otro lado, las componentes del momentum invariante de gauge Π,
son cantidades que se conjugan entre sí de forma similar a la relación entre las
cantidades x y px así como también y y py como se muestra en la ecuación (1.17).

Como px genera una traslación en x y del mismo modo py lo hace en dirección
de y, tenemos un caso similar donde Πx genera un boost del momentum invariante
de gauge en la dirección de y, de forma similar Πy en la dirección de x. Como
consecuencia, no se puede diagonalizar al mismo tiempo Πx y Πy, en contraste con
el caso anterior en el que el campo magnético es cero, en el que los argumentos del
hamiltoniano px y py, conmutan.

Para diagonalizar el hamiltoniano (1.16), podemos usar el par de operadores
conjugados Πx y Πy para introducir el operador escalera de la misma forma que se
hace en Mecánica Cuántica para el oscilador armónico en una dimensión [41]. El
operador escalera, puede ser visto como la posición compleja de un oscilador en una
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dimensión, la cual se expande por la posición en el eje x y el momentum en el eje y,

ã =
1√
2

(
x

x0

− i p
p0

)
y ã† =

1√
2

(
x

x0

+ i
p

p0

)
, (1.22)

donde x0 =
√
~/mω y p0 =

√
~mω son constantes de normalización en términos de

la frecuencia de oscilación ω [41]. Los operadores ã y ã† cumplen con la relación de
conmutación

[ã, ã†] = 1. (1.23)

En el caso de nuestro sistema bidimensional de electrones sometidos a un campo
magnético, los operadores escalera juegan el rol de un momentum invariante de
gauge complejo, y se expresan como

a =
lB√
2~

(Πx − iΠy) y a† =
lB√
2~

(Πx − iΠy) , (1.24)

en donde las constantes de normalización se escogen de tal forma que se cumpla la
relación de conmutación (1.23), estas expresiones nos permiten poder expresar las
componentes de Π en términos de los operadores escalera (1.24)

Πx =
~√
2lB

(
a† + a

)
y Πy =

~
i
√

2lB

(
a† − a

)
. (1.25)

1.4. Niveles de Landau

Podemos utilizar los resultados de la sección anterior para calcular el espectro
de energía asociado al hamiltoniano (1.16) para el caso no relativista. El principal
objetivo de esta sección es entender este espectro de energía.

1.4.1. Niveles de Landau

En términos del momentum invariante de gauge, el hamiltoniano (1.16) para
electrones no relativistas se puede expresar de la forma

HB =
1

2me

(
Π2
x + Π2

y

)
, (1.26)

se pueden utilizar los operadores escalera definidos en (1.25) y reemplazarlos en la
ecuación anterior; y con la ayuda de la relación de conmutación (1.23) obtenemos,
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HB =
~2

4mel2B

[
a†

2
+ a†a+ aa† + a2 −

(
a†

2 − a†a− aa† + a2
)]

=
~2

4mel2B

(
a†a+ aa†

)
=

~2

melB

(
a†a+ 1/2

)
HB = ~ωC

(
a†a+

1

2

)
; (1.27)

en donde se utilizó la relación ωc = ~/melB, entre la frecuencia de ciclotrón (1.2) y
la longitud magnética (1.14). En este punto, se puede ver que el hamiltoniano (1.27)
tiene la misma forma que el del oscilador armónico cuántico en una dimensión.
Como en el caso del oscilador armónico cuántico, los valores y vectores propios del
hamiltoniano (1.27) son los del operador número aa† con aa† |n〉 = n |n〉, por lo que
los operadores escalera actúan sobre estos estados de la manera usual

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 y a |n〉 =

√
n |n− 1〉 , (1.28)

en donde la ecuación anterior es válida para n > 0, por lo que la aplicación de a al
estado fundamental |0〉 da cero,

a |0〉 = 0. (1.29)

Con esta última ecuación podemos calcular los vectores propios asociados a los
niveles más bajos de energía, así como los n niveles más altos

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉 , (1.30)

por lo tanto los niveles de energía para una partícula no relativista cargada en dos
dimensiones, están discretizados y caracterizados por el entero n,

εn = ~ωC
(
n+

1

2

)
(1.31)

en donde estos niveles reciben el nombre de niveles de Landau [12] y n es el operador
número.

1.4.2. Estados degenerados

En las secciones anteriores, se ha establecido que la energía para un sistema de
partículas cargadas no relativistas en dos dimensiones se caracterizan por el número
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cuántico n, que denota los llamados niveles de Landau. Sin embargo este sistema
cuántico aún se encuentra indeterminado, tal como se puede ver en el siguiente
análisis dimensional.

El hamiltoniano original (1.10) es una función que depende de dos pares de
operadores conjugados, x con px, como también de y con py. Mientras que al expresar
el hamiltoniano original en términos del momentum invariante de gauge Π, o de los
operadores escalera, el hamiltoniano (1.16) depende solo de un par de operadores
conjugados. Por lo que, del modelo original se espera que los estados cuánticos se
describan por dos números cuánticos; uno para cada dimensión espacial.

Este es el caso de los modelos sin campo magnético externo, en el cual los esta-
dos cuánticos se caracterizan por los dos números cuánticos px y py, los cuales son las
componentes del momentum lineal. Por lo tanto, para poder tener una descripción
completa de los estados cuánticos, se debe buscar un segundo par de operadores con-
jugados que conmuten con el hamiltoniano y poder obtener los estados degenerados
de los niveles de Landau.

En analogía con el momentum invariante de gauge (1.12), se considera una
sustitución similar pero con signo contrario,

Π̃ = p− eA(r), (1.32)

que se puede tomar como un pseudo-momentum simplemente para darle un nombre a
este operador. Con este nuevo operador, se puede expresar el operador de momentum
p y el potencial vectorial A(r) en términos de Π y Π̃,

p =
1

2

(
Π + Π̃

)
y A(r) =

1

2e

(
Π− Π̃

)
. (1.33)

Al tomar el conmutador entre las componentes del pseudo-momentum [3], re-
sulta ser invariante de gauge,

[
Π̃x, Π̃y

]
= i
~2

l2B
, (1.34)

esta expresión se calcula de la misma forma que el conmutador (1.21) entre Πx y Πy,
también de la misma forma se calcula el conmutador mixto entre la componentes
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del momentum invariante de gauge y el pseudo-momentum,[
Πx, Π̃x

]
= 2ie~

∂Ax
∂x

,[
Πy, Π̃y

]
= 2ie~

∂Ay
∂y

,[
Πx, Π̃y

]
= ie~

(
∂Ax
∂y

+
∂Ay
∂x

)
= −

[
Π̃x,Πy

]
.

(1.35)

Estos conmutadores mixtos son cantidades que no se desean obtener porque in-
ducirían dinámica sin interpretación física, debido a que las componentes del pseudo-
momentum no conmutan con el hamiltoniano [Π̃x/y, H] 6= 0. Sin embargo esta si-
tuación se puede evitar si se elige el gauge apropiado, que para este caso resulta ser
el llamado gauge simétrico [3]

AS(r) =
B

2
(−y, x, 0) , (1.36)

con el cual las relaciones de conmutación 1.35 se desvanecen, de tal forma que el
pseudo-momentum conmute con el hamiltoniano. Es importante notar que también
existe una segunda selección de gauge bastante popular, conocido como el gauge de
Landau [3]

AL(r) = B (−y, 0, 0) , (1.37)

en el que los conmutadores mixtos no se desvanecen. Este último es útil para la
descripción de geometrías que son invariantes ante traslaciones en dirección de la
componente y. Sin embargo el gauge simétrico juega un rol importante en dos aspec-
tos; el primero, permite dar una interpretación semiclásica mas fácil que el gauge de
Landau, y segundo, las funciones de onda que se obtienen a partir del gauge simétri-
co tienen bastante importancia para construir las funciones de onda que describen
el efecto Hall cuántico fraccionario [3].

Utilizando el pseudo-momentum, con sus componentes conjugadas Π̃x y Π̃y se
puede introducir, de la misma forma que con el momentum invariante de gauge Π,
operadores escalera,

b =
lB√
2~

(
Π̃x + iΠ̃

)
y b† =

lB√
2~

(
Π̃x − iΠ̃

)
, (1.38)

en donde se satisfacen las relaciones de conmutación
[
b, b†

]
= 1, y que, en el

gauge simétrico conmutan con los operadores escalera a y a†,
[
b, a(†)] = 0, y por

lo tanto también con el hamiltoniano,
[
b(†), H

]
= 0. Se puede introducir el opera-
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dor número bb† asociado con estos operadores escalera, por lo que sus autoestados
satisfacen la ecuación de valores propios

b†b |m〉 = m |m〉 . (1.39)

Por lo tanto se obtiene un segundo número cuántico, un entero m ≥ 0, que
resulta necesario para describir, como se esperaba del análisis dimensional anterior,
los estados cuánticos completos adicionales al número cuántico n correspondiente a
los niveles de Landau. Así los estados cuántico, para partículas no relativistas, se
convierten en un producto tensorial de dos vectores del espacio de Hilbert [41]

|n,m〉 = |n〉 ⊗ |m〉 . (1.40)

1.4.3. Interpretación semiclásica de los estados degenerados

Con un tratamiento semiclásico, el gauge simétrico permite hacer una cone-
xión con las constantes de movimiento que se obtienen al resolver las ecuaciones de
movimiento clásico de un electrón en un campo magnético,

mer̈ = −e (ṙ×B) ⇔


ẍ = −ωC ẏ

ÿ = ωC ẋ

(1.41)

que resulta ser la aceleración de los electrones debido a la fuerza de Lorentz [39]. Si
se integran estas ecuaciones se obtiene que

ẋ = Πx
me

= ωC (y − Y )

ẏ = Πy
me

= ωC (x−X)

 ⇔


y = Y − Πx

eB

x = X − Πy
eB

(1.42)

donde R = (X, Y ) es una constante de integración, que se interpreta como una
constante de movimiento. Esta cantidad se puede interpretar fácilmente: representa
el centro del movimiento de ciclotrón de los electrones, ver figura 1.2.
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Figura 1.2. Movimiento de ciclotrón de un electrón en un campo magnético B alrededor
del centro guía R. La región gris representa la incertidumbre de la posición del centro
guía debido a la no conmutatividad de sus componentes (1.47). η representa la variable de
ciclotrón y r es la posición del electrón el cuál está compuesto tanto por R y η. Fuente:
adaptado de Goerbig [3]

Si se integran las ecuaciones (1.42), obtenemos las ecuaciones clásicas del mo-
vimiento de ciclotrón

x(t) = X − r sin (ωCt+ φ) y y(t) = Y + r cos (ωCt+ φ) , (1.43)

donde φ es otra constante de movimiento. El movimiento de ciclotrón por sí mismo
se describe por medio de las velocidades Πx/m y Πy/m. Mientras que la energía
depende de estas velocidades que determinan el radio r, que se muestra en la figura
1.2, en el movimiento de ciclotrón este radio es totalmente independiente de la
posición de su centro R, tal como se espera de las ecuaciones de movimiento (1.41)
que son invariantes ante traslaciones. Para relacionar el centro de guía con el pseudo-
momentum Π̃ usamos las ecuaciones (1.33) para el potencial vectorial en el gauge
simétrico,

eA(r) =
eB

2

(
−y
x

)
=

1

2

(
Π− Π̃

)
. (1.44)

Las posiciones x así como y, se pueden expresar en términos de los momenta
Π y Π̃,

y =
Π̃x

eB
− Πx

eB
,

x = − Π̃y

eB
+

Πy

eB
.

(1.45)
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Estas ecuaciones comparadas con las ecuaciones (1.42) nos permite identificar

X = − Π̃y

eB
y Y =

Π̃x

eB
. (1.46)

Esto significa que, en el gauge simétrico, las componentes del pseudo-momentum
representan las componentes del centro de guía; que son constantes de movimiento
naturales del sistema. En un tratamiento cuántico, estos operadores necesariamente
deben de conmutar con el hamiltoniano [3] como se ha establecido anteriormen-
te. Además, la relación de conmutación (1.34) entre las componentes del pseudo-
momentum induce a la relación de conmutación

[X, Y ] = il2B, (1.47)

entre las componentes del operador del centro de guía, esto significa que existe
una incertidumbre de Heisenberg asociada a la posición del centro de guía de un
estado cuántico, por lo tanto no se pueden conocer sus componentes (x, y) de forma
simultánea, y el centro de guía se encuentra delimitado por una superficie

∆X∆Y = 2πl2B (1.48)

representado en la región gris de la figura 1.2. Esta superficie mínima tiene el mismo
rol que la acción h en el estado de fases y por lo tanto nos permite contar el número
de estados cuánticos posibles en una superficie macroscópica dada A,

NB =
A

∆X∆Y
=
A

2πl2B
= nB ×A, (1.49)

en donde se introdujo el término de densidad de flujo

nB =
1

2πl2B
=

B

h/e
, (1.50)

que es el campo magnético medido en unidades de flujo cuántico h/e. Por lo tanto,
el número de estados cuánticos en un nivel de Landau es igual al número de flujo
cuántico que atraviesa la superficie A, y cada nivel de Landau está macroscópica-
mente degenerado. De manera similar, con el operador del centro de guía, podemos
introducir la llamada variable de ciclotrón η = (ηx, ηy) que describe el movimiento
de ciclotrón y sus propiedades dinámicas. La variable de ciclotrón es perpendicular
a la velocidad del electrón y se puede expresar en término del momentum invariante
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de gauge Π,

ηx =
Πy

eB
y ηy = −Πy

eB
, (1.51)

como se puede ver de las ecuaciones (1.42). De esta forma la posición del electrón
se puede descomponer entre su centro de guía y su variable de ciclotrón r = R + η.
Además, las componentes de la variable de ciclotrón no conmutan entre sí y se
pueden obtener con la ayuda de la ecuación (1.21)

[ηx, ηy] =
[Πx,Πy]

(eB)2
= −il2B = −[X, Y ]. (1.52)

Hasta ahora se ha discutido el caso de una sola partícula y sus posibles estados
cuánticos. Ahora consideramos N electrones independientes a temperatura cero. En
la ausencia de un campo magnético, los electrones en un metal, debido a su natura-
leza fermiónica y a que el principio de exclusión de Pauli prohíbe la doble ocupación
de un solo estado cuántico, llenan todos los estados cuánticos hasta alcanzar la ener-
gía de Fermi, que depende del número de electrones. Esta situación es similar a la
que ocurre en presencia de un campo magnético en el que los electrones ocupan los
niveles más bajos de Landau, siendo estos los de baja energía. Una vez uno de los
niveles de Landau está lleno, los electrones comienzan a ocupar niveles superiores.

Para describir el proceso en el que se van llenando los niveles de Landau, es útil
introducir la relación entre el número de electrones Nel = nel×A y el flujo cuántico,

ν =
Nel

NB

=
nel
nB

=
hnel
eB

, (1.53)

que recibe el nombre de factor de ocupación [3]. La parte entera del factor de ocu-
pación cuenta el número de niveles de Landau totalmente llenos. También se puede
ver que se puede variar este factor, ya sea cambiando el número de partículas o bien
el campo magnético. En el caso en el que el número de partículas se mantiene fijo
si se disminuye la intensidad del campo magnético aumenta el factor de ocupación.

1.5. Autoestados de diamagnetismo de Landau

Con las herramientas algebraicas que se han desarrollado hasta el momento es
posible calcular las funciones de onda electrónicas necesarias para poder estudiar el
sistema de Hall, en esta sección se presentarán las funciones de onda en el gauge
simétrico y también en el gauge de Landau. Estas funciones de onda son importantes
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para el estudio tanto del efecto Hall cuántico entero, como del fraccionario ya que
dependiendo del tipo de simetrías que se quieran estudiar en el sistema se elige la
transformación gauge más apropiada.

1.5.1. Funciones de onda en el gauge simétrico

Se pueden obtener todos los estados cuánticos |n,m〉 a partir de un solo estado
|n = 0,m = 0〉 con la ayuda de la ecuación [4, 3]

|n,m〉 =
(a†)n√
n!

(b†)m√
m!
|n,m〉 , (1.54)

la cual es una generalización de la ecuación (1.30); para este caso a† es en realidad
a† ⊗ I y b† corresponde a I ⊗ b†, donde I es el operador identidad. Un estado en
el nivel más bajo de Landau (n = 0) se caracteriza por la condición (1.29)

a |n = 0,m〉 = 0, (1.55)

la cual, para poder obtener la función de onda, necesita ser transformada a una
ecuación diferencial.

Si recordamos de la ecuación (1.24) que a = (lB/
√

2~)(Πx− iΠy) y, por defini-
ción Π̃ = −i~∇ + eA(r) en donde se tomó la representación del momentum como
operador p = −i~∇. Se puede encontrar que

a = −i
√

2

[
lB
2

(∂x − i∂y) +
x− iy

4lB

]
,

donde ∂x y ∂y son las componentes del gradiente ∇ = (∂x, ∂y), debido al término
complejo que se ve en la expresión anterior, es conveniente introducir las coordenadas
complejas para describir el plano bidimensional. Definimos z = x− iy , z∗ = x+ iy,
∂ = (∂x + i∂y)/2 y ∂̄ = (∂x − i∂y)/2. Por lo que la condición para el nivel más bajo
de Landau se convierte en una ecuación diferencial,(

z

4lB
+ lB∂̄

)
φn=0(z, z∗) = 0, (1.56)

que se puede resolver por medio de la función compleja

φn=0(z, z∗) = f(z)e|z|
2/4l2B , (1.57)
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donde f(z) es una función analítica, y por lo tanto cumple con ∂̄f(z) = 0 y
|z|2 = zz∗. Esto quiere decir que existe un grado de libertad adicional, debido a
que f(z) puede ser cualquier función analítica, este grado de libertad adicional se
puede asociar al número cuántico m [3]. Los operadores escalera b y b† se pueden
escribir en la representación de posición de la misma forma que a y con esto se
obtiene la representación espacial de los operadores escalera

a = −i
√

2

(
z

4lB
+ lB∂̄

)
, a† = i

√
2

(
z∗

4lB
− lB∂

)

b = −i
√

2

(
z∗

4lB
+ lB∂

)
, b† = i

√
2

(
z

4lB
− lB∂̄

)
. (1.58)

De la misma forma que para el nivel más bajo de Landau, la condición para el
estado de referencia con m = 0 es b |n,m = 0〉 = 0, la cual nos lleva a la ecuación
diferencial (

z∗ + 4l2B∂
)
φ′m=0(z, z∗) = 0

con la solución
φ′m=0(z, z∗) = g(z∗)e−|z|

2/4l2B ,

la cual tiene términos de una función anti-analítica g(z∗) con ∂g(z∗) = 0. Por lo
tanto, la función de onda φn=0,m=0(z, z∗) debe ser una función gaussiana con un
factor que sea tanto analítica como anti-analítica, es decir una constante que se
establece mediante la normalización

φn=0,m=0(z, z∗) = 〈z, z∗|n = 0,m = 0〉 =
1√
2πl2B

e−|z|
2/4l2B . (1.59)

Un estado en un nivel bajo de Landau con un valor m arbitrario se puede
obtener con la ayuda de la ecuación (1.54)

φn=0,m=0(z, z∗) =
im
√

2m√
2πl2Bm!

(
z

4lB
− lB∂̄

)m
e−|z|

2/4l2B

=
im√

2πl2Bm!

(
z√
2lB

)m
e−|z|

2/4l2B .

(1.60)

De esta forma se ve que los niveles más bajos de Landau están dados, aparte
de la gaussiana, por los polinomios usuales de los estados base zm de las funciones
analíticas. Para concluir la discusión de la funciones de onda en el gauge simétrico,
se calcula el valor promedio del operador de centro de guía en el estado |n = 0,m〉.
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Con la ayuda de las ecuaciones (1.38) y (1.40), es posible expresar las compo-
nentes del operador de centro de guía en términos de los operadores escalera b y
b†,

X =
lB

i
√

2

(
b† − b

)
y Y =

lB√
2

(
b† + b

)
, (1.61)

y estos operadores actúan en los estados |n,m〉 de la forma

b† |n,m〉 =
√
m+ 1 |n,m+ 1〉 y b |n,m〉 =

√
m |n,m− 1〉 .

Por lo tanto el valor promedio del operador de centro de guía en los estados
|n,m〉 es

〈R〉 = 〈n = 0,m|R|n = 0,m〉 = 0

pero se tiene que

〈|R|〉 = 〈
√
X2 + Y 2〉 = lB 〈

√
2b†b+ 1〉 = lB

√
2m+ 1. (1.62)

Esto significa que el centro de guía se encuentra, en un estado cuántico |n,m〉,
en algún lugar de la muestra en un círculo de radio lB

√
2m+ 1 mientras que el

ángulo está completamente indeterminado. El gauge simétrico es la transformación
natural para describir una muestra que tenga la forma de un disco. Si se considera
un disco de radio Rmax y por lo tanto una superficie A = πR2

max, el estado cuántico
con número cuántico m máximo, al que llamaremos M , tiene un radio lB

√
2M + 1,

que naturalmente tiene que coincidir con el radio Rmax del disco.
De esta forma se obtiene A = πl2B(2M + 1), y el número de estados dentro del

disco están, en el límite termodinámico M � 1,

M =
A

2π2
B

= nB ×A = NB, (1.63)

en concordancia con el resultado obtenido en (1.49) obtenido a partir del principio
de incertidumbre de Heisenberg.

1.5.2. Funciones de onda en el gauge de Landau

Si la geometría de la muestra es rectangular, el gauge de Landau (1.37) resulta
ser más apropiado que el gauge simétrico para describir el sistema físico de Hall
[3]. En la transformación de Landau, el momentum px = ~k es un número cuántico
importante debido a la invarianza traslacional en esta dirección que proporciona el
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gauge. Por lo que se propone utilizar el Ansatz de una onda plana para las funciones
de onda

ψn,k(x, y) =
eikx√
L
χn,k(y).

En este caso, el hamiltoniano (1.16) se puede reescribir de la forma [4]

HB =
(px − eBy)

2

2m
+

p2
y

2m
=

p2
y

2m
+

1

2
mωC(y − y0)2, (1.64)

utilizando el hecho que
y0 = kl2B. (1.65)

El hamiltoniano (1.64) se reconoce inmediatamente como el hamiltoniano de
un oscilador en una dimensión centrado alrededor de la posición y0 y los estados
propios son

χn,k(y) = Hn

(
y − y0

lB

)
e−(y−y0)2/4l2B ,

en términos de los polinomios de Hermite [42]. La coordenada y0 juega el rol de
la componente Y del centro de guía, la componente X está cubierta por toda la
muestra de longitud L, tal como se dicta por la relación de incerteza de Heisenberg
que resulta de la relación de conmutación (1.47). Aplicando condiciones de frontera
periódicas k = 2πm/L para el vector de onda en la dirección x̂, se puede contar
el número de estados en una superficie rectangular de largo L y ancho W (en la
dirección ŷ), similar al razonamiento que se hizo para el gauge simétrico.

Si se considera una muestra que se encuentra en el rango ymin = 0 a ymax = W ,
donde por la condición (1.65) el primero corresponde al vector de onda |k| = 0 y
el último a un vector de onda |kmax| = M × 2π/L. Dos estados cuánticos vecinos
se encuentran separados por la distancia ∆y = ∆kl2B = ∆m(2π/L)l2B = 2πl2B/L,
y cada estado ocupa una superficie σ = ∆y × L = 2πl2B, resultado que concuerda
con (1.48) que fue obtenido utilizando consideraciones basadas en la relación de
incerteza de Heisenberg.

El número total de estados, así como en el gauge simétrico y en el argumento
general que dio como resultado la ecuación (1.49), está dado entonces por

M = NB = nB × LW = nB ×A,

el cual representa el número de flujo cuántico que atraviesa la superficie, en este
caso rectangular, A = LW .
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1.6. Efecto Hall cuántico entero

Las propiedades de transporte de un sistema bidimensional de electrones en un
campo magnético fuerte fueron reveladas en 1980 con el descubrimiento del efecto
Hall cuántico entero por Klaus von Klitzing, Dorda y Pepper, [19]. Quienes recibieron
el premio Nobel en 1985 por este importante descubrimiento. El efecto Hall cuántico
entero se produce a bajas temperaturas, cuando la escala de energía establecida por
kBT es pequeña comparada con el espaciado ~ωC de los niveles de Landau [3].

El efecto Hall cuántico consiste en la cuantización en la resistencia de Hall,
la cual ya no presenta un comportamiento lineal en B, como es en el caso clásico,
sino que presenta unas plataformas en valores particulares del campo magnético,
ver figura 1.3. En las plataformas (también llamados plateux), la resistencia de Hall
está dada en términos de constantes universales

RH =

(
h

e2

)
1

n
, (1.66)

y también se expresa en términos del entero n. Tales plataformas en la resistencia
de Hall están acompañadas por una resistencia longitudinal que se desvanece.

Figura 1.3. Diagrama del efecto Hall cuántico entero en el que se puede ver el com-
portamiento de las resistencias de Hall y la resistencia longitudinal en función del campo
magnético. Acá se puede ver la formación de las plataformas en la resistencia de Hall
mientras que la resistencia longitudinal muestra picos en los valores enteros del factor de
ocupación. Fuente: D. Tong[12]

Según Goerbig [3] es importante resaltar que la cuantización de la resistencia
de Hall, (1.66), es un fenómeno universal; totalmente independiente de las propie-
dades de la muestra, como geometría o los materiales utilizados para fabricar el gas
de electrones bidimensional, o de mayor importancia, la distribución de la concen-
tración de impurezas. Esta universalidad es la razón por la que la cuantización de la
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resistencia de Hall es bastante precisa. Típicamente valores del orden de 10−9, que
desde 1990 hasta el día de hoy se utiliza como la resistencia estándar.

Rk−90 = h/e2 = 25812.807Ω, (1.67)

que también se le ha llamado la constante de Klitzing [19], en el que la k del sub-
índice es honor a Klitzing, y el 90 recuerda al año en el que la resistencia estándar
fue definida. Ahora, el tratamiento cuántico que se discutió en la sección anterior,
para un sistema de electrones bidimensional sometido a un campo magnético per-
pendicular es la base para el entendimiento de las propiedades básicas del efecto
Hall.

Sin embargo, se necesita relacionar la cuantización de la energía cinética con la
cuantización de la resistencia, la es la característica esencial del efecto Hall entero.
En esta sección se discutirán las propiedades del transporte de electrones en el efecto
Hall entero, se comenzará por describir el movimiento de un electrón en presencia
de un potencial electrostático externo para después calcular la conductancia de un
nivel de Landau, lo cual nos permite obtener el valor de la resistencia de Hall que
se menciona anteriormente, ecuación (1.66); así mismo el rol que juega el desorden
en este tipo de transporte.

1.6.1. Movimiento electrónico en un potencial electrostático

externo

Considere un sistema de longitud L en el eje x, el cual es mucho más largo que
su anchoW el cual se encuentra a lo largo del eje y. Tal sistema se puede modelar por
medio de un potencial de confinamiento Vconf (y) que solo depende de la dirección ŷ,
con lo cual el sistema permanece invariante ante traslaciones en dirección de x̂ con
respecto a este potencial.

Adicionalmente al potencial de confinamiento, se considera también un poten-
cial electrostático que casi no varía Vimp(x, y) que es causado por las impurezas de
la muestra. Este potencial de impurezas rompe la invarianza ante traslaciones en
la dirección de x̂ así como en la dirección ŷ, que también es afectado por el poten-
cial de confinamiento. El hamiltoniano de una partícula bidimensional en un campo
magnético perpendicular debe ser completado por el término de un potencial que
tenga la forma

V (r) = Vconf (y) + Vimp(x, y) (1.68)
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Figura 1.4. Esquema de la distribución de potencial en la muestra. Los contactos metálicos
se describen por los potenciales químicos µL y µR por los contactos en la parte izquierda
y derecha, respectivamente. Fuente: Goerbig [3]

el cual crea en la muestra, una distribución de potencial, que es la que se muestra
en la figura 1.4

Tratamiento semiclásico

Como primer paso, se considera un potencial V (r) que varía suavemente en
la escala establecida por la longitud magnética ξ � lB, donde ξ describe la escala
de longitud característica para la variación de V (r). En el caso de que el potencial
electrostático varía suavemente en una escala de longitud establecida por la longitud
magnética y no genera niveles de Landau mixtos, cuando |∇V | � ~ωC/lB, se puede
aproximar el argumento r en el potencial (1.68) por la variable del centro de guía
R,

V (r) ' V (R). (1.69)

Como una consecuencia de la no conmutatividad del término del potencial
V (R) con el operador del centro de guía, la cantidad anterior adquiere una dinámica,
como se puede ver de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg

i~Ẋ = [X,H] = [X, V (R)] =
∂V

∂Y
[X, Y ] = il2B

∂V

∂Y

i~Ẏ = [Y, V (R)] = −il2B
∂V

∂X
,

(1.70)

de donde se concluye que Ṙ es perpendicular a∇V . Las ecuaciones de movimiento de
Heisenberg son útiles en la discusión del límite semiclásico debido a que el promedio
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de las ecuaciones satisfacen las ecuaciones clásicas de movimiento〈
Ṙ
〉
⊥ ∇V, (1.71)

lo que significa que, dentro del marco semiclásico, el centro de guía se mueve a través
de líneas equipotenciales del potencial electrostático. Esta característica, que recibe
el nombre de velocidad de corriente de Hall [3]

vD =
E×B

B2
=
〈
Ṙ
〉

=
−∇V ×B

eB2
, (1.72)

en términos del campo eléctrico local, E = ∇V/e es mostrada en la figura 1.4 por
las las trayectorias en espiral que se aprecian en las curvas equipotenciales.

En los cúmulos que se muestran en la figura 1.4, el esquema de potencial es
creado por las impurezas de la muestra, y los electrones se mueven en sentido de las
agujas del reloj en una línea equipotencial alrededor de un pico que es causado por
una impureza de carga negativa y que se mueve en sentido contrario a las agujas del
reloj alrededor de un valle creado por una impureza de carga positiva.

Si las líneas equipotenciales están cerradas, como es el caso de la mayoría de
líneas equipotenciales en un esquema de potencial [3], un electrón no se puede mover
de un punto hacia otro en una distancia macroscópica, que para nuestra muestra es
de un potencial µL a µR o viceversa.

Por lo tanto, un electrón moviéndose en una línea equipotencial cerrada no con-
tribuye con el transporte electrónico, y entonces el electrón se encuentra localizado
[3]. En los bordes, las líneas equipotenciales reflejan el potencial de confinamiento,
el cual es cero en las regiones donde se acumula el potencial pero aumenta de forma
rápida cuando se acerca a los bordes de la muestra en ymin y ymax de la figura 1.4.

En este caso, las líneas equipotenciales están abiertas y por lo tanto conectan
los dos contactos electrónicos. Los electrones que ocupan estados cuánticos en estas
líneas equipotenciales contribuyen al transporte electrónico, en contraste de aque-
llos que se encuentran las líneas equipotenciales cerradas del cúmulo. Estos estados
cuánticos reciben el nombre de estados extendidos [3], que son el caso contrario a
los estados localizados que se mencionan arriba.
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Potencial electrostático con invarianza traslacional en la di-

rección x̂

Aunque las consideraciones semiclásicas presentadas anteriormente nos condu-
cen a la correcta interpretación física de estados localizados y extendidos; ésta se
basa en la suposición que el potencial electrostático varía suavemente en la escala de
la longitud magnética, de tal forma que podemos reemplazar la posición del electrón
con la del centro de guía (1.69).

Sin embargo esta suposición puede presentar problemas bajo el punto de vista
del potencial de confinamiento, el cual varía fuertemente en los bordes de la muestra
[3]. Por esta razón a la dependencia del potencial de confinamiento en dirección de
ŷ se le da un tratamiento cuántico. Para ello se necesita escoger el gauge apropiado
para el tratamiento cuántico, que resulta ser el gauge de Landau (1.37), debido a
que respeta la invarianza traslacional en el eje x, por lo tanto el hamiltoniano (1.64)
toma la forma

H =
p2
y

2m
+

1

2
mωC(y − y0)2 + Vconf (y). (1.73)

Es importante recordar que para un vector de onda k en la dirección x̂, la
posición alrededor de la cual el oscilador armónico está centrado está dado por la
ecuación (1.65), y0 = kl2B. Se puede expandir el potencial de confinamiento, incluso
en el caso de una fuerte variación, alrededor de esta posición,

V (y) ' V (y0 = kl2B)− eE(y0)(y − y0) +O
(
∂2V

∂y2

)
, (1.74)

donde el campo eléctrico local está dado en términos de la primera derivada del
potencial en y0,

eE(y0) = −∂Vconf
∂y

∣∣∣∣∣
y0

. (1.75)

Haciendo esta expansión se obtiene el hamiltoniano

H =
py
2m

+
1

2
mωC(y − y′0)2 + Vconf (y0)− 1

2
mv2

D(y0), (1.76)

donde la velocidad de deriva local toma la forma vD = E(y0)/B y la posición del
oscilador armónico está desplazada una cantidad y → y′0 = y0 +eE(y0)/mωC . Como
el último término es cuadrático en el campo eléctrico, implica que es un término de
segundo orden en la expansión del potencial de confinamiento, por lo que podemos
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despreciar este término y el hamiltoniano final queda

H =
py
2m

+
1

2
mωC(y − y′0)2 + Vconf (y0′), (1.77)

en donde se reemplazó el argumento de y0 por la posición desplazada del oscila-
dor armónico y′0, que es válida para términos de primer orden en la expansión del
potencial de confinamiento.

Por lo tanto se puede obtener el espectro de energías

εn,y0 = ~ωC
(
n+

1

2

)
+ Vy0 (1.78)

por simplicidad de la notación se omitió la prima en la posición desplazada del
oscilador armónico. De esta forma se puede obtener el mismo espectro de niveles de
Landau como en el caso de ausencia de potencial de confinamiento, aparte de una
energía desplazada que es determinada por el valor del potencial de confinamiento
en la posición del oscilador armónico, que puede variar fuertemente. Esta posición
y0 juega el mismo papel que el de la posición del centro de guía, como se mencionó
en la última sección, donde se calcularon las funciones de onda en el gauge de
Landau 1.5.2. Con esto se obtiene un resultado que es consistente con el tratamiento
semiclásico que se trabajó anteriormente.

1.6.2. Conductancia de un nivel de Landau

Ahora se calcula la conductancia de un nivel de Landau completamente lleno
para la geometría descrita en la figura 1.4 que es el caso para cuando todos los
estados cuánticos, descritos por el gauge de Landau, en el n-ésimo nivel de Landau
están ocupados. Como primer paso, se calcula la corriente para el n-ésimo nivel de
Landau, que fluye del contacto izquierdo al derecho, y está dado según [3] por

Ixn = − e
L

∑
k

〈n, k|vx|n, k〉 , (1.79)

que representa la suma sobre todos los NB canales cuánticos caracterizados por el
vector de onda k = |k| = 2πm/L, con la velocidad

〈n, k|vx|n, k〉 =
1

~
∂εn,k
∂k

=
L

2π~
∆εn,m
∆m

, (1.80)
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en términos de la relación de dispersión (1.78). La velocidad en la dirección ŷ es cero
debido a que la energía no se dispersa en función de la componente y del vector de
onda. Si tomamos ∆m = 1, la expresión anterior puede ser evaluada y se obtiene
que

〈n, k|vx|n, k〉 = − e
L

(εn,m+a − εn,m) . (1.81)

Aplicando esta ecuación, la corriente (1.79) para el n-ésimo nivel de Landau
toma la forma

In = − e
L

∑
m

L

h
(εn,m+1 − εn,m) , (1.82)

los términos de la suma se cancelan, excepto por los términos de las fronteras εn,mmin
y εn,mmax , que corresponden a los potenciales químicos µmin y µmax, respectivamente.
La diferencia entre estos dos potenciales químicos puede ser descrita en términos del
voltaje V entre el borde inferior y el borde superior, µmax−µmin = −eV . Obteniendo
como resultado final

In = − e
h

(µmax − µmin) =
e2

h
V. (1.83)

Esto significa que cada nivel de Landau contribuye con un cuanto de conductancia
Gn = e2/h al transporte electrónico y n niveles de Landau completamente llenos
contribuyen una conductancia

G =
n−1∑
n′=0

Gn′ = n
e2

h
. (1.84)

Estados en el borde

El transporte de carga, que es independiente de la longitud L o de la geometría
particular de la muestra se puede entender mejor por medio del cuadro de los estados
en el borde mostrados en la figura 1.5.

Si se considera el borde superior, el estado en el borde que transporta la co-
rriente del nivel de Landau n es el que se sitúa en ynmax, donde el nivel de Landau n
cruza la energía de Fermi y el factor de acoplamiento va de un ν = n+ 1 a ν = n.

Debido a la curvatura superior del potencial de confinamiento, se impone una
dirección particular en el movimiento electrónico, el cual es la dirección de la velo-
cidad de corriente de Hall, ver figura 1.4. Este movimiento unidireccional también
es llamado quiralidad del estado de borde [3]. Es importante notar que esta es la
misma quiralidad que uno espera de la expresión semiclásica (1.72) para la velocidad
de corriente de Hall.
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La quiralidad es la misma para todos los estados borde n en el mismo borde de
la muestra donde el gradiente del potencial de confinamiento no cambia de dirección.
Por lo tanto, incluso si un electrón es dispersado de un canal n a otro n′ en el mismo
borde, no cambia de dirección de movimiento y el electrón no puede ser dispersado
hacia atrás a menos que sea dispersado hacia el borde opuesto con la quiralidad
opuesta [3].

Sin embargo, en un sistema de Hall cuántico usual, los bordes opuestos se en-
cuentran separados por una distancia macroscópica W , y los procesos de dispersión
hacia atrás están fuertemente suprimidos [3] en la relación lB/W entre la longitud
magnética, que determina la extensión espacial del estado cuántico, y el ancho de la
muestra W . También el sistema de Hall cuántico para valores del factor de acopla-
miento ν = n es un líquido de electrones bastante inusual, de hecho resulta ser un
aislante topológico en el que sus bordes son conductores. [12]

Figura 1.5. Estados borde: a) Los niveles de Landau que se curvan hacia arriba cuando
se aproximan a los bordes de la muestra pueden ser descritos por medio de un aumento en
el potencial de confinamiento. Por lo que se puede asociar a cada nivel de Landau un valor
máximo ynmax para a componente y donde el nivel de Landau cruza el potencial químico
µmax. b) En cada posición ynmax el factor de acoplamiento decae por un valor de 1. El estado
borde n está asociado con el salto en ynmax y el gradiente del potencial de confinamiento
impone una dirección a la velocidad de corriente de Hall para este estado, conocida como
quiralidad, la cual es la misma para todos los estados borde en el mismo borde. Fuente:
Goerbig [3]

1.6.3. El efecto Hall cuántico entero y percolación

Hasta ahora se ha mostrado que la resistencia de Hall está cuantizada (1.66)
cuando los n niveles de Landau están completamente llenos, lo cual ocurre cuando
el factor de acoplamiento es exactamente ν = n. Sin embargo no se ha visto por que
existen las plataformas que se pueden ver en la resistencia de Hall ya que es una
resistencia que se mantiene constante incluso si uno varía el factor de acoplamiento
variando el campo magnético alrededor de ν = n [3].

Para describir la resistencia de Hall constante a lo largo de un intervalo grande
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de campo magnético alrededor de ν = n se tiene que tomar en cuenta la localización
de los electrones adicionales, o agujeros que se describen en la sección 1.6.1. Esto
se muestra en la figura 1.6 donde se representa el llenado de los niveles de Landau
en la franja inferior, la distribución de potencial del último nivel parcialmente lleno
mostrada en la parte franja central de la figura 1.6; y las resistencias como una
función del campo magnético medidas en un sistema de Hall en la franja superior.

Se empieza con la situación de n niveles de Landau completamente llenos,
columna (a) de la figura 1.6, donde el nivel correspondiente al nivel de Landau n

y su distribución de potencial se encuentra desocupado; esto debido a que el índice
0 corresponde a el nivel más bajo de Landau, todos los demás niveles de Landau
n′ = 0, . . . , n − 1 = son los niveles de Landau totalmente llenos y el nivel n es por
lo tanto el nivel más bajo desocupado. Acá se logra una medición de la resistencia
de Hall RH = h/e2n y una resistencia longitudinal de cero [3].

En la columna (b) de la figura 1.6 se representa la situación donde los niveles
de Landau n se llenan parcialmente de electrones cuando el campo magnético B
disminuye. Estos electrones en n se sitúan de forma preferencial en los valles de la
distribución de potencial, que son justamente las regiones donde las líneas equipo-
tenciales están más cercanas entre sí y las cuales generan los valles en el paisaje de
la distribución del potencial.

Los electrones en el nivel n se encuentran localizados en algún lugar del cúmulo
y no afectan las características globales de transporte medidas por las resistencias,
debido a que no interactúan con los contactos de la muestra. Por lo tanto la resis-
tencia de Hall permanece sin alterar y la resistencia longitudinal sigue siendo cero
a pesar de la variación en el campo magnético dando así origen a las plataformas
características en la resistencia de Hall [4].

Si se continúa con la disminución del campo magnético, las regiones de la
distribución de potencial en el nivel de Landau n ocupado por electrones aumentan,
eventualmente estos electrones son rodeados por líneas equipotenciales que pasan a
través del cúmulo de potencial y que conectan ambos bordes opuestos. En este caso,
un electrón que ingresa en el contacto izquierdo y que viaja cierta distancia en el
borde superior puede saltar a un estado asociado a esta línea equipotencial y por lo
tanto puede alcanzar el borde inferior. Debido a este fenómeno, el electrón es retro
dispersado al contacto izquierdo, el cual resulta en un incremento en la resistencia
longitudinal [3].

Si se mide la resistencia entre los dos contactos en el borde inferior, una caída
de potencial es producida. Es esta caída de potencial la que causa la resistencia
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Figura 1.6. Localización y comportamiento de los electrones en un sistema de Hall. La
franja superior muestra la densidad electrónica en los niveles de Landau en términos de la
energía de Fermi EF . La franja en el centro muestra el comportamiento del paisaje de la
distribución de potencial electrostático en el sistema de Hall. Finalmente la franja inferior
ejemplifica el comportamiento de las resistencia de Hall en azul y la resitencia longitudinal
en rojo; ambas en función de la variación del campo magnético. Fuente: Goerbig [3]

longitudinal distinta de cero. Al mismo tiempo la resistencia de Hall ya no está
cuantizada y salta a la siguiente plataforma más baja, un fenómeno conocido como
transición de plataforma [4].

Esta situación en la que líneas equipotenciales llenas de electrones que conectan
los bordes opuestos de la muestra son los estados extendidos mostrados en la primera
franja de la figura 1.6. Esta situación es opuesta a la de los estados localizados en
el cúmulo que ocurre cuando el nivel de Landau n está lleno aproximadamente a la
mitad. Estos estados extendidos, los cuales se encuentran en el centro de los picos de
la densidad de estados, parte superior de la figura 1.6, son estados que se encuentran
en el cúmulo de potencial [3].

En la transición de una plataforma, el potencial químico en los bordes ya no
es constante debido a la retrodispersión de los electrones y la resistencia ya no
está cuantizada. Por lo que se observa el pico en la resistencia asociado con la
resistencia longitudinal. Como consecuencia, en la transición de plataforma, se mide
la superposición de la resistencia longitudinal y la resistencia de Hall [4, 3]

Si se incrementa aún más el llenado del nivel de Landau n se puede aplicar
el mismo argumento, pero ahora en términos de los estados agujero. La resisten-
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cia de Hall está cuantizada de la forma RH = h/e2(n + 1) y los agujeros, que son
los electrones faltantes con respecto al nivel de Landau completamente lleno n+ 1,
se encuentran localizados en los estados cercanos cercanos a las líneas equipoten-
ciales alrededor de los sumideros de potencial. Como consecuencia, la resistencia
longitudinal cae a cero nuevamente [3].
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2. EFECTO HALL EN EL GRAFENO

En este capítulo se estudiará el caso especial del efecto Hall observado de forma
experimental en el grafeno [22], el cual tiene la particularidad de que los electrones
en este material muestran un comportamiento relativista. Es necesario comenzar con
el estudio de la red hexagonal y la estructura de banda electrónica en el grafeno;
con estas herramientas se obtendrá el hamiltoniano que describe a las partículas en
este sistema. Con el hamiltoniano del sistema se procederá a obtener los niveles de
Landau relativistas que describen el efecto Hall observado en el grafeno.

2.1. Red hexagonal del grafeno

Los átomos de carbono en el grafeno se condensan en una red hexagonal debido
a su hibridación sp2 [10, 7]. La red hexagonal no es una red de Bravais debido a
que dos sitios vecinos no son equivalentes [40]. La figura 2.1 (a) muestra que un
sitio en la subred A tiene sus vecinos más cercanos en las direcciones nororiente,
noroccidente y sur; mientras que un sitio en la subred B tiene vecinos más cercanos
en las direcciones norte, suroccidente y suroriente.

Sin embargo, ambas subredes A y B son redes de Bravais triangulares y se
puede considerar la red hexagonal como una red de Bravais triangular con una base
de dos átomos, para lo cual cobra importancia el estudio de la dualidad panal de
abeja-estrella en el que se puede obtener soluciones exactas a algunos modelos [37].
La distancia entre los vecinos más cercanos de los átomos de carbono es de 0.142
nm, la cual es el promedio de los enlaces covalentes σ [10]. Los tres vectores que
conectan un sitio en la subred A con un vecino más cercano en la subred B están
dados por

δ1 =
a

2

(√
3ex + ey

)
, δ2 =

a

2

(
−
√

3ex + ey

)
, δ3 = −aey (2.1)
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Figura 2.1. (a) Red hexagonal. Los vectores δ1, δ2 y δ3 conectan átomos de carbono
separados por una distancia a. Los vectores a1 y a2 son los vectores base de la red de
Bravais triangular. (b) Red recíproca de la red triangular con sus vectores primitivos a∗1 y
a∗2. La región sombreada representa la primera zona de Brillouin con su centro Γ y sus dos
esquinas no equivalentes K y K ′. La parte gruesa del borde de la primera zona de Brillouin
representa a aquellos puntos que se encuentran de tal manera que ninguno de los puntos
sea contado dos veces. Como complemento se muestran los tres puntos cristalográficos M ,
M ′ y M ′′. Fuente: Fuchs-Goerbig [10]

y la red de Bravais triangular está trazada por los vectores base

a1 =
√

3aex y a2 =

√
3a

2

(
ex +

√
3ey

)
, (2.2)

el módulo de los vectores base se encuentra en el espaciado de la red ã =
√

3a = 0.24

nm, y el área de la celda unitaria es Acu =
√

3ã2/2 = 0.051 nm2. Por lo tanto la
densidad de los átomos de carbono está dada por nC = 2/Acu = 39 nm−2 = 3.9×1015

cm−2.

Debido a que existe solo un electrón π por átomo de carbono que no se involucra
en un enlace covalente σ, hay tantos electrones de valencia como átomos de carbono,
y su densidad es por lo tanto, nπ = nC = 3.9 × 1015 cm−2 [10]. Sin embargo, esta
densidad no es igual a la densidad de portadores de carga en el grafeno, que se
pueden obtener en mediciones de transporte eléctrico.

La red recíproca, que está definida con respecto a la red triangular de Bravais
se muestra en el inciso (b) de la figura 2.1 y es trazada por los vectores

a∗1 =
2π√
3a

(
ex −

ey√
3

)
y a∗2

4π

3a
ey, (2.3)

físicamente, todos los sitios de la red recíproca representa vectores de onda equiva-
lente [10]. Cualquier onda, ya sea una excitación vibracional en la red o un paquete
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de onda electrónico cuántico, que se propaga en la red con un vector de onda que
difiere por un vector de red recíproca tiene de hecho la misma fase multiplicado por
2π debido a la relación

ai · a∗j = 2πδij, (2.4)

para valores i, j = 1, 2 de los vectores base y recíprocos de la red. La primera zona
de Brillouin, sombreada en el hexágono de la figura 2.1 (b), representa un conjunto
de puntos no equivalentes en el espacio recíproco. Las excitaciones de longitudes de
onda grandes se sitúan en las regiones cercanas al punto Γ en el centro de la primera
zona de Brillouin. Además se pueden distinguir las seis esquinas de la primera zona
de Brillouin, la cual consiste en los puntos K y K ′ representados por los vectores

±K = ± 4π

3
√

3a
ex, (2.5)

en el que las cuatro esquinas restantes, que se muestran en la figura 2.1 (b), se
pueden conectar a uno de estos puntos a través de una traslación de un vector de la
red recíproca. Estos puntos cristalográficos juegan un rol esencial en las propiedades
electrónicas del grafeno, debido a que sus excitaciones de baja energía se centran
alrededor de los puntos K y K ′ [10].

2.2. Banda electrónica del grafeno

Como se analizó en la sección anterior, la red hexagonal del grafeno consiste
en dos subredes A y B, la función de onda electrónica

ψk(r) = akψ
(A)
k (r) + bkψ

(B)
k (r), (2.6)

es una superposición de dos funciones de onda, correspondientes a las subredes A y
B respectivamente, donde ak u bk son funciones complejas del cuasimomentum k.
Las funciones ψ(A)

k (r) y ψ(B)
k (r) son funciones de Bloch [40], cuya forma general está

dada por
ψjk(r) =

∑
Rl

eik.Rlφ(j)(r + δj −Rl), (2.7)

en términos de la función de onda φj(r + δj −Rl) centrada alrededor de la posición
Rl − δj, donde δj es el vector que conecta los sitios Rl de la red de Bravais con
el sitio del j-ésimo átomo en la celda unitaria. Con la ayuda de estas funciones de
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onda, se pueden buscar las soluciones de la ecuación de Schrödinger

Hψk = εkψk, (2.8)

donde H es el hamiltoniano de los electrones en una red, el cual es del tipo de la
forma (1.11). Si se multiplica la ecuación de Schrödinger por ψ∗k del lado izquierdo se
obtiene la ecuación ψ∗kHψk = εkψ

∗
kψk, lo cual se puede escribir en su forma matricial

con utilizando las ecuaciones (2.6) y (2.7)

(a∗k, b
∗
k)Hk

(
ak

bk

)
= εk(a∗k, b

∗
k)Sk

(
ak

bk

)
, (2.9)

aquí, la matriz del hamiltoniano se define como

Hk ≡

(
ψ

(A)∗
k Hψ(A)

k ψ
(A)∗
k Hψ(B)

k

ψ
(B)∗
k Hψ(A)

k ψ
(B)∗
k Hψ(B)

k

)
= H†k, (2.10)

y la matriz transpuesta, que tiene la forma

Sk ≡

(
ψ

(A)∗
k ψ

(A)
k ψ

(A)∗
k ψ

(B)
k

ψ
(B)∗
k ψ

(A)
k ψ

(B)∗
k ψ

(B)
k

)
= S†k (2.11)

toma en cuenta la no ortogonalidad de las funciones de onda de prueba. Los valores
propios εk de la ecuación de Schrödinger dan origen a las bandas de energía [10], y
se pueden obtener de la ecuación

det[Hk − ελkSk] = 0, (2.12)

la cual se necesita satisfacer por una solución distinta de cero de las funciones de
onda, en donde ak 6= 0 y bk 6= 0. El índice λ denota las bandas de energía de las
cuales existen un número igual al de soluciones de la ecuación (2.12) [7].

Para el caso de dos átomos por celda unitaria, hay dos soluciones y por lo
tanto dos bandas [10]. Si se desprecian la superposición de las funciones de onda en
sitios vecinos, la matriz (2.11) se reduce a una matriz unitaria ∞ multiplicado por
el número de partículas N debido a la normalización de las funciones de onda.

La ecuación (2.12) establece que las bandas de energía son únicamente los
valores propios de la matriz del hamiltoniano (2.10). Además, debido a que las dos
subredes son equivalentes desde un punto de vista químico [3], se tiene ψ(A)∗

k Hψ
(A)
k =

ψ
(B)∗
k ψ

(B)
k , y por lo tanto los términos en la diagonal contribuyen únicamente una
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Figura 2.2. Modelo de enlace fuerte en el grafeno. Fuente: Fuchs-Goerbig [10]

variación constante a las bandas de energía que se pretenden reducir a cero. Por
lo que los únicos términos relevantes son los términos fuera de la diagonal de la
ecuación (2.10), HAB

k ≡ ψ
(A)∗
k Hψ(B)

k = NtABk , con el término de salto [7] (en inglés
hopping)

tABk =
∑
Rl

eik·Rl

∫
d2rφ(A)∗(r−Rk)Hφ(B)(r + δAB −Rm), (2.13)

donde δAB es un vector que conecta un sitio A con un sitio B. Para obtener la
estructura de bandas básica del grafeno, es suficiente con considerar únicamente los
sitios de los vecinos más cercanos descritos por la amplitud de salto [7]

t =

∫
d2rφA∗(r)HφB(rδ3), (2.14)

ya que la geometría de la red se escogió δAB = δ3, ver figura 2.2. Si se considera
un sitio arbitrario ai en la subred A (figura 2.2) se puede ver que el término de
salto (2.13) consiste de tres términos correspondientes a el vecino más cercano B1,
B2 y B3, de los cuales todos tienen la misma amplitud de salto t [10]. Sin embargo,
únicamente el sitio B3 es descrito por el mismo vector de red que el sitio A, por lo
tanto produce una fase cero de la matriz de salto. Los sitios B1 y B2 corresponden
a los vectores de red respectivamente desplazados por

a2 =

√
3a

2

(
ex +

√
3ey

)
a2 = a2 − a1 =

√
3a

2

(
−ex +

√
3ey

)
, (2.15)

donde a = |δ3| = 0.142 nm es la distancia entre el vecino más cercano de los átomos
de carbono [10]. Por lo que contribuyen un factor de fase exp(ik · a2) y exp(ik · a3)
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respectivamente. Con esto el término de salto (2.13) se puede reescribir como

tABk = tγ∗k =
(
tBAk

)∗
, (2.16)

en la que se definió la suma de los factores de fase de los vecinos más cercanos

γk = 1 + eik·a2 + eik·a3 . (2.17)

Con estos elementos, la banda de dispersión se puede obtener fácilmente al
resolver la ecuación (2.12)

ελ(k) = λ|tABk | = λt|γk|, (2.18)

y su solución se muestra en la figura 2.3. La banda de dispersión tiene una simetría
partícula-agujero [7], mientras que la banda de valencia, la cual se denota como
λ = − , toca la banda de conducción λ en los puntos inequivalentes, los cuales
se determinan estableciendo el valor γ±K = 0 y que coincide con las dos esquinas
inequivalentes de la zona de Brillouin K y K ′.

Debido a que la cantidad de electrones que hay en los orbitales π, los cuales
determinan las propiedades de conducción del grafeno a baja energía, es proporcional
a los sitios en la red; toda la estructura de bandas se encuentra a media ocupación.
Esto es debido a las dos orientaciones del espín de los electrones, lo que permite que
una ocupación doble para cada orbital π [10].

Como consecuencia, la energía de Fermi se encuentra justo en los puntos de
contacto K y K ′ de las dos bandas, a menos que las hojas de grafeno sean alteradas
al estar sometidas a un campo eléctrico externo; los puntos K están dados por [10]

±K = ± 4π

3
√

3a
ex (2.19)

La figura 2.3 muestra la banda de dispersión en las vecindades de los puntos de
contacto K y K ′, y que por su linealidad es suficiente para describir las propiedades
electrónicas del grafeno a baja energía [3], que es cuando todas las escalas de energías
relevantes son mucho más pequeñas que todo el ancho de banda.

Con la forma cónica de las dos bandas es fácil recordar a las partículas relativis-
tas [3], las cuales, en general tienen una dispersión de energía E = ±

√
m2c4 + p2c2,

en términos de la velocidad de la luz, c, y de la masa de las partículas m. Si la
masa es cero, se obtiene la forma E = ±c|p|, tal como es el caso de los electrones de
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Figura 2.3. Bandas de energía del grafeno. La banda de valencia toca la banda de con-
ducción en las dos esquinas de la zona de Brillouin K y K ′. Fuente Fuchs-Goerbig: [10]

masa energía en el grafeno [10], [3] y que se muestra en la figura 2.3, por lo que los
electrones en el grafeno pueden ser tratados como fermiones sin masa de Dirac [3].

Límite continuo

La analogía entre electrones en el grafeno y partículas relativistas sin masa
se puede corroborar al analizar las propiedades electrónicas del grafeno a bajas
energías, las cuales se pueden obtener expandiendo la estructura de bandas en las
vecindades de los puntosK yK ′ [10]. Obteniendo así el hamiltoniano de baja energía
al expandir la suma de los factores de fase (2.17) alrededor de K y K ′

γ±p = γk = ±K + p = 1 + e±iK·a2eip·a2 + e±iK·a3eip·a3

' 1 + e±i2π/3[1 + ip · a2] + e∓i2π/3[1 + ip · a3]

= γ±(0)
p + γ±(1)

p .

(2.20)

Por definición de los puntos de Dirac y su posición en las esquinas de la zona
de Brillouin K y K ′, se tiene que γ±(0)

p = γK = 0, por lo que se puede limitar la
expansión al primer orden de |p| [10]. Por simplicidad se utilizó ~ = 1, donde el
momentum tiene las mismas unidades que el vector de onda, con esto, el término
de primer orden está dado por

γ±(1)
p = i

√
3a

2

[
(px +

√
3py)e

±i2π/3 + (−px +
√

3py)e
∓i2π/3

]
,

= ∓3a

2
(px ± ipy) ,

(2.21)
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que se puede obtener sabiendo que sin(±2π/3) = cos(±
√

3/2) y que cos(±2π/3) =

−1/2. Por lo tanto, se puede obtener el hamiltoniano efectivo de baja energía

Hξ
p = ξv (pxσ

x + ξpyσ
y) , (2.22)

en términos de la velocidad de Fermi, definida de la forma [43]

v =
3ta

2~
. (2.23)

El índice ξ = ± denota los vallesK yK ′, y se obtienen en losK el hamiltoniano
de Dirac

HD = vp · σ (2.24)

mientras que el hamiltoniano de baja energía en el punto K ′ es

H
′

D = −vp · σ∗, (2.25)

con σ∗ = (σx,−σy), en términos de las matrices de Pauli

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
y σz =

(
1 0

0 −1

)
. (2.26)

Es importante notar que en este caso, la velocidad de Fermi v juega el rol de la
velocidad de la luz c, que es 300 veces mayor, c ' 300v. Para finalizar, se aplica la
sustitución de Peierls (1.12) para que el hamiltoniano de Dirac (2.24) tome la forma

HB
D = v [p + eA(r)] (2.27)

el cual representa a nuestras partículas relativistas cargadas en un sistema de dos
dimensiones.

2.3. Niveles de Landau relativistas

El caso relativista (2.27) de electrones en el grafeno se puede tratar de la misma
forma que el caso no relativista, en términos de los operadores escalera (1.24), el
hamiltoniano se puede escribir como

HB
D = v

(
0 Πx − iΠy

Πx + iΠy 0

)
=
√

2
~v
lB

(
0 a

a† 0

)
. (2.28)
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De donde se ve que la frecuencia característica ω′ =
√

2v/lB juega el rol de
la frecuencia de ciclotrón en el caso relativista. Sin embargo, es importante tener
cuidado de no escribir esta frecuencia de la forma eB/mb, ya que la masa de banda
en el grafeno es cero y esta frecuencia resultaría en una singularidad [3].

Para obtener los valores propios y los estados propios del hamiltoniano (2.28),
se necesita resolver la ecuación de valores propios HB

Dψn = εnψn, y que debido a
que el hamiltoniano es una matriz de 2 × 2, los estados propios son espinores con
la forma [10]

ψn =

(
un

vn

)
, (2.29)

por lo que la ecuación que se necesita resolver es el sistema de ecuaciones

~ω′avn = εnun y ~ω′a†un = εnvn, (2.30)

lo que nos da como resultado para la segunda componente del espinor

a†avn =
( εn
~ω′
)2

vn. (2.31)

Esta componente es un estado propio del operador número n = a†a, con lo que
se puede identificar, en forma de un factor numérico, la segunda componente del
espinor vn con el estado propio |n〉 del hamiltoniano no relativista (1.27), vn ∼ |n〉.

Por otro lado, el cuadrado de la energía es proporcional al número cuántico,
ε2n = (~ω†)2n. Esta ecuación tiene dos soluciones, positiva y negativa, respectiva-
mente; y se necesita introducir otro número cuántico λ = ±, el cual representan
los estados de energía positiva y negativa. Este número cuántico también juega el
mismo rol que el índice de banda [3], donde λ = + para la banda de conducción y
λ = − para la banda de valencia en el caso de campo B = 0, con lo que se puede
obtener el espectro de energía

ελ,n = λ
~v
lB

√
2n (2.32)

el cual se muestra en la figura 2.4. Estos niveles de Landau relativistas se dispersan
como λ

√
Bn en función del campo magnético.

Una vez que se conoce la segunda componente del espinor, la primera compo-
nente del espinor se obtiene con la ecuación (2.30), y se representa como un ∝ avn ∼
a |n〉 ∼ |n− 1〉. Seguidamente es necesario distinguir el nivel cero de energía de los
niveles de Landau de los demás niveles de energía. El nivel cero de energía ocurre
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Figura 2.4. Niveles de Landau en función del campo magnético para el caso relativista,
con ελ,n = λ(~v/lB)

√
2n ∝

√
Bn. Fuente: Goerbig [3]

en n = 0, y para este caso la primer componente del espinor es cero, aplicando la
ecuación (1.29). Por lo tanto, para este caso el espinor se escribe

ψn=0 =

(
0

|n = 0〉

)
. (2.33)

Para todos los demás casos, n 6= 0, se tienen soluciones de energía positivas y
negativas, las cuales difieren entre sí por un signo en una de las componentes. Una
representación conveniente de los espinores asociados se puede dar como [3]

ψλ,n6=0 =
1√
2

(
|n− 1〉
λ |n〉

)
. (2.34)

2.4. Efecto Hall en el grafeno

El efecto Hall relativista en el grafeno se puede entender bajo el mismo mar-
co de la cuantización de los niveles de Landau y la localización de una partícula
que el efecto Hall cuántico entero en un sistema electrónico de dos dimensiones no
relativista, (ver sección 1.6).

De hecho los argumentos que se presentaron sobre el efecto Hall cuántico entero
también aplican a los electrones relativistas en el grafeno, pero se necesitan tener en
cuenta los dos distintos tipos de portadores de carga, electrones y agujeros, mismos
que trasportan una carga distinta, que para el caso de los potenciales de impurezas no
representan un problema, ya que en una transformación partícula-agujero, un valle se
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transforma en un sumidero y viceversa [3]. Además, la dirección del desplazamiento
de Hall cambia en este tipo de transformación.

Debido a la universalidad del efecto Hall cuántico, ambos tipos de distribuciones
de impurezas relacionados por una simetría partícula-agujero nos proporciona la
misma cuantización de la resistencia de Hall [3]. Por lo tanto, la aproximación de la
localización semiclásica también aplica para los electrones relativistas en el grafeno.

La situación es distinta para el potencial de confinamiento. Un Ansatz de la
forma V (y) tiene el problema de que un incremento V (y − ymax/min) −→ ∞ en el
borde de la muestra confina al electrón pero no a los agujeros de la banda de valencia
por lo que se necesitaría V (y − ymax/min) −→ −∞ para un confinamiento eficiente.
Esto debido a que el hamiltoniano de los electrones relativistas del grafeno es una
matriz de 2 × 2 que refleja las dos distintas subredes A y B. Por lo tanto un posible
potencial de confinamiento puede formarse a partir de la matriz de Pauli σz,

Vconf (y) = V(y)σz =

(
V (y) 0

0 −V (y)

)
, (2.35)

el cual junto con el hamiltoniano (2.27) produce el hamiltoniano que corresponde al
modelo no relativista (1.73). Para un término constante M = V (y) la contribución
de (2.35) representa la masa de una partícula relativista.

Por lo tanto, el potencial de confinamiento (2.35) también es llamado masa
de confinamiento [3]. Si se examina el caso más simple, que es cuando se tiene un
término constante de masa Mσz que necesita ser añadido al hamiltoniano de Dirac.
El hecho de que este término sea realmente un término de masa se puede ver a partir
del hamiltoniano de Dirac para B=0

Hm
D = vp · σ +Mσz =

(
M v(px − ipy)

v(px + ipy) −M

)
, (2.36)

cuya diagonalización nos proporciona el espectro de energía

ελ(p) = λ
√
v2|p|2 +M2. (2.37)

Donde se reconoce inmediatamente que tiene la forma de la relación de disper-
sión de una partícula relativista con una masam tal queM = mv2. Cualitativamente
se puede ver de la figura 2.5 por qué una masa de confinamiento es más eficiente
que una barrera de potencial.

De hecho, cuando la partícula se aproxima al borde con M(y) 6= 0 se abre
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Figura 2.5. a) Efecto túnel de Klein, a través de una barrera. Un electrón incidente en la
banda de conducción, CB por sus siglas en inglés; por encima de la energía de Fermi el cual
se encuentra en el punto de Dirac antes de la barrera, atraviesa la barrera como lo haría un
electrón por encima de la energía de Fermi en la banda de valencia. La banda de valencia
está parcialmente vacía debido al desplazamiento del punto de Dirac hacia una energía
más alta que la correspondiente a la altura de la barrera. (b) Masa de confinamiento, se
abre una banda cuando la partícula se aproxima al borde el cual se convierte en una región
prohibida donde no se pueden encontrar estados cuánticos en la energía correspondiente a
la del electrón incidente. Fuente: Goerbig [3].

una banda. Un electrón que se encuentre encima del punto de Dirac solo se puede
propagar en la región con M = 0, mientras que en el borde su energía se encuentra
en la banda la cual es una región prohibida y el electrón es confinado.

De forma similar al caso en el que B = 0, se puede encontrar el espectro de
energía del hamiltoniano de Dirac masivo (2.36) sometido a un campo magnético
perpendicular, el cual, en términos de los operadores escalera se escribe como

HB
D =

(
M v(Πx − iΠy)

v(Πx − iΠy) −M

)
=

(
M

√
2~v
lB
a√

2~v
lB
a† −M

)
, (2.38)

cuyos valores propios se pueden calcular como se hizo para el caso en el que M = 0

y se obtiene, para el nivel de Landau relativista n 6= 0

εyn = λ

√
M2 + 2

~2v2

l2B
n. (2.39)

Para el caso del nivel de Landau central, n = 0, que necesariamente se aleja
del nivel de cero energía. El estado cuántico asociado (2.34) es cero en la primer
componente u0, mientras que la segunda componente está dada por v0 = |0〉. Para
satisfacer la segunda línea en la ecuación de valores propios

HB
Dψ0 = ε0ψ0 ⇔

(
M

√
2~v
lB
a√

2~v
lB
a† −M

)(
0

|0〉

)
= ε0

(
0

|0〉

)
(2.40)

42



donde se tiene que cumplir que

√
2
~v
lB
a†u0 = (ε0 +M)v0 ⇔ 0 = (ε0 +M) |0〉 , (2.41)

de tal forma que la única solución sea ε0 = −M . Así el nivel de Landau relativista
n = 0 es desplazado hacia las energías negativas y deja de satisfacer la simetría
partícula-agujero. Este efecto es llamado anomalía de paridad y depende del signo
de la masa [3].

En el caso del grafeno, es necesario recordar que hay dos copias del espectro
de energía, uno en el punto K y otro en el punto K ′, como se discutió en la sección
(2.2), el hamiltoniano (2.38) describe las propiedades a baja energía en el punto K
mientras que se necesita intercambiar las subredes A y B en el punto K ′ y añadir
un signo global en frente de los términos fuera de la diagonal de la matriz

HB′
D =

(
−M −

√
2~v
lB
a

−
√

2~v
lB
a† M

)
= −HB′

D . (2.42)

Como es de esperarse, los estados propios de este hamiltoniano son los mismos
que los del hamiltoniano que se muestra en la ecuación (2.38) en el punto K; con la
diferencia de que los valores propios cambian de signo. Debido a la simetría partícula-
agujero de los niveles (2.39), el signo global no afecta al espectro de energías para
n 6= 0. Sin embargo, el nivel n = 0, que no respeta la simetría partícula-agujero,
debe ser tratado por aparte; y la condición correspondiente a (2.41) se encuentra de
la misma forma que para el punto K

−
√

2
~v
lB
a†u0 = (ε0 −M)v0 ⇔ 0 = (ε0 −M) |0〉 , (2.43)

con esto se ve que el nivel n = 0 en el puntoK ′ se desplaza hacia las energías positivas
como función de la masa, de tal forma que el espectro para el grafeno, cuando se
toma en cuenta ambos valles, cumple nuevamente la simetría partícula-agujero, pero
el valle degenerado es subido por n = 0.

El caso de un término de masa que varía en la dirección ŷ, como el caso del
potencial de confinamiento, es similar al caso tratado en la sección (1.6.1), el sistema
permanece invariante ante traslaciones en la dirección x̂, de tal forma que el gauge
de Landau resulta ser el gauge apropiado para resolver el problema y el vector de
onda k en esta dirección es un número cuántico importante. Como este vector de
onda determina la posición de los estados propios en la dirección de ŷ, se puede
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Figura 2.6. (a) Masa de confinamiento para los niveles de Landau relativistas. Se muestran
los niveles de Landau tipo electrones, λ = +, que se doblan hacia arriba cuando se acercan
a los bordes de la muestra, ymax, los niveles del tipo agujero, λ = −, que se doblan
hacia abajo. La trayectoria en el nivel de Landau n = 0 depende del valle, debido a la
anomalía de paridad, en el valle K, el nivel de energía disminuye mientras que en el otro
valle K ′ aumenta. (b) Ocupación del cúmulo de niveles de Landau en ν = 0. Todos los
niveles de Landau tipo electrón, se encuentran desocupados mientras que los tipo agujero
se encuentran totalmente llenos. El nivel n = 0 se encuentra a media ocupación. Fuente:
Goerbig [3]

tomar y0 = kl2B, y el espectro de energía está dado por la ecuación

εyn,y0;ξ = λ

√
M2(y0) + 2

~2v2

l2B
n, (2.44)

el cual se muestra en la figura 2.6; para n 6= 0 y ambos valles ξ = ±, mientras que
el nivel n = 0 se encuentra en

εn=0,y0;ξ = −ξM(y0), (2.45)

la ecuación (2.44) es válida únicamente para el caso en el que n 6= 0, y para el caso
en el que n = 0 el nivel adquiere una energía M(y0) distinta de cero, que resulta ser
negativa. En el caso del grafeno, se tienen dos puntos de baja energía inequivalentes
en la primera zona de Brillouin los cuales dan origen al espectro de energía relativista
[10].

Los hamiltonianos (1.10), (2.24) y (2.27), para los casos de ausencia y presencia
de campo magnético, aplican principalmente para sólo uno de los dos valles, mientras
que para el otro valle se puede tomar −HD y HB

D si se intercambian las componentes
A y B.

Con esto, el potencial de confinamiento (2.35) tomaría la forma −Vconf en el
otro valle, lo cual implicaría una masa negativa. Por lo tanto el nivel n = 0 se dobla
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hacia las energías positivas del segundo valle, y el nivel de degeneración de los valles
se eleva en este nivel.

Con la ayuda de estas consideraciones, se puede llegar a entender el efecto Hall
relativista en el grafeno. La localización semiclásica es la misma que para el caso
no relativista, y el confinamiento, que es necesario considerar para poder tomar en
cuenta la presencia simultanea de los niveles de Landau tipo electrón y tipo agujero,
nos conduce a los estados en el borde, mismos que son responsables por el transporte
cuántico y, por lo tanto, la cuantización de la resistencia.

El efecto Hall cuántico relativista fue descubierto por dos grupos distintos, [23],
[27] cuyos resultados se pueden ver en la figura 2.7. La fenomenología del efecto Hall
cuántico relativista es la misma que para el efecto Hall cuántico entero para los
niveles de Landau no relativistas, en el que se pueden observar plataformas en la
resistencia de Hall mientras que la resistencia longitudinal se desvanece.

Con este comportamiento, se puede variar el factor de ocupación ya sea cam-
biando el campo magnético con una densidad de portadores fijos, figura 2.7 (a), o se
puede tener un campo magnético fijo mientras se varía la densidad de portadores de
carga con la ayuda de una compuerta de voltaje, figura 2.7 (c). La última medición
es más sencilla de realizar en el grafeno que en gases de electrones bidimensionales
no relativistas. A pesar de la similitud entre la versión entera del efecto Hall, en la
figura 2.7 muestra una diferencia, y es que el efecto Hall se observa para valores del
factor de ocupación

ν = ±2(2n+ 1), (2.46)

en términos del número cuántico n, mientras que el efecto Hall cuántico entero se
observa a valores ν = n, lo cual sucede ya que cada nivel de Landau relativista en el
grafeno tiene una degeneración cuádruple, debido al doble espín y la degeneración
de doble valle.

Esto debido a el hecho de que el factor de ocupación ν = 0 no corresponde a
portadores en el sistema, ya que la energía de Fermi se encuentra exactamente en
el punto de Dirac. En este caso, se tiene una simetría electrón-agujero perfecta, y
por lo tanto el nivel n = 0 debe estar parcialmente lleno, figura 2.6 (b), o también,
deben haber tantos electrones como agujeros en el nivel n = 0 y, de acuerdo a las
consideraciones presentadas en la sección 1.6.3 esto no corresponde a una situación
donde se observe un efecto Hall debido a estados extendidos.

Ya que lo normal es esperar que emerja un efecto Hall cuántico cuando el
nivel de Landau central n = 0 se encuentre completamente lleno, o completamente
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Figura 2.7. Resultados de la medición del efecto Hall relativista. Fuente: Zhang, Tan,
Stormer y Kim[23]

vacío. Como consecuencia de la cuádruple degeneración en el grafeno, el efecto Hall
cuántico ocurre en ν = ±2, los cuales se observan en los experimentos [23], y se
muestran en la figura 2.7, y que resultan ser el origen de la particular secuencia del
factor de ocupación (2.46) del efecto Hall relativista en el grafeno.
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3. EFECTO HALL CUÁNTICO FRACCIONARIO

En el capítulo 2, se explicaron los aspectos fundamentales del efecto Hall entero
en términos la cuantización de Landau; con factores de ocupación enteros ν = n, los
cuales corresponden a n niveles de Landau completamente llenos. En estos niveles
se fuerza un electrón a ocupar el siguiente nivel de Landau desocupado; esto como
consecuencia del principio de exclusión de Pauli, ver figura 3.1 (a). Por lo que el
electrón necesita perder una cantidad finita de energía ~ωC y se localiza por medio
de las impurezas en la muestra, debido al arrastre de Hall el cual fuerza al electrón
a moverse cerca de las líneas equipotenciales.

Bajo éstas condiciones se interpreta al sistema como incompresible ya que no
se puede variar el factor de ocupación y se pierde solamente una cantidad de energía
infinitesimal. Para el caso de un número fijo de partículas se considera una disminu-
ción infinitesimal en el campo magnético el cual implica una carga infinitesimal en la
supericie 2πl2B ocupada para cada uno de los estados cuánticos. Como la superficie
total del sistema permanece constante, el aumento infinitesimal de 2πl2B no se puede
acomodar en un cambio infinitesimal de energía. Esto se debe a la banda entre el
nivel de Landau n− 1 y el nivel n donde al menos un electrón debe subir del nivel.
Esto es lo que provoca que el sistema no se pueda comprimir [3].

Tomando en cuenta el comportamiento del efecto Hall cuántico entero, fue una
gran sorpresa observar un efecto Hall cuántico fraccionario. El cual ocurre con un
factor de ocupación ν = 1/3, con su correspondiente cuantización de Hall RH =

h/e2ν = 3h/e2. Este efecto fue descubierto tres años después del descubrimiento
del efecto Hall cuántico entero en sistemas electrónicos de dos dimensiones, esta
cuantización fraccionada de la resistencia de Hall fue descubierta por Tsui, Störmer
y Gossard con un n = 1/3 [22].

En este capítulo se comenzará considerando las interacciones de Coulomb entre
los electrones, seguidamente se estudiará la teoría de Laughlin para describir el efecto
Hall cuántico fraccionario. Se presentará la estadística fraccionaria como herramienta
para describir los anyones y se finalizará con una generalización de la función de
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onda de Laughlin utilizando la teoría de fermiones compuestos.

Figura 3.1. (a) Diagrama de un nivel de Landau totalmente lleno. El círculo gris represeta
un electrón adicional que es forzado a ocupar el siguiente nivel de Landau más alto debido
al principio de Pauli. (b) Nivel de Landau parcialmente lleno. Debido a la presencia de
estados desocupados en el nivel de Landau, el principio de Pauli no permte que un electrón
adicional ocupe el siguiente nivel de Landau. Fuente: Goerbig [3]

3.1. El rol de las interacciones de Coulomb

Como se mencionó anteriormente, el efecto de un nivel de Landau parcialmente
lleno es opuesto al de n niveles completamente llenos, en donde se observa la versión
entera del efecto Hall cuántico. Esta diferencia se puede resumir en la figura 3.1 y
también es el orígen del diferente rol que tiene la repulsión de Coulomb entre los
electrones.

En el caso de n niveles de Landau completamente llenos, se tiene un estado
fundamental no degenerado similar a un líquido de Fermi, donde las interaciones
se pueden tratar con una aproximación perturbativa. De hecho, cualquier tipo de
excitación involucra una transición entre dos niveles de Landau adyacentes que están
separados por una banda de energía ~ωC , ver figura 3.1 (a), y se necesita comparar
la energía de Coulomb en la escala de la longitud característica RC = lB

√
2n+ 1 y

esta banda [4, 3]

VC
~ωC

∼ me3/2

ε~3/2
(Bn)−1/2 , (3.1)

lo cual resulta ser la constante de acoplamiento adimensional usual y además se
tiene que para el gas de Coulomb bidimensional en la teoría del líquido de Fermi
[12]

rs =
me2

ε~2
n−1
el (3.2)
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La última expresión se obtiene identificando la energía de Fermi EF = ~2k2
F/2m, en

términos del vector de onda de Fermi kF , con la energía del último nivel de Landau
ocupado ~ωCn. La aproximación en términos de perturbaciones permite un estado
fundamental no degenerado, como el que describe las excitaciones de los electrones
en el efecto Hall cuántico entero.

En el caso de un nivel de Landau n parcialmente lleno la situación es contraria,
para una excitación electrónica hay suficientes estados desocupados en el nivel de
Landau n para un electrón del mismo nivel al cual saltar [4]. Desde el punto de vista
de la energía cinética, no hay costo de energía asociado con tal excitación, mientras
que una excitación al siguiente nivel de Landau más alto tiene un costo energético de
~ωC . La degeneración macroscópica puede ser aumentada por el fenómeno debido a
otras escalas de energía, tal como aquellas asociadas con las impurezas en la muestra
o las interacciones electrón-electrón [3]. De hecho, la jerarquía de escalas de energía
en el efecto Hall cuántico fraccionario se puede caracterizar por la sucesión

~ωC & VC � Vimp, (3.3)

y por lo tanto es importante considerar la repulsión de Coulomb, la cual gobierna
las propiedades electrónicas a baja energía en un nivel de Landau parcialmente lleno
[12]. Se debe notar que se obtiene un sistema de electrones fuertemente correlacio-
nados para la descripción para la cual todas las aproximaciones perturbativas que
empiezan con el líquido de Fermi empiezan a fallar. Por lo que la mejor manera
de describir el efecto Hall cuántico fraccionario es tener una buena descripción del
estado fundamental [3, 4].

La suposición mas natural sería que los electrones en un nivel de Landau par-
cialmente lleno se comportan como partículas cargadas clásicas que forman un estado
cristalino para minimizar la repulsión mutua que existe entre ellos. Este estado es
el que se conoce como cristal de Wigner [40]. Sin embargo, el cristal de Wigner es
un estado que rompe una invarianza ante traslaciones, y tal estado no tiene ban-
das de energía para excitaciones a longitudes de onda largas. Por lo que se puede
comprimir el cristal de Wigner cambiando la superficie ocupada de una forma infi-
nitesimal o también añadiendo un electrón sin cambiar las superficie macroscópica
y pagar únicamente una cantidad infinitesimal de energía. Es por ello que el estado
fundamental sería compresible, lo cuál significa que no está separado por una banda
de energía; lo cuál no es el caso para el efecto Hall cuántico fraccionario.
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3.2. Función de onda de Laughlin

Como consecuencia de las consideraciones que se mencionarion anteriormente
para el cristal de Wigner, es necesario buscar otra alternativa para describir el
estado fundamental que no rompa ninguna simetría espacial y que tenga una banda
de energía. Este estado es el que se conoce como líquido incompresible cuántico que
fue propuesto por Laughlin en 1983 [20]. Se considera por simplicidad únicamente
el efecto Hall cuántico fraccionario en el nivel más bajo de Landau. Como se vio
en la sección 1.5.1, una función de onda para una partícula en el nivel más bajo de
Landau es descrita in términos de una unción analítica por una Gaussiana

ψ ∼ zm
′
e−|z|

2/4, (3.4)

en términos del entero m′ = 0, ..., NB − 1, en donde la definición de la longitud
magnética fue absorbida en la definición de la posición compleja z = (x− iy)/lB.

Como segundo paso se considera una función de onda arbitraria de dos partícu-
las. Esta función de onda debe ser una función analítica para ambas posiciones z1 y
z2 de la primera y segunda partícula respectivamente, y puede ser una superposición
de polinomios, tal que para los estados fundamentales

ψ2(z, Z) ∼ ZMzme−(|z1|2+|z2|2)/4, (3.5)

donde se definió la coordenada del centro de masa Z = (z1 + z2)/2 y la coordenada
relativa z = (z1 − z2). El número cuántico m juega el rol del momentum angular
relativo entre las dos partículas, y M está asociado con el momentum angular total
del par. Debido a que las funciones de onda del nivel más bajo de Landau deben ser
analíticas, m debe ser un entero, y el intercambio de las posiciones z1 y z2 implica
que m tiene que ser un impar debido a la naturaleza fermiónica de los electrones.
La función de onda de Laughlin se puede generalizar para N partículas a partir de
la función de onda para dos partículas, ecuación (3.5),

ψLm
({
zj, z

∗
j

})
=
∏
k<l

(zk − zl)m e−
∑
j |zj |2/4, (3.6)

por simplicidad en la notación se omitieron las constantes de normalización y donde
todos los índices van de 1 al número total de partículas N . Se puede ver que no existe
dependencia del centro de masa, sino que únicamente de las coordenadas relativas
entre los pares de partículas.
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3.2.1. Parámetro varacional

El parámetro varacional en la función de onda de Laughlin (3.6) es el exponente
m, con respecto al cual se necesita optimizar la función de onda para aproximar el
estado fundamental del sistema. Sin embargo, debido a que se tienen funciones
analíticas y estadísitica fermiónica, el exponenete se restringe a enteros impares,
m = 2s + 1, en términos del entero s. Además, este parámetro varacional resulta
ser totalmente determinado por el factor de ocupación ν. Esto se puede demostrar
si se considera la función de onda de Laughlin como una función de la posición zk
de algún electrón arbitrario k que esté fijo. Hay N − 1 factores del tipo (zk − zl)m,
uno para cada uno de los N − 1 electrones remanentes l, que ocurren en el Ansatz
(3.6), como el de la potencia más alta de zk la cual resulta ser m(N − 1)

∏
k<l

(zk − zl)m ∼ z
m(N−1)
k . (3.7)

De la sección 1.5.1, en la ecuación (1.63), se tiene que la potencia más alta de la
posición compleja de la partícula es fijada por el número de estados NB en cada
nivel de Landau. Lo cual nos lleva a la relación entre el número de partículas N y
el número de flujo cuántico NB que atraviesa el sistema

mN − δ = NB. (3.8)

En esta ecuación δ es una variación del orden de la unidad y que no juega un rol
en el límite termodinámico N,NB → ∞. Debido a que la relación entre el número
de partículas y el flujo cuántico no es el factor de ocupación del nivel de Landau
(1.53), ν = N/NB , se puede notar que es un candidato para la función de onda
del estado fundamental en el límite termodinámico, el parámetro varacional está
completamente definido por el factor de ocupación, y toma la forma

m = 2s+ 1 =
1

ν
⇔ ν =

1

m
=

1

2s+ 1
; (3.9)

y por lo tanto la función de onda de Laughlin es una función de onda candidata del
estado fundamental para factores de relleno

ν = 1, 1/3, 1/5, ... (3.10)

Es importante recordar que el valor impar m = 2s + 1 es requerido por la natu-
raleza fermiónica de los electrones. Formalmente, se puede dejar esta restricción y
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generalizar la función de onda de Laughlin para bosones, simplemente escogiendo
un exponente par 2s. Si se considera la función de onda de Laughlin para un valor
de ν = 1 para un nivel de Landau completo, se puede describir en términos de la
función de onda de Laughlin utilizando un valor m = 1, de tal forma que el estado
descrito por la fución de onda

ψ ({zj}) = fN({zj})e−
∑
j |zj |2/4, (3.11)

es un estado no degenerado y se puede describir en términos del determinante de
Slater [3],

ψ(xi) =


ψ1(x1) ψ1(x2) · · · ψ1(xN)

ψ2(x1) ψ2(x2) · · · ψ2(xN)
...

... . . . ...
ψN(x1) ψN(x2) · · · ψN(xN)

 , (3.12)

el cual al aplicarlo a nuestra función de onda de Laughlin se obtiene la forma de la
función fN({zj}), y que se le conoce como determinante de Vandermonde [12],

fN ({zj}) = det


z0

1 z1
1 · · · zN−1

1

z0
2 z1

2 · · · zN−1
2

...
... . . . ...

z0
N z1

N · · · zN−1
N

 =
∏
i<j

(zi − zj) ; (3.13)

donde se debe tener en cuenta que la j-ésima línea en este determinante corresponde
a todos los niveles de Landau mas bajos de la j-ésima partícula descrita en términos
del los polinomios zmj , además, el determinante toma en cuenta todas las permuta-
ciones de las N partículas sobre las N posiciones z1, · · · , zN , el cual vemos que es el
prefactor de la función de onda de Laughlin 3.6 para el caso en el que m=1.

3.2.2. Pseudopotencial de Haldane

Para describir las propiedades energéticas de la función de onda de Laughlin
(3.6), se considera nuevamente la función de onda para dos partículas (3.5). Esta
función de onda es un estado propio exacto para cualquier interacción con potencial
central que depende únicamente de la coordenada z entre el par de partículas, como
es el caso de la interacción de Coulomb, V = V (|z|). Por lo que se puede descomponer
la interacción del potencial en los números cuánticos asociados al momentum angular
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relativos m, de la siguiente forma

vm ≡
〈m,M |V |m,M〉
〈m,M |m,M〉

, (3.14)

donde el denominador toma en cuenta el hecho que no se ha normalizado apropia-
damente las funciones de onda para dos partículas (3.5), ψ(2)(z, Z) = 〈z, Z|m,M〉.
El hecho de que no hay dependencia de M es una consecuencia directa de la
suposición de que se lidia con una interacción de un potencial central, esto es
〈z, Z|V |z′Z ′〉 = V (|z|)δz,z′δZ,Z′ . Además no hay términos en la antidiagonal de la
forma 〈m,M |V |m′M〉, con m′ = m. Esto se puede demostrar de forma explícita en
la representación polar z = ρeiφ,

〈m,M |V |m′M〉 ∝
∫ 2

∏
0

dφ

∫ ∞
0

dρρm+m′+1V (ρ)e−i(m−m
′)φ ∝ δm,m′ , (3.15)

debido a la integración del ángulo polar. El potencial vm que se obtuvo de la des-
composición en los estados del momentum angular relativo también se le conoce
como pseudopotenciales de Haldane [3]. Los cuales caracterizan completamente el
espectro de energías de las dos partículas, ya que la energía cinética es la misma para
los estados de las dos partículas 〈m,M | como se mencionó anteriormente, ya que se
debe a un caso especial, normalmente cualquier potencial de interacción repulsiva da
como resultado estados no ligados con un espectro de energía continuo. El espectro
de energía es discreto incluso si la interación es repulsiva, debido a la presencia de
un campo magnético cuantizado.

Los pseudopotenciales de Haldane son una imagen de la forma del espacio real
del potencial de interacción [12]. De hecho, si un par de electrones está en un estado
cuántico con un momentum angular relativo m, la distancia promedio entre los
electrones está dada por |z| ∼ lB

√
2m. Por lo tanto el pseudopotencial de Haldane

vm es aproximadamente el valor del potencial de interacción original en la distancia
relativa lB

√
2m,

vm ' V
(
|z| = lB

√
2m
)
, (3.16)

además las componentes m del pseudopotencial de Haldane corresponden a las com-
ponentes de la interacción original de corto alcance.
Los pseudopotenciles de Haldane también son útiles en la descripción del estado
para N partículas. De hecho, el hamiltoniano para la interacción de N partículas V
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se puede reescribir en términos de pseudopotenciales

V =
∑
i<j

V (|zi − zj|) =
∑
i<j

∞∑
m′=0

vm′Pm′(ij), (3.17)

donde el operador Pm′(ij) proyecta el par de electrones ij en el estado de momentum
angular relativom′. Debido al factor

∏
k<l(zk−zl)m en la función de onda de Laughlin

3.6, ningún par de partículas se encuentra en un estado de momentum angular
relativo m′ < m. Si se escogen todos los pseudopotenciales con m < m positivos y
los demás cero,

v′m =


1 si m′ < m

0 si m′ ≥ m,

(3.18)

se puede obtener V ψLm = 0, lo que define a la función de onda de Laughlin como el
auto estado de energía cero del modelo (3.18).

Como el modelo describe una interacción repulsiva, todos los estados posibles
deben tener una energía E ≥ 0. Por lo tanto, la función de onda de Laughlin es
exactamente el estado fundamental del modelo (3.18). Además, es el único estado
en el que la energía es igual a cero debido a que si se mantienen el flujo y el número
total de partículas fijos, cualquier otro estado distinto al que describen las funciones
de onda de Laughlin involucra un par de partículas en un estado con un número de
momentum angular distinto de m.

Si el momentum angular es más pequeño que m, este par de partículas es
afectado por el pseudopotencial asociado distinto de cero m′ y por lo tanto cuesta
una energía del orden de vm′ > 0. En cambio, si el par de partículas está en un estado
de momentum con m′ > m, existe al menos otro par de partículas con m′′ < m para
mantener el factor de ocupación fijo, y este par de partículas aumenta la energía.
Con estos argumentos generales se muestra que cualquier estado excitado involucra
una cantidad finita de energía dada por el pseudopotencial vm′ , con m′ < m, la cual
juega el rol de una banda de energía.

En este sentido, el estado que describe la función de onda de Laughlin es de
hecho un estado incompresible que se acerca a la posibilidad de un efecto Hall
cuántico al momento de identificar la cuasi-partícula correcta de este estado de N
partículas que se convierte en un estado localizado por la impurezas de la muestra
[3].
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3.3. Cuasi-partículas y cuasi-agujeros con carga frac-

cionaria

Hasta ahora, se han discutido algunas propiedades del estado fundamental de
la función de onda de Laughlin. Se ha visto que el estado de Laughlin en ν = 1/m

es insensible para las componente de corto alcance del potencial de interacción des-
crito por el pseudopotencial de Haldane vm′ con m′ < m, mientras que estados
excitados deben estar separados del estado fundamental por una banda de energía
caracterizada por estos pseudopotenciales de corto alcance. Sin embargo aún no se
ha caracterizado la naturaleza de esta excitación.
Existen dos tipos de excitaciones, el primera son excitaciones elementales: cuasi-
partículas o cuasi-agujeros que se obtienen añadiendo o removiendo carga del siste-
ma, y el segundo: excitaciones colectivas con una carga fija.

3.3.1. Cuasi-agujeros

Las excitaciones elementales que se obtienen al desplazar el factor de ocupación
de su valor ν = 1/m. Al tomar en cuenta que se puede variar el factor de ocupación,
ya sea, añadiendo carga al sistema cambiando la densidad electrónica; como también,
añadiendo o removiendo el flujo, cambiando el campo magnético. Además al tomar
en cuenta que existe una relación entre el flujo del campo con el número de ceros en
la función de onda de Laughlin, se debe empezar por proponer un Ansatz para un
estado excitado, es decir, que describa la función de onda de un cuasi-agujero y se
considera el siguiente [3],

ψqh
(
z0,
{
zj, z

∗
j

})
=

N∏
j=1

(zj − z0)ψLm
({
zj, z

∗
j

})
. (3.19)

Cada una de las posiciones de los electrones tiene como vecino un cero adicional en
la posición z0. Para verificar que en realidad esta función de onda le agrega un flujo
al sistema, se puede expandir la función de onda de Laughlin (3.6) formalmente en
un polinomio de la forma,

ψLm
({
zj, z

∗
j

})
=
∑
{mi}

= αm1,··· ,mN z
m1
1 · · · z

mN
N e−

∑
j |zj |2/4,

en donde αm1,··· ,mN describen los coeficientes de expansión. Si se escoge la posición
z0 en el centro del disco, en el cual la función de onda (3.19) se simplifica a la forma
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Figura 3.2. Esquema de una excitación de un cuasi-agujero. Cada electrón salta de un
estado m hacia el siguiente estado de momento angular superior m + 1. Fuente: Goerbig
[3]

ψqh
({
zj, z

∗
j

})
=
∑
{mi}

= αm1,··· ,mN z
m1+1
1 · · · zmN+1

N e−
∑
j |zj |2/4,

en la que cada se incremente por uno, y esto se puede describir de la siguiente
manera. Cada electrón salta de un estado de momentum angular m a un estado
en el que el momentum angular se incremente por uno, tal como se muestra en la
figura 3.2 , dejando un espacio vacío en el estado m = 0. Y es a esta excitación a
la que se le conoce como cuasi-agujero [4]. Esto también afecta el estado cuántico
con el momentum angular más alto M , ya que se ha incrementado el tamaño de la
muestra por la superficie ocupada en el flujo mientras que el número de electrones
se mantiene fijo.

Con las consideraciones anteriores, se establece que es posible crear un cuasi-
agujero en la posición z0 al introducir flujo cuántico del tipo NB → NB + 1, el
cual tiene como consecuencia inmediata de que el factor de ocupación se reduce
una cantidad muy pequeña, el siguiente paso es determinar la carga asociada a esta
excitación; la cual es posible calcular al considerar un factor de ocupación fijo, al
que se le agrega carga eléctrica para compensar el flujo cuántico extra en el sistema.
De la ecuación (3.8), se puede notar que la relación entre el flujo extra ∆NB y la
carga eléctrica extra que compensa ese flujo ∆N está dado por

m∆N = ∆NB ⇔ ∆N =
∆NB

m
. (3.20)

Este resulta ser de bastante importancia y se puede entender de la siguiente forma:
para compensar el flujo cuántico adicional ∆NB = 1, se necesita agregar la m-ésima
fracción de un electrón. Por lo tanto el déficit de carga eléctrica causado por la
excitación del cuasi-agujero está dado por
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e∗ =
e

m
. (3.21)

Este resultado se puede interpretar como que es la carga que porta el cuasi-agujero
y por lo tanto es una carga fraccionaria, que para nuestro sistema es una fracción
de la carga fundamental del electrón.

3.3.2. Cuasi-partículas

Hasta ahora se han considerado las interacciones que conducen a la existencia de
los cuasi-agujeros los cuales se obtienen introduciendo un flujo cuántico adicional al
sistema, lo cual se traduce en términos matemáticos en agregarle un cero adicional a
la función de onda mostrada en la ecuación (3.19). Por lo tanto, si se puede aumentar
el flujo no existe ningún impedimento para que también se pueda reducir en uno
el flujo cuántico, generando así una cuasi-partícula, la cual tiene una vorticidad
contraria a la que se genera con los cuasi-agujeros que se mencionan anteriormente.

Esta vorticidad opuesta hace que se pueda utilizar el factor
∏N

j=1(z∗j − z∗0) en
lugar del factor

∏N
j=1(z∗j − z∗0) que se utilizó en la ecuación (3.19), esto se hace para

poder crear una cuasi-partícula en la posición z0. Sin embargo es importante indicar
que es posible que los resultados de esta función de onda muestre componentes que
violan las condiciones de analíticas de la función de onda de Laughlin para los niveles
más bajos de Landau, que se mencionan en la sección 3.2. Por lo tanto, para corregir
esta expresión de una cuasi-partícula, es posible hacer una proyección de la función
(3.19) en los niveles más bajos de Landau,

ψqp
(
z0,
{
zj, z

∗
j

})
= PLLL

N∏
j=1

(z∗j − z∗0)ψLm
({
zj, z

∗
j

})
. (3.22)

Para ver la forma en que se trabaja con la proyección PLLL es necesario obtener
una generalización de la función de onda de Laughlin para fermiones compuestos,
antes de obtener esta generalización es importante explorar las propiedades de la
estadística fraccionaria que se presentan en la siguiente sección.

3.4. Estadística Fraccionaria

Una consecuencia de la fraccionalización de la carga en un sistema cuántico
bidimensional, como los que se mostraron con las cuasi-partículas de Laughlin, es el
origen de lo que se conoce como estadística fraccionaria [3]. Desde un punto de vista
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mecánico estadístico, las partículas de un sisetema cuántico en tres dimensiones se
sabe que pueden clasificarse como bosones o fermiones [43], sin embargo en un siste-
ma bidimensional es posible encontrar una estadística distinta a la de las partículas
bosónicas y fermiónicas. A las partículas asociadas a esta nueva estadística se le
conoce como anyones [3].

Para ilustrar las propiedades estadísticas distintas entre dos partículas que
están en un sistema tridimensional y uno bidimensional se puede empezar conside-
rando una partícula A que se mueve de modo adiabático en una trayectoria cerrada
C en un plano xy alrededor de otra partícula B que tiene las mismas características.
Se elige una trayectoria lo suficientemente alejada de la partícula B y las dos par-
tículas están bien localizadas de tal forma que se pueden ignorar la superposición
entre las dos funciones de onda.

Este proceso T es equivalente a dos procesos sucesivos E , en el que se intercam-
bian las posiciones de A y B. De forma algebraica estos procesos se pueden expresar
en términos de los operadores T y E como un módulo de traslación

E = ±
√
T . (3.23)

Al hacer el mismo análisis para el caso tridimensional, debido a la presencia de una
tercera dirección, se puede elevar la trayectoria cerrada en esta dirección mientras
que la posición de la partícula A se mantiene fija en el plano xy. A esta trayectoria
elevada se le denota como C ′ .

Además, se puede encoger la trayectoria cerrada C ′ en un punto en la posición
A sin pasar por la posición de la partícula B la cual permanece en el plano xy.
Esta trayectoria se comporta como un punto, y se le llama C ′′ . A pesar de que
este procedimiento pueda parecer formal, un proceso de intercambio cuántico en
principio no especifica la trayectoria del intercambio de tal forma que sea posible
definir si la partícula es un bosón o un fermión, únicamente especifica sus propiedades
topológicas [12].

Desde un punto de vista topológico, todas las trayectorias que pueden ser de-
formadas de forma continua entre sí mismas definen una clase homotópica [21], de
tal forma que la ecuación (3.23) puede ser vista como una ecuación para clases ho-
motópicas en la que una simple traslación y una deformación simple son irrelevantes.
Como consecuencia de estas consideraciones, la trayectoria C ′′ en la posición de la
partícula A; la cual puede ser descrita formalmente por C ′′ = 1, existe en la misma
clase homotópica que la trayectoria original C, con lo que se puede garantizar que
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los procesos asociados a estas trayectorias son los mismos y se tiene que

T = T (C) = T (C ′′) = 1, (3.24)

en donde se ve que ε =
√
∞. Esto lo que indica es que ε es un operador cuántico que

corresponde al intercambio de partículas que tienen dos valores propios y al mismo
tiempo son dos raíces de la unidad, eB = exp(2πi) = 1 y eF = exp(iπ) = −1. A esto
se le conoce como regla de superselección [4], en la que todas las partículas cuánticas
en tres dimensiones pueden ser únicamente bosones eB = 1 o fermiones eF = −1.

En un sistema de dos dimensiones, como es en el que ocurre el efecto Hall
cuántico, este argumento topológico nos conduce a un resultado completamente
distinto. En el que no es posible la trayectoria C y encerrar la segunda partícula B
en un punto del sistema en la posición de la partícula A sin que la trayectoria pase
también por la posición B [4].

La posición de B debe ser un elemento de la trayectoria en algún momento del
proceso de encogimiento, el cual no se beneficia de una tercera dimensión para elevar
el ciclo en el que se mueve por encima del plano xy. El punto todavía representa
una clase homotópica de trayectorias, sin embargo estas trayectorias no encierran
otra partícula, y por lo tanto la trayectoria C es un elemento de otra clase homotó-
pica y es la única de todas las trayectorias que empiezan del punto A y encierran
únicamente la partícula en B [3]. Si existen más de de dos partículas presentes, las
clases homotópicas son descritas por el número entero de partículas encerradas por
las trayectorias en esta clase.

Desde un punto de vista algebraico, el proceso de intercambio ya no se describe
por las dos raíces de la unidad, como en el caso tridimensional, sino que se describen
por el llamado grupo de trenzado [12, 3], y la clasificación de bosones y fermiones
deja de ser válida. En el caso más simple de la estadística Abeliana [3, 4], para
bosones y fermiones es necesario generalizar la relación de conmutación

ψ(r1)ψ(r2) = ±ψ(r2)ψ(r1), (3.25)

en la forma
ψ(r1)ψ(r2) = eiαπψ(r2)ψ(r1), (3.26)

en donde a α se le conoce como ángulo estadístico [4] y se tiene que α = 0 para
bosones, α = 1 para fermiones y todos los demás valores de α en el intervalo entre 0

y 2 para anyones, a la que también es común llamarla estadística fraccionaria, de he-
cho todas las cuasi-partículas físicas, tienen un ángulo que es un número fraccionario.
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Para terminar es importante hacer énfasis en algunos aspectos de estas considera-
ciones estadísticas. Se sabe que los fermiones están obligados a satisfacer el principio
de Pauli, el cual impide una doble ocupación en un estado cuántico, mientras que
el número de bosones para un estado cuántico no presenta ninguna restricción. Sin
embargo, para los anyones, en el contexto de la teoría cuántica de campos [3], a
través de la ecuación (3.25) el principio de Pauli indica que para r = r1 = r2,

ψ(r)ψ(r) = 0. (3.27)

Para un ángulo estadístico arbitrario se obtiene de la misma forma que para la
ecuación (3.26),

(
1− eiαπ

)
ψ(r)ψ(r) = 0, (3.28)

el cuál se puede ver como el principio de Pauli generalizado para anyones en un
sistema bidimensional [15].

Propiedades estadísticas de las cuasi-partículas

Al aplicar las consideraciones estadísticas que se presentaron anteriormente
para el caso de las cuasi-partículas, se puede describir el ángulo estadístico como una
fase Aharonov-Bohm [12], la cual es un fenómeno cuántico en el que una partícula
eléctricamente cargada es afectada por un potencial electromagnético a pesar de que
la partícula se encuentra confinada en una región en la que tanto el campo magnético
B como el campo eléctrico E son cero.

Debido a un campo gauge que es generado por el flujo asociado a las cargas
inducidas en una curva cerrada ∂S, esta curva cerrada alrededor de la cual una cuasi-
partícula se mueve de forma adiabática encierra una superficie S. Es importante
no confundir el campo gauge con el que genera el verdadero campo magnético B,
sino que es más bien un campo ficticio AM , con BM = ∇ × AM y que genera el
flujo asociado, como por ejemplo, el flujo asociado a los electrones en el líquido de
Laughlin a través de la relación (3.8).

Si se considera el caso en el que la superficie S se llena con Nel(S) electrones
condensados en un líquido incompresible, tal como el descrito por la función de
onda de Laughlin (3.6) y Nqh(S) cuasi-agujeros (3.19), de tal forma que hay dos
contribuciones para BM = |BM |,
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BM(S) = Nflujo
h

e
= [mNel(S) +Nqh(S)]

h

e
. (3.29)

La correspondiente fase de Aharonov-Bohm, la cual toma la cuasi-partícula cuando
rodea la superficie S en el límite del camino ∂S está dado por [3]

ΓA−B = 2π
e∗

h

∮
∂S

dr · AM(r) = 2π
e∗

h

∫
S
d2rBM(r),

en donde se debe recordar que e∗ = e/m es la carga de la cuasi-partícula y también
que se utilizó el teorema de Stokes para convertir la integral de línea de AM en
∂S en una integral de superficie de BM sobre el área S. Por lo tanto la fase de
Aharonov-Bohm tiene las contribuciones de los electrones condensados en el líquido
de Laughlin Γel, y el de las cuasi-agujeros Γqh, por lo tanto se puede obtener a partir
de la ecuación (3.29) que para los electrones

Γel = 2π
e∗

e
mNel = 2πNel, (3.30)

se obtiene un 2π veces el entero Nel, esta contribución a la fase de Aharonov-Bohm
no se debe interpretar en términos de un ángulo estadístico debido a que no describe
un proceso de intercambio, ya que las partículas involucradas no son del mismo tipo
[12]. Si ahora se observa la contribución de los cuasi-agujeros a la fase de Aharonov-
Bohm se tiene que

Γqh = 2π
e∗

e
Nqh = 2π

Nqh

m
. (3.31)

Al considerar un único cuasi-agujero en el área S, Nqh = 1; con lo que se encuentra
una situación en la que la fase de Aharonov-Bohm es una fracción de 2π y el ángulo
estadístico es α = 1/m. Lo cual muestra que los cuasi-agujeros que se obtienen a
partir de la teoría de Laughlin son en realidad anyones con estadística fraccionaria,
tal como se discutió en la sección anterior.

3.5. Generalización de la función de onda de Laugh-

lin

A pesar de que la función de onda de Laughlin (3.6) puede describir el efecto
Hall cuántico fraccionario, para los valores de ν = 1/3 y 1/5, esta función no es
capaz de describir todos los demás estados del efecto Hall cuántico fraccionario [4].
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De hecho los estados asociados a los valores ν = 2/5, 3/7, 4/9, ... que corresponden
a la serie p/(2p+ 1), o también en su forma más general p/(2sp+ 1) en términos de
los enteros s y p, los cuales se pueden considerar dentro de la teoría de fermiones
compuestos, que se presenta a continuación.

Fermiones Compuestos

Luego del descubrimiento del estado más prominente del efecto Hall cuántico
fraccionario en ν = 1/3, se observaron varios estados con distintos valores del factor
de ocupación y tomaban la forma p/(2sp + 1). En una primera aproximación, se
interpretaron estos estados desde un punto de vista de jerarquía [16, 17], en la que las
cuasi-partículas de Laughlin consideradas el estado padre, tal como el estado en ν =

1/3, se condensa a sí mismo en un estado hijo hijo, debido a la repulsión de Coulomb
que existe en el sistema [3].En este punto de vista el estado 2/5 representaría el
estado hijo formado a partir de la excitación de la cuasi-partícula en el estado 1/3.

Una alternativa a este esquema de la jerarquía, fue propuesta por Jain en 1989
[18]. La idea consiste en darle a la función de onda (3.6) una reinterpretación. Si
se considera únicamente la parte gaussiana del polinomio, exp(−ΣN

j |zj|2/4), ya que
es un factor que siempre está presenta y cuya familia debe ser multiplicada con el
polinomio de la función de onda,

ψLm({zj}) =
∏
k<l

(zk − zl)2s+1 =
∏
k<l

(zk − zl)2s
∏
k<l

(zk − zl) , (3.32)

en donde en el último paso de esta ecuación, se dividió el producto en dos partes, la
primera con el exponente 2s la cual recibe el nombre de vórtice [3], y la otra parte
con es el término con exponente 1. Ahora antes de mencionar la generalización de
Jain, se debe interpretar la función de onda anterior en términos de las propiedades
estadísticas que se mostraron en la sección anterior.

De forma general, se puede expresar cualquier función de onda de N partículas
en el nivel más bajo de Landau ψLLL como un producto del factor de vórtice con
otra función de onda residual ψres,

ψLLL = ({zj}) =
∏
k<l

(zk − zl)m
′

ψres ({zj}) . (3.33)

Si la función de onda original es fermiónica, las propiedades de simetría de ψres
dependen de la paridad de m′ . Si es impar, ψres debe ser una función de onda
simétrica y por lo tanto bosónica. Por otro lado si es impar, tanto la función de
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onda original como la residual son anti-simétricas y por lo tanto son fermiónicas.

Ahora en términos del mencionado campo de gauge AM(r), el ángulo estadísti-
co asociado con el factor vórtice está simplemente dado por la paridad de m′ el cual
se puede ver como el número de flujo cuántico asociado a cada una de las partículas
en las posiciones zj.

En el caso de de la descomposición de la función de onda mostrada en la
ecuación (3.32), la parte del vórtice añade una cantidad s de pares de flujo cuántico a
cada una de las posiciones de las partículas y por lo tanto no afecta en las propiedades
estadística de la función de onda. Además el segundo factor,

χν∗=1 ({zj}) =
∏
k<l

(zk−zl) (3.34)

tiene un comportamiento fermiónico y corresponde a un nivel de Landau comple-
tamente lleno en un factor de ocupación virtual (Fermión Compuesto) ν∗ = 1,
se le llama virtual ya que el verdadero valor del factor de ocupación sigue siendo
ν = 1/(2s + 1) [4]. La generalización de Jain consiste en reemplazar el término∏

k<l (zk−zl) por cualquier otro determinante de Slater χν∗=p
({
zj, z

∗
j

})
de una can-

tidad p de niveles de Landau completamente llenos, con un fermión compuesto con
factor de ocupación ν∗ = p,

ψJ
({
zj, z

∗
j

})
= PLLL

∏
k<l

(zk−zl)
2s χν∗=p

({
zj, z

∗
j

})
, (3.35)

en donde se debe tomar en cuenta la proyección de PLLL hacia el nivel más bajo de
Landau como en el caso de la excitación de cuasi-partícula, ya que contrario al caso
de ν∗ = 1, la función de onda χν∗=p

({
zj, z

∗
j

})
tiene por construcción componentes

no analíticas.

La ecuación de onda de Jain (3.35) se puede ilustrara través del factor
∏

k<l (zk−zl)
2s,

se tiene un flujo efectivo 2s a cada uno de los electrones. Este nuevo tipo de partícu-
la, es a la que se le llama fermiones compuestos. El flujo residual o libre determina
el número efectivo de los estados por cada nivel de Landau asociado a los fermiones
compuestos, por lo tanto

NB → N∗B = NB − 2sNel,

lo cual corresponde a un campo magnético renormalizado
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B → B∗ = B − 2s

(
h

e

)
Nel. (3.36)

De forma similar el factor de ocupación de los fermiones compuestos se define con
respecto al número renormalizado de flujo cuántico,

ν∗ =
Nel

NB

⇒ ν∗−1 = ν−1 − 2s, (3.37)

lo cual nos lleva a la siguiente relación entre el factor de ocupación de un fermión
compuesto y el factor de ocupación usual ν

ν =
ν∗

2sν∗ + 1
. (3.38)

Utilizando las relaciones anteriores se puede ver que para niveles de Landau com-
pletamente llenos, ν∗ = p, esta relación con la serie que se ha mencionado, la cual
genera los valores fraccionarios del valor de ocupación del efecto Hall cuántico frac-
cionario, los cuales se pueden interpretar como estados de fermiones compuestos del
efecto Hall cuántico entero [3]

ν =
p

2sp+ 1
. (3.39)

Para una mejor interpretación física de la teoría de los fermiones compuestos se
puede argumentar lo siguiente: el estado fundamental se describe por la función
(3.35), la cual como se vio, describe un líquido cuántico incompresible de la misma
forma que la función de onda de Laughlin. La excitación elemental en la teoría de
fermiones compuestos consiste en un fermión compuesto que asciende al siguiente
nivel de Landau de un fermión compuesto, el cual se separa del estado fundamental
creando una banda de energía prohibida [3], de forma análoga al electrón para
n niveles de Landau completamente llenos que ocurre en el efecto Hall cuántico
entero. Por lo tanto, estas excitaciones de los fermiones compuestos se convierten
en estados localizados por las impurezas de la muestra, y de esta forma se obtienen
las plataformas en la resistencia de Hall la cual están cuantizadas.

De forma numérica la función de onda de Jain para fermiones compuestos
(3.35), ha sido exitosa en la descripción de la serie (3.39) la cual genera los esta-
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dos en el efecto Hall cuántico fraccionario. Incluso si la coincidencia con los estados
fundamentales exactos decae cuando el número p aumenta, la coincidencia es extre-
madamente alta [3]. Sin embargo, es importante resaltar que la interpretación física
es más complicada si se compara con la función de onda de Laughlin, debido a que la
proyección PLLL es más complicada de implementar en cálculos analíticos así como
en simulaciones numéricas [6].
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4. ORDEN TOPOLÓGICO

A partir del descubrimiento del efecto Hall cuántico fraccionario y la degene-
ración de su estado fundamental, surgió la necesidad de desarrollar el concepto de
orden topológico para este nuevo tipo de estado de la materia. El concepto de orden
topológico fue introducido por X.G. Wen en la década de 1990 [9, 34].

En este capítulo se comenzará por describir las ideas propuestas por Wen sobre
como caracterizar y clasificar los órdenes topológicos. Posteriormente se hará un
estudio del efecto Hall cuántico basándose en las propiedades topológicas del sistema
para finalizar con la obtención de la degeneración del estado fundamental de la
función de onda de Laughlin la cual es considerado como el orden topológico del
sistema [35].

4.1. Caracterización y clasificación de los órdenes

topológicos

4.1.1. Caracterización de los órdenes topológicos

El concepto de orden topológico normalmente se introduce a través de la fun-
ción de onda del estado fundamental, sin embargo debido a que esta función de
onda no necesariamente es universal se debe establecer un nuevo concepto: el orden
topológico. Para estudiar este concepto es necesario encontrar características físi-
cas o mediciones de órdenes topológicos. En otras palabras, es necesario encontrar
números cuánticos universales que sean independientes de las interacciones, masas
efectivas, etc [34]; pero que puedan tomar distintos valores para distintos tipos de
líquidos cuánticos FQH, por lo que según lo establecido por Wen, la existencia de
este tipo de número cuánticos implica la existencia de órdenes topológicos [9].

Una forma de mostrar la existencia de los órdenes topológicos en líquidos FQH,
es estudiar si existe algún tipo de degeneración en el estado fundamental cuando
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se aproxima al límite termodinámico. Los líquidos FQH tienen la propiedad de que
sus estados fundamentales se encuentran degenerados [15, 34]. Por ejemplo, como se
mostrará más adelante el estado ν = 1/m de la función de onda de Laughlin, tiene
un estado fundamental degenerado mg en una superficie de Riemann del tipo g [9].
La degeneración del estado fundamental en los líquidos FQH no es una consecuen-
cia de la simetría del Hamiltoniano que le describe. Esta degeneración se mantiene
ante perturbaciones arbitrarias [9], lo cual indica que las estructuras internas que
dan origen a la degeneración del estado fundamental son universales y por lo tanto
se demuestra la existencia de órdenes universales internos conocidos como órdenes
topológicos.

La degeneración del estado fundamental se puede considerar como un nuevo
número cuántico que caracteriza los órdenes topológicos en los estados de los líqui-
dos FQH. De forma particular, en algunos estados jerárquicos con el mismo factor
de ocupación fraccionario pueden tener distintos tipos de degeneración en su estado
fundamental, lo cual indica órdenes topológicos en los estados jerárquicos. Por lo
tanto, la degeneración del estado fundamental nos brinda nueva información adicio-
nal a la del factor de ocupación sobre las estructuras internas de los líquidos FQH.
Tomando esto en cuenta, Wen [9, 34], sugiere que las jerarquías de los estados frac-
cionarios sean caracterizadas por los distintos órdenes topológicos en lugar de las
propiedades de sus simetrías.
Adicionalmente un espacio compacto existe únicamente un número finito de exci-
taciones de baja energía [12], como el de los estados fundamentales degenerados,
sin embargo la dinámica a bajas energías no es trivial ya que la degeneración del
estado fundamental depende de la topología del espacio. Esta dinámica que depende
únicamente de la topología del espacio, es campo de estudio de la teoría de cam-
pos topológicos la cual se desarrolla en física de altas energías [35]. Estas teorías
topológicas son las que se utilizan para caracterizar los líquidos FQH.

4.1.2. Clasificación de los órdenes topológicos

Una vez establecido que los órdenes topológicos se caracterizan por la degenera-
ción en el estado fundamental del sistema, se debe establecer una forma de clasificar
los órdenes topológicos. De la misma forma que se pueden clasificar todos los crista-
les debido a que se conoce que los órdenes en los cristales se describen por el grupo
de simetría [40], sin embargo para el caso de los líquidos FQH se puede empezar por
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los llamados líquidos FQH abelianos [34]. Como se mencionó en la sección anterior,
las estructuras internas que dan lugar a las degeneraciones en el estado fundamental
es a lo que se conoce como orden topológico, estos fluidos se pueden caracterizar por
una matriz simétrica K, un vector de carga t y un vector de espín sm [13, 34, 33]. A
partir de las cuales se pueden determinar otras cantidades físicas las cuales incluyen
la degeneración del estado fundamental, el número cuántico de las cuasi-partículas,
la estructura de excitaciones en el borde; entre otras. Todas las cuasi-partículas de
este tipo de líquidos FQH tienen una estadística abeliana.
Además, como se mostró en el capítulo anterior existen distintas formas de construir
estados FQH con distintos valores fraccionarios ν = 1/m. En general estas construc-
ciones dan origen a distintas funciones de onda, incluso si tienen el mismo factor
de ocupación con lo que se hace difícil determinar si los estados descritos por estas
funciones de onda distintas pertenecen a la misma clase [9]. Con la caracterización
de los órdenes topológicos que se mencionó anteriormente, utilizando las cantidades
K, t, s; se tiene la ventaja de que es independiente de como se construyen las fun-
ciones de onda y provee de una descripción universal de los líquidos FQH. Si dos
distintas aproximaciones convergen en la misma matriz K, vector de carga t y espín
s, entonces se puede concluir que ambas aproximaciones dan origen al mismo tipo
de líquido FQH.

La interpretación de la matrizK se puede obtener utilizando la función de onda
de Laughlin generalizada en la que los estados FQH están descritos por la matriz
K. Por lo tanto esta matriz describe los ceros en la función de onda y determina
la forma en la que los electrones se mueven entre sí. Y así como se mencionó en el
capítulo anterior, estos ceros en la función de onda se pueden interpretar como el
número de flujo cuántico asociado a cada electrón.

4.2. Orden topológico en el efecto Hall cuántico frac-

cionario

Como se ha visto hasta ahora, la idea de orden topológico surgió con las propie-
dades descubiertas en el efecto Hall cuántico fraccionario, como el orden de jerarquías
y la degeneración en el estado fundamental. Como se mencionó en la sección ante-
rior, la degeneración del estado fundamental constituye una forma de caracterizar
los órdenes topológicos. Sin embargo hasta hora no se ha presentado el razonamiento
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Figura 4.1. Esquema del cuasiaguero en rojo y la cuasi-partícula en azul en las trayectorias
T1 y T2 alrededor del toro geométrico. Fuente: Tong [12]

detrás de estos conceptos.

Se empieza por estudiar los estados FQH en un manifold compacto en el que el
número de estados fundamentales depende únicamente de la topología del manifold
[12, 9]. Si se considera que el siguiente proceso sucede dentro de un toro geométrico,
se empieza por crear un par de cuasi-partícula y cuasi-agujero, posteriormente se
separa este par de excitaciones haciendo que vayan por las dos distintas trayectorias
dentro del toro, como se ve en la figura 4.1, estos procesos antes de permitir que
se aniquilen entre sí. Para finalizar se define el operador T1, como el operador que
implementa el proceso de la primer trayectoria, y T2 como el que implementa la
segunda.

Si se permite que las partículas circulen a través de la primer trayectoria y luego
a través de la segunda, debido a que estas partículas son anyones, el orden en el cual
se realizan estos procesos es de importancia ya que existen diferencia topológicas
en los caminos que se toman [3]. De hecho el proceso T1T2T

−1
1 T−1

2 es equivalente a
tomar un anyon y hacerlo girar alrededor de otro, esto significa que los operadores
Ti, deben obedecer el álgebra

T1T2 = e2πi/mT2T1 (4.1)

sin embargo estos operadores algebraicos no se pueden realizar en un único estado,
por lo que se concluye que el estado fundamental debe estar degenerado [8]. Una
representación de la ecuación (4.1) tiene una dimensión m, con la acción [12]

T1 = e2πni/m |n〉

T2 = |n+ 1〉 .
(4.2)
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La generalización de este argumento nos lleva a obtener una superficie genus-g lo
cual sugiere que el estado fundamental debe tener una degeneración del orden mg y
por lo tanto el número de estados fundamentales depende únicamente de la topología
del sistema [35]. Sin embargo para tener un mejor entendimiento de estas ideas es
necesario introducir algunos conceptos importantes en las siguientes secciones.

4.2.1. La topología en el efecto Hall cuántico

Hasta ahora se han expuesto ideas sobre la conexión del efecto Hall cuántico
con la topología, pero no se ha mostrado esta conexión como tal. Para ilustrar esta
conexión se puede empezar considerando un sistema de Hall en un toro geométrico
T 2, como el mostrado en la figura 4.1. Esto se puede ver como un rectángulo con
lados opuestos de longitud Lx y Ly. Al considerar funciones de onda confinadas en
el toro es necesario definir la periodicidad de estas funciones de onda, como una
primera intuición se puede pensar que las funciones de onda obedezcan la relación

ψ(x, y) = ψ(x+ Lx, y) = ψ(x, y + Ly), (4.3)

sin embargo esta relación resulta muy restrictiva al momento de considerar un flujo
magnético que atraviese el toro, por lo que se debe encontrar una mejor forma
de describir el comportamiento de las funciones de onda en el toro [12]. Esto se
puede lograr trabajando en regiones distintas en las que las funciones de onda se
puedan relacionar por una transformación de gauge y que se logra si se introducen
los operadores de traslación magnética

T (d) = e−id·p/~ = e−id(i∇+eA/~), (4.4)

estos operadores trasladan un estado ψ(x, y) a través del vector de posición d. Las
condiciones de frontera deben ser aquellas que permitan que cuando un estado sea
trasladado alrededor del toro regrese a la misma posición, Txψ(x, y) = ψ(x, y) y de
la misma forma Tyψ(x, y) = ψ(x, y); en donde Tx = T (d = (Lx, 0)) y Ty = T (d =

(0, Ly)).
En la expresión anterior (4.4) se ve que los operadores de traslación dependen

de la elección del potencial vectorial. Al elegir el gauge de Landau (1.37) con Ax =

y Ay = Bx, las traslaciones en la dirección x̂ son las mismas que aquellas en las
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que no existe un campo magnético mientras que las traslaciones en la dirección de ŷ
toman una fase adicional. Aplicando estos operadores al estado ψ(x, y) y trasladarlo
alrededor de una de de las trayectorias posibles del toro se obtiene lo siguiente

Txψ(x, y) = ψ(x+ Lx, y) = ψ(x, y),

Ty(x, y) = e−ieBLyx/~ψ(x, y + Ly) = ψ(x, y),
(4.5)

en donde se aplicó el teorema adiabático, el cual sostiene que si se coloca un sistema
en un autoestado energético no degenerado y se varían lentamente sus parámetros,
el sistema buscará permanecer en este autoestado sin excitar los demás estados [12].
Al aplicar este principio al proceso en el que el sistema se encuentra en el estado
fundamental y termina en el estado fundamental, como el proceso de la partícula
moviéndose alrededor del toro, lo única diferencia que existe en el nuevo estado es
la fase de la función de onda

|ψ〉 → eiγ |ψ〉 , (4.6)

en este caso eiγ representa la fase que identifica los estados después de haber apli-
cado el proceso, en la que contribuye la parte dinámica e−iEt/~ y es la conocida fase
de Berry [12]. Otros trabajos también han estudiado la fase de Berry en sisitemas
de materia condensada usando herramientas del Álgebra Global conforme [11].
Al analizar nuevamente la ecuación (4.5) se puede notar en la última de estas ecua-
ciones que la función de onda no es periódica en la dirección ŷ, sino que coinciden
únicamente al aplicarles una transformación gauge. Sin embargo estas ecuaciones no
presentan una consistencia para un campo magnético arbitrario, esto se debe a que
si se compara lo que sucede al hacer una traslación alrededor de la trayectoria en el
eje x, seguido por una en la trayectoria del eje y; el proceso estaría definido de la
siguiente forma

TyTx = e−ieBLy/~TxTy, (4.7)

como ambos procesos deben dar como resultados el mismo estado se tiene que

eBLxLy
~

∈ 2πZ. (4.8)
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La última ecuación, representa la que se conoce como condición de cuantización
de Dirac asociada a la idea de monopolos magnéticos de Dirac [12], y en donde el
término 2πZ surge de la generalización de la curvatura de Berry Fij, en la que al
tomar la integral de la curvatura con respecto a una superficie de campo magnético,
esta curvatura está cuantizada en términos de 2π, de forma más específica∫

FijdSij = 2πC, (4.9)

el entero C el cual pertenece a los complejos, se le conoce como número de Chern y
caracteriza esta cuantización [12] . De hecho un aspecto interesante de este análisis
es que es posible justificar la cuantización en la resistencia de Hall en términos del
número de Chern y la conexión de Berry y funciona para calcular la resistencia de
Hall mostrada en el capítulo 1 para el efecto Hall cuántico entero. Sin embargo,
el análisis que se hizo al inicio de esta sección en la ecuación (4.1) el cual se basó
en estas ideas, muestra que las excitaciones de cuasi-partículas y cuasi-agujeros en
un toro el cual surgen de las funciones que describen los líquidos FQH, muestran
una degeneración en el estado fundamental. En esta sección se mostró el rol de
la topología en el efecto Hall cuántico como primer paso, a pesar de que estas no
aplican para estados fundamentales degenerados, sin embargo estas ideas son de
utilidad para introducir las ideas de orden topológico.

4.2.2. Teoría de Chern-Simons

En la sección anterior se expuso la relación topológica con la cuantización
de la resistencia de Hall, pero para los estados fundamentales degenerados de los
líquidos FQH es necesario explorar la teoría de campos efectivos, conocidas como
teorías de Chern-Simons [33, 35, 12]. Se puede comenzar considerando el potencial
de gauge Aµ estudiado en la teoría electromagnética [39], como un parámetro que
indica que campo eléctrico o magnético se está considerando. De la misma forma
el potencial Aµ describirá únicamente las perturbaciones alrededor de un estado de
Hall en específico, ya sea aplicando un campo eléctrico o perturbando el campo
magnético, manteniendo el mismo estado cuántico.
En teoría de campos, el potencial Aµ siempre acopla el sistema a los grados de
libertad a través de una corriente Jµ, de tal forma que la acción del sistema estaría
dado por [12]
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SA =

∫
d3xJµAµ, (4.10)

en donde se asume que la corriente existe en un espacio de dimensión d = 2 + 1

[8]. Además debido a la conservación de la corriente esta acción es invariante ante
transformaciones gauge de la forma Aµ → Aµ + ∂µω, de tal forma que se cumple

∂µJ
µ = 0. (4.11)

Estas dos ecuaciones son el punto de partida para poder escribir la teoría
de campos efectivos que describe la repuesta del sistema al ser sometidos a campos
electromagnéticos. La función de partición asociada al potencial Aµ se puede escribir
de la forma [12]

Z [Aµ] =

∫
D(campos)eiS[campos;A]/~, (4.12)

en donde el término D(campos) representa todos grados de libertad dinámicos del
sistema [8], y el término de la acción S puede ser cualquier acción que satisfaga
la condición que incluye el acoplo del potencial Aµ a través de la corriente que se
muestra en la ecuación (4.10). Al realizar la integral sobre estos grados de libertad
se obtiene la función de partición del estado fundamental [12]

Z[Aµ] = eiSef [Aµ]/~. (4.13)

El término Sef se refiere a acción efectiva [12], la cual depende únicamente de los
parámetros del sistema; y de la que se puede obtener a partir de la ecuación (4.10)
que

δSef [A]

δAµ(x)
= 〈Jµ(x)〉 , (4.14)

esta ecuación sugiere que la acción efectiva contiene información de la influencia
de los campos magnéticos en la corriente [12]. Ya que no se sabe el lagrangiano
microscópico que describe el sistema, no se puede realizar el cálculo completo de la
integral (4.12), sin embargo se pueden tomar únicamente los términos que cumplan
con las condiciones del sistema y enfocarse en estos términos. Una de las condiciones
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es que la acción Sef [A] tiene que ser un invariante de gauge [8], una forma de
garantizar esto es construirlo en base a los campos eléctricos y magnéticos de la
forma

E = −1

c
∇A0 −

∂A

∂t
,

B = ∇×A.
(4.15)

Los siguientes términos que se pueden tomar en cuenta son los que están restringidos
por otras simetrías posibles del sistema, tal como invarianza rotacional y traslacio-
nal [12]. Finalmente, si se toman en cuenta únicamente distancias largas, la acción
efectiva debería ser un funcional local [3], lo cual significa que se puede escribir el
funcional de la forma general Sef [A] =

∫
ddx · · · ; esta propiedad restringe aún más

los términos que se pueden considerar para la acción efectiva del sistema, ya que al
trabajar únicamente con distancias largas implica que existe una banda de energía
∆E en el espectro y para asegurar que esta banda de energía no se rompa se res-
tringe el sistema a campos eléctricos y magnéticos pequeños [8].
En el caso específico del efecto Hall fraccionario, los grados de libertad a bajas ener-
gías pueden ser perturbados a pesar de la banda de energía que existen entre los
estados [9]. A estos grados de libertad se les conocen como grados de libertad topo-
lógicos [12, 35], por lo que es necesario describir estos grados de libertad topológicos
y como afectan al efecto Hall fraccionario, para ello al analizar otra vez la ecuación
(4.12), se ve que si se retienen los grados de libertad topológicos al momento de
realizar la integral se puede obtener una acción efectiva que describa la topología
del sistema y se logra a través de la teoría de Chern-Simons.

4.2.3. Dinámica de Chern-Simons

En un sistema de dimensión d = 2+1, la teoría de campos topológicos requiere
un campo gauge aµ del grupo unitario U(1) [12]. El campo aµ surge del comporta-
miento colectivo de los electrones del sistema, de forma similar a la que surgen los
fonones en una red cristalina [40]. La dinámica de un campo de gauge normalmente
se puede describir por la acción de Maxwell dada por [39]

SM [a] = − 1

4g2

∫
d3xfµνf

µν , (4.16)
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en donde fµν = ∂µaν − ∂νamu y g2 representa una constante de acoplamiento. Las
ecuaciones de movimiento resultantes son ∂µf

µν = 0, de donde se pueden obtener
soluciones de onda con la particularidad de que en una dimensión d = 2 + 1 solo
puede existir un tipo de polarización, esto quiere decir que la teoría de Maxwell en
el grupo unitario U(1), describe un único grado de libertad sin masa [12].

Como se ha visto, la conductividad de Hall puede existir en un espacio de
dimensión d = 2 + 1, descrito por el grupo unitario U(1) en el que existe el conocido
símbolo de Levi-Civita εµνρ con los subíndices µ, ν, ρ = 0, 1, 2. Se puede escribir un
nuevo término con invarianza rotacional, que cumple con las condiciones de la acción
efectiva por lo que se cumple Sef [A] = SCS[A] y está definido como [4]

SCS[A] =
k

4π

∫
d3xεµνρAµ∂νAρ. (4.17)

Este es el famoso término de Chern-Simons y al coeficiente k se le llama el nivel
del término de Chern-Simons [12]. Una propiedad interesante del término de Chern-
Simons es que es un invariante de gauge, ya que aunte una transformación del tipo
Aµ → Aµ + ∂µω, la acción cambia únicamente en una derivada total como se puede
ver en la siguiente ecuación [8]

SCS[A]→ SCS[A] +
k

4π

∫
d3x∂µ (ωεµνρ∂νAρ) . (4.18)

Normalmente en la ecuación anterior se puede ignorar la derivada total y el término
de Chern-Simons es un invariante de gauge, sin embargo existen situaciones en la que
esta derivada no se puede despreciar. En este caso es necesario seguir estableciendo
las restricciones necesarias para asegurar de que el término de Chern-Simons sea un
invariante de gauge.
Como se mencionó anteriormente el término de Chern-Simons (4.17), respeta una
invarianza rotacional, sin embargo rompe tanto la invarianza de paridad y temporal
[12]. Al analizar la paridad, la cual en el grupo unitario U(1) está definida como

x0 → x0, x1 → −x1, x2 → x2, (4.19)

y por lo tanto se cumple que A0 → A0, A1 → −A1, A2 → A2. De esta forma
el término

∫
d3x también es invariante ante paridad. Sin embargo, el integrando no

es una cantidad invariante ya que εµνρAµ∂νAρ → −εµνρAµ∂νAρ [12]. Esto significa
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que la acción de Chern-Simons con un valor de k 6= 0 solo puede existir en sistemas
que rompan la paridad y como se ha mencionado en los capítulos 2 y 3 los sistemas
con una conductividad de Hall rompen la paridad, debido a los efectos del campo
magnético externo.

Al utilizar el término de Chern-Simons en la ecuación (4.14), se puede deter-
minar la corriente que surge del término de Chern-Simons de la siguiente forma

Ji =
δSCS[A]

δAi
= − k

2π
εijEi, (4.20)

con lo cual se ve que la acción de Chern-Simons describe una conductividad de Hall
en términos del nivel de Chern-Simons

σxy =
k

2π
. (4.21)

Si se define el nivel de Chern-Simons como k = e2ν/~, la ecuación anterior coincide
con la conductividad de Hall para niveles de Landau completamente llenos. Si ahora
se toma la acción como la suma de la contribución de los dos términos (4.17) y (4.16)

S = SM + SCS, (4.22)

la ecuación de movimiento de aµ toma la siguiente forma

∂µf
µν +

kg2

2π
ενρσfρσ = 0. (4.23)

Esta ecuación ya no describe un fotón sin masa, en su lugar cualquier excitación
tiene la propiedad de decaer de forma exponencial [8]. Al resolver las ecuaciones se
puede ver que el término de Chern-Simons juega el papel de darle una masa M al
fotón. De forma equivalente, el espectro de energía tiene una diferencia ∆E = Mc2

la cual está dada por

∆E =
kg2

π
. (4.24)

En el límite cuando g → ∞, se puede ver que el fotón se vuelve muy masivo y
se eliminan las excitaciones físicas. Esta situación es la que describe la acción de
Chern-Simons (4.17) [8].
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4.2.4. Teoría efectiva para estados de Laughlin

Para describir la teoría efectiva para los estados ν = 1/m de Laughlin, se
ha mencionado en la sección anterior que estos estados tienen un campo de gauge
asociado aµ del grupo U(1). Este es un campo que se debe mantener en la acción
efectiva. Como se hizo en la sección anterior, se comienza escribiendo la función de
partición que para este caso está definida como [12]

Z[Aµ] =

∫
Daµe

iSef [a;A]/~, (4.25)

en donde Daµ representa las transformaciones necesarias para definir una integral
de camino para el campo de gauge [8]. Para calcular Sef [a;A] se debe encontrar un
acoplo entre los campos Amu y aµ, para lo cual se necesita también encontrar una
relación entre el campo aµ y la corriente Jµ; que se logra a través de la ecuación

Jµ =
e2

2π~
εµνρ∂νaρ. (4.26)

Esta relación establece que el flujo magnético de aµ se interpreta como la carga
eléctrica que se acopla al campo Aµ. La normalización se logra cuando se hace que
la simetría gauge sea compacta, al acoplarse a partículas con la carga fundamental e
[9]. En este caso, el flujo mínimo permitido está dada por la condición de cuantización
de Dirac [12]

1

2π

∫
S2

f12 =
~
e
. (4.27)

Al utilizar esta condición y la relación (4.26) se puede asegurar que la carga
mínima sea

∫
J0 = e, tal como se espera. Adicionalmente con esta relación, se puede

postular la siguiente acción efectiva de la teoría de Chern-Simons[12, 9, 8]

Sef [a;A] =
e2

~

∫
d3 1

2π
εµνρAµ∂νaρ −

m

4π
εµνρaµ∂νaρ + ... (4.28)

En donde la primera expresión es un término mixto de Chern-Simons el cual surge
del acoplo de AµJµ; y la segunda expresión es el término más sencillo que se puede
obtener para el sistema. Con esta ecuación y con con la ecuación de movimiento [12]

fµν =
1

m
Fµν , (4.29)

se puede obtener que aµ = Aµ/m y al aplicar ambas expresiones a la ecuación (4.28)
se obtiene que

78



Sef [A] =
e2

2π

∫
d3x

1

4πm
εµνρ, (4.30)

en donde se puede ver que esta acción toma la misma forma que la que se mostró
en (4.10) y con el mismo análisis se puede obtener la conductividad de Hall la cual
es

σxy =
e2

2π~
1

m
, (4.31)

expresión que es justamente la que se espera para un estado de Laughlin, tal como
se mostró en el capítulo 3.

4.2.5. Cuasi-agujeros y Cuasi-partículas

Como se vio en la sección anterior la acción propuesta en (4.28), describe un
estado cuántico de Hall con un factor de ocupación ν = 1/m. Si ahora se acopla el
campo de gauge aµ a su propia corriente jµ a través del término

∆S =

∫
d3xaµj

µ, (4.32)

en donde nuevamente se asegura la invarianza de gauge al cumplir con la conserva-
ción de la corriente ∂µjµ = 0 [8]. La importancia de la corriente jµ es que es capaz de
describir cuasi-agujeros y cuasi-partículas en el sistema. Esto se logra al establecer
que el campo Aµ sea igual a cero; ya que al hacerlo no se afecta el sistema pero si
un parámetro que podemos modificar según sea necesario. Aplicando estas ideas, la
ecuación de movimiento para aµ toma la siguiente forma

e2

2π~
fµν =

1

m
εµνρjρ. (4.33)

Esta corriente se logra al considerar carga estática colocada en el origen descrita
por j1 = j2 = 0 y por j0 = eδ2(x). Recordar que el hecho de que estas partículas
tengan un valor de carga e se estableció al utilizar la condición de cuantización de
Dirac (4.27) con lo que la ecuación de movimiento queda como

1

2π
f12 =

~
em

δ2(x). (4.34)

Este resultado muestra que el efecto del término de Chern-Simons es de fijar el
flujo ~/em a cada una de las partículas con carga e. De esta forma se muestra que la
partícula tiene una carga fraccionaria y por lo tanto se puede describir a través de
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Figura 4.2. Trayectorias γ1 y γ2 en un toro geométrico. Fuente: Tong [12].

la estadística fraccionaria para anyones que se desarrolló en el capítulo 3. De hecho
la carga fraccionaria se obtiene a través de aplicar la ecuación anterior a la relación
(4.26);

J0 =
e2

2π~
f12 =

e

m
δ2(x), (4.35)

la cual es la corriente apropiada para una partícula con carga e/m, como es el caso
de los anyones y por lo tanto se muestra que el término de Chern-Simons es otra
forma de obtener los mismos resultados descritos por la teoría de Laughlin para el
efecto Hall cuántico fraccionario.

4.2.6. Teoría de Chern-Simons en un toro geométrico

En la sección 4.2 se hizo una descripción básica de que al colocar un estado
FQH en un manifold compacto, el número de estados fundamentales depende de la
topología del manifold. Y se habló de forma general de que al considerar anyones
en el sistema, este presentaba m estados fundamentales en un toro geométrico y
de la misma forma mg estados fundamentales degenerados en una superficie genus-
g, y como se mostró también en la sección 4.1.1, este tipo de comportamiento es
justamente lo que caracteriza a los órdenes topológicos. Si se coloca nuestro sistema
en un toro geométrico T2 la ecuación (4.2) muestra que existe una degeneración en
el estado fundamental.

Al tomar en cuenta únicamente la parte dinámica de la acción de Chern-Simons

SCS =
e2

~

∫
d3x

m

4π
εµνρaµ∂νaρ, (4.36)

de donde se puede obtener la ecuación de movimiento para a0, que resulta ser una
forma análoga de la ley de Gauss [39]

f12 = 0. (4.37)

Si se denota el radio de las trayectorias del toro T2 = S1 × S1 como R1 y R2.
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Y además a las trayectorias se les denota como γ1 y γ2 como se muestra en la figura
4.2. La forma más simple de construir un objeto invariante de gauge a partir de una
conexión de gauge es a través de la integral [12]

wi =

∮
γi

dxjaj, (4.38)

la cual es invariante ante la mayoría de transformaciones de gauge, pero no ante
aquellas que hacen que se sigan las trayectorias γi. Para solventar esto, se puede
aplicar una transformación el cual haga el cambio aj → aj + ~/eRj y por lo tanto
wi → wi + 2π~/e. Con esta corrección, es posible parametrizar las soluciones y se
obtienen los llamados ciclos de Wilson [8]

Wi = exp

(
i
e

~

∮
γi

ajdx
j

)
= eiewi/~. (4.39)

Debido a que la teoría de Chern-Simons solamente contiene derivadas en el
tiempo de primer orden, estos ciclos de Wilson lo que hacen es parametrizar el
espacio de fase de las soluciones y están en un espacio compacto ya que son números
complejos de módulo unitario [12]. Si se utilizan las relaciones de conmutación y se
aplican a la acción de Chern-Simons (4.36) se obtiene que

[a1(x), a2(x′)] =
2πi

m

~2

e2
δ(x− x′), (4.40)

lo cual genera la siguiente relación de conmutación

[w1, w2] =
2πi

m

~2

e2
. (4.41)

Con estas relaciones, es posible ejecutar la siguiente relación de Baker-Campbell-
Haussdorff [8]

eiew1/~eiew2/~ = ee
2[w1,w2]/2~2eie(w1+w2)/~, (4.42)

con lo que finalemente se puede escribir en términos de los ciclos de Wilson (4.39)
que

W1W2 = e2πi/mW2W1. (4.43)

El resultado de esta última ecuación es similar a la obtenida en la ecuación (4.1),
en donde se consideraron anyones moviéndose en distintas trayectorias de un toro y
además se concluyó que la representación de este tipo de álgebra tiene dimensión m.
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A su vez; tal como se ve en la ecuación (4.43) este parámetro es el número de estados
fundamentales en la teoría de Chern-Simons en un toro. Además la generalización
de este cálculo a una superficie genus-g da origen al estado degenerado de mg la cual
de acuerdo con Wen, es la esencia de lo que se conoce como orden topológico [9, 12].

Para concluir este capítulo es importante mencionar que la importancia de la
teoría de Chern-Simons es que permite una descripción más general del efecto Hall
cuántico ya que, como se ha mencionado anteriormente, a partir de ella es posible
obtener la cuantización de la resistencia de Hall tanto para el caso entero como para
el caso fraccionario. También se pudo obtener a partir de la teoría de Chern-Simons
la degeneración del estado fundamental en los estados de Laughlin la cual juega el
rol de orden topológico de este sistema.

Todo esto fue posible sin hacer consideraciones del tipo de interacción entre
las partículas del sistema, tampoco fue necesario incluir el análisis de los niveles de
Landau para obtener los resultados mostrados en este capítulo. Incluso no fue nece-
sario definir la naturaleza estadística de las partículas, es decir, que no se especificó
si las partículas eran bosones, fermiones o anyones; sino que de los resultados se
determinó la naturaleza de las partículas.
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CONCLUSIONES

1. La cuantización de Landau representa la cuantización de la energía cinética de
una partícula libre cargada en dos dimensiones, sometida a un campo magné-
tico perpendicular. Esta cuantización se obtiene a partir de la aplicación de la
sustitución de Peiersl (1.12) al hamiltoniano que describe una partícula en las
condiciones descritas anteriormente. Junto con la elección de la transformación
gauge apropiada, es posible obtener el espectro de energías para el Hamilto-
niano (1.16) y las funciones de onda asociadas a los estados que forman los
niveles de Landau.

2. Con el concepto de niveles de Landau, se puede obtener la conductancia y la
resistividad de los niveles de Landau, de donde se ve que la resistencia de Hall,
a diferencia que en el caso clásico, está cuantizada y es esta cuantización la que
da origen a las plataformas que se pueden observar en el comportamiento de la
resistencia de Hall para el caso entero del efecto Hall cuántico entero. Además
la existencia de las plataformas que se observan en la resistencia de Hall, está
relacionada con el concepto de estados localizados y estados extendidos, los
cuales indican las regiones donde la densidad de electrones puede ser mayor o
menor.

3. Los niveles de Landau relativistas en el grafeno se pueden obtener de forma
similar que se obtienen para la cuantización de Landau, y esto es aplicando la
sustitución de Peierls al hamiltoniano de Dirac en los puntosK yK ′, y resolver
el hamiltoniano de Dirac se obtiene el espectro de energía que coincide con la
relación de dispersión de energía para una partícula relativista.

4. A pesar de que la función de onda de Laughlin fue propuesta como un Ansatz,
esta ha sido capaz de describir los estados de Hall ν = 1/m observados de
forma experimental que dan origen a los valores del factor de ocupación frac-
cionarios para la resistencia de Hall. Además al excitar los estados asociados a
la función onda de Laughlin es posible obtener cuasi-partículas y cuasi-agujeros
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que tienen la característica de tener una carga fraccionaria.

5. Debido al comportamiento estadístico de las cuasi-partículas y los cuasi-agujeros,
en el que muestran una estadística completamente distinta a la de los bosones
y fermiones, es necesario desarrollar la estadística fraccionaria que caracteriza
a estas cuasi-partículas y les otorga el nombre de anyones.

6. Con la estadística fraccionaria es posible desarrollar la teoría de fermiones
compuestos, la cual permite obtener la función de onda de Jain y que es
una generalización de la función de onda de Laughlin. Con esta función de
onda generalizada es posible generar una serie con la que se obtienen aún más
valores fraccionarios del factor de ocupación que no eran posibles obtener con
la función de onda de Laughlin y permite tener una mejor descripción del
efecto Hall cuántico fraccionario.

7. Las propiedades de degeneración del estado fundamental de la función de onda
de Laughlin dan origen a un nuevo estado de la materia similar a un líquido
cuántico y que se puede caracterizar a través del concepto de orden topológico.

8. La importancia de la teoría de Chern-Simons es de poder describir la física del
efecto Hall cuántico de una forma más general aplicando únicamente los argu-
mentos topológicos del sistema. En donde se pueden obtener las cuantizaciones
de la resistencia de Hall tanto del caso entero como del fraccionario sin utili-
zar el concepto de niveles de Landu, sin importar la clasificación estadística
de las partículas o las interacciones entre sí. Además con estas consideracio-
nes topológicas es posible obtener el orden topológico del efecto Hall cuántico
fraccionario.
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RECOMENDACIONES

1. Se puede estudiar la dualidad del panal de abeja-estrella en el grafeno, el cual
es otro modelo de interés, con el que se pueden obtener soluciones exactas a
modelos, como el caso de dos redes cuadradas en el modelo de Ising [37].

2. El concepto de órdenes topológicos es un tema bastante amplio de las fases
topológicas de la materia [34, 35], y es posible profundizar en su estudio en
excitaciones en líquidos cuánticos FQH, utilizando la teoría efectiva para líqui-
dos cuánticos, la obtención de nuevos órdenes topológicos utilizando vectores
de espín y la aproximación algebraica de los líquidos FQH no abelianos [9].
Para una mejor comprensión en este tema, es necesario tener una buena base
teórica en teoría efectiva de campos para lo cual recomiendo el estudio de las
notas de clase de Edward Witten [8] y los artículos de X.G. Wen [9, 34, 33].

3. Una aplicación importante del concepto de orden topológico y que puede ser
motivos de estudio, es la implementación de la computación cuántica topo-
lógica. Esto se logra al implementar el modelo de Kitaev [6] para anyones y
su estadística fraccionaria, en este modelo se incluyen interacciones de cuatro
cuerpos que se pueden estudiar utilizando simulación cuántica análoga junto
con la teoría de átomos fríos en redes ópticas. Y de forma alternativa utilizando
simulación cuántica digital en redes opticas [26, 5].

4. Estudios más recientes han mostrado que se pueden obtener mediciones de
entrelazamiento cuántico en órdenes topológicos, obteniendo una entropía de
entrelazamiento cuántico en estos sitemas [1].
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