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OBJETIVOS

General

Dar una introducciéon a los conceptos principales de la teoria de maxima ve-
rosimilitud, asi como su aplicacién a la estimacion del tamano de una poblacion,

utilizando el método de captura-recaptura.

Especificos

1. Introducir los conceptos y definiciones modernas utilizadas en la teoria de
probabilidades, como lo son og-algebra, medidas, espacios medibles y espacios
de probabilidad.

2. Introducir los conceptos y propiedades basicas de la teoria de estimacion, asi

como brindar ejemplos practicos de su uso.

3. Introducir los conceptos y definiciones principales utilizados en teoria de ma-

xima verosimilitud, asi como sus propiedades béasicas.

4. Plantear, desarrollar y resolver el problema de la estimaciéon del tamano de
una poblaciéon con el método de captura-recaptura utilizando la funciéon de

verosimilitud y la funcién log-verosimilitud.
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INTRODUCCION

La teoria de probabilidades tiene sus inicios en el estudio de los juegos de azar,
pues se deseaba determinar que decisiones debian tomarse para ganar en el juego,
o bien como debia repartirse una apuesta en un juego si este era interrumpido, a
este ultimo se le conoce como el problema del reparto de apuestas, los primeros ma-
teméaticos importantes en abordar el tema fueron Tartaglia y Cardano en el siglo
XVI, Cardano escribe un manual para jugadores donde da recomendaciones acer-
ca de como evitar que los jugadores hagan trampa y también toca el tema de las
probabilidades en estos juegos de azar desde un punto de vista de la teoria de pro-
babilidades clasica, ademéas da una solucion al problema del reparto de apuestas que
termina siendo incorrecta; tiempo después surge una importante correspondencia
entre Pascal y Fermat en el siglo XVII, donde trataban la resolucion de juegos de
dados y nuevamente el problema de reparticion de apuestas, dandole ambos una
correcta solucion a este ultimo para el caso de dos jugadores; otro matematico im-
portante que se dedicd a tocar el tema de la probabilidad en los juegos de azar
fue Huygens, quien generalizaria la solucion del problema del reparto de apuestas e

introduciria el concepto de esperanza matemdtica (véase Salinero [13]).

Otros personajes como Graunt, Petty y Edmund Halley usarian la probabilidad
para tocar temas demograficos en el mismo siglo; Jakob Bernoulli (1654-1705) da
por primera vez la definicién de probabilidad clasica en su libro El Arte de Predecir
que se publicé péstumamente en el anio 1713 y es Daniel Bernoulli en el siglo XVIII
quien utiliza por primera vez el método de mdzima verosimilitud para estimar un
parametro; aunque el concepto de variable aleatoria ya lo habian trabajado todos
los anteriormente mencionados de una forma intuitiva, fue Poisson en 1832 quien

dio la idea de la definicién y se dio cuenta de la importancia de hacerlo.

En el siglo XX muchos bidlogos y ecologos empiezan a utilizar la maxima
verosimilitud para estimar el tamano de una poblacion de animales (N) realizando
métodos de captura-recaptura, al respecto hay varios articulos como los de J.N.
Darroch y D. Ratcliff [4], C.C. Craig [3] y mas recientemente Calambokidis [I] y
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Soisalo [15], entre otros.

El primer capitulo de este trabajo esta dedicado a la definicién de los concep-
tos béasicos y formales de la teoria de probabilidad, comenzando con la definicion
de o-algebra, espacios medibles, espacios muestrales, conjuntos medibles, funciones
de probabilidad y espacios de probabilidad los cuales son usados en los capitulos
posteriores, asimismo se dan ejemplos de las distribuciones binomial y normal las
cuales son distribuciones discreta y continua respectivamente, luego se definen los
conceptos de convergencia de funciones de probabilidad para finalmente enunciar
y demostrar dos importantes teoremas de convergencia como lo son el Teorema de
continuidad de Lévy y el Teorema del Limite Central, este dltimo es uno de los
teoremas mas importantes sino el mas importante de la teoria de probabilidad y la
estadistica.

El segundo capitulo esta dedicado a desarrollar los conceptos bésicos en teoria
de estimacion asi como ejemplos de cada uno de ellos, como lo son; estimadores
puntuales, estimadores por intervalo, estimadores sesgados e insesgados, también
propiedades importantes como eficiencia relativa, consistencia e intervalos de con-
fianza; el capitulo se cierra dando un ejemplo de la utilizacién de los intervalos de
confianza para estimar la media de un conjunto de datos.

El tercer capitulo se centra en desarrollar los conceptos béasicos de la teoria
de méaxima verosimilitud, definiendo primero la funcion de verosimilitud para el
caso discreto y luego generalizandola para el caso continuo, se define la funcion
log-verosimilitud la funcion relativa de verosimilitud y sus propiedades mas impor-
tantes, se dan ejemplos practicos del uso de estos conceptos para estimar parametros
de interés de poblaciones en las cuales supondremos que conocemos su funcion de
distribucién de probabilidad y se define el importante concepto de estimador de
mdzxima verosimilitud (EMV).

El cuarto y ultimo capitulo estda dedicado a la aplicacion de la teoria de méa-
xima verosimilitud al método de captura-recaptura, el cual se utiliza para estimar
el tamano de una poblacion, se define el problema a resolver, se deduce la funcion
de verosimilitud correspondiente y con la ayuda de un lenguaje de programacion se
desarrolla un c6digo que genera los estimadores de maxima verosimilitud para dife-
rentes escenarios, asimismo se realiza una comparaciéon entre la ventaja de utilizar
la funcién de verosimilitud y la funcién log-verosimilitud; finalmente se realiza una
comparacion entre los resultados de este trabajo y los de un articulo que estima una

poblacién de mariposas.
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1. Teoria de probabilidades

Cualquier teoria matematica debe considerar tres aspectos funda-
mentales, a) el contenido formal légico b) la intuicion de trasfondo y
c) sus aplicaciones; el caracter y el encanto de la estructura completa
no pueden ser apreciados sin considerar estos aspectos en la relacion

correcta. (Feller, William: vol. 1. p. 1)

Al seguir esta linea se discutiréan estos tres aspectos fundamentales. La teoria
de probabilidades tiene sus inicios en el estudio de los juegos de azar al tratar de
determinar cuales eran los posibles resultados en un juego dado y més atin, cuando
y como apostar para obtener la mayor ganancia posible, los primeros matemaéti-
cos importantes en abordar el tema fueron Tartaglia y Cardano alrededor del siglo
XVI, més adelante en el siglo XVII Pascal y Fermat mantuvieron una constante co-
rrespondencia resolviendo problemas de reparticion de apuestas en juegos de azar,
Huygens en el mismo siglo sigue la linea de estos tltimos para dar respuestas correc-
tas a problemas abiertos hasta entonces, sobre tiradas de dados y el de reparticion

de apuestas.

A partir de lo anterior podemos decir de forma intuitiva que la teoria de pro-
babilidades tiene como objetivo determinar los posibles resultados y la medida de
ocurrencia que se obtendra de ellos en un experimento aleatorio, esto es, un experi-
mento en el cual no se tiene certeza acerca del resultado. Claro esta que la intuicion
tiene sus limitaciones, de hecho grandes matematicos fallaron al resolver problemas
concernientes a la probabilidad precisamente por dejarse llevar por su intuiciéon y es
ahi donde surge la necesidad de desarrollar la teoria de una forma rigurosa. Algunos
de los conceptos mas importantes y modernos en teoria de probabilidades como lo
son o-algebra, medida de probabilidad, espacios de probabilidad y variables aleato-

rias que fueron desarrollados entre los siglos XIX y XX se definiran a continuacion.



1.1. o-algebras

Definicion 1.1. Una familia 9 de subconjuntos de X es una o-algebra sobre X,

si cumple que:
1. XeMm
2. Si F € 9 entonces £ € M
3. Si E; €M, i€ Z" entonces

Jem
=1

A la pareja (X, 9) le llamaremos espacio medible, a los miembros de 9t les

llamaremos conjuntos medibles.

Nota. Sila condicién (3) tnicamente se cumple para colecciones finitas F;, . . ., £, €
9N es decir,

U E,eMm
i=1
diremos que 91 es un algebra.
De la definicién se sigue que:
1. Si X € 9 entonces f = X¢ € M.

2. M := {0, X} es una o-4lgebra, asimismo.

3. El conjunto potencia M := P(X) es una o-algebra, y son llamadas o-algebras

triviales.
Podemos ademés deducir facilmente el siguiente

Lema 1.1. La interseccion de cualquier coleccion de o-dlgebras sobre X es una

o-dlgebra sobre X .
A partir de lo anterior se puede demostrar el siguiente

Lema 1.2. Sea F una familia de subconjuntos de X, entonces existe una o-dlgebra
N minimal de X tal que F C IN*.



Demostracion. Sea I cualquier subconjunto indexado no vacio (finito, infinito con-
table o infinito no contable) y sean 9; con i € I, el conjunto de todas las o-algebras

que contienen a F, definamos entonces

M = [\ M;
iel
por el lema anterior tenemos que 91" es una o-algebra la cual obviamente contiene

a F. Ademas de la definicion de 9" se deduce su minimalidad y unicidad por lo

cual queda demostrado. O

Definicion 1.2. A la o-algebra 9* le llamaremos o-dlgebra generada por F y
escribiremos " = MM*(F).

Definicién 1.3. Sea (X, 27) un espacio topolégico entonces a B := M*(Z) le
llamaremos o-algebra de Borel, a sus elementos les llamaremos conjuntos de

Borel.

Ejemplo 1.1. Consideremos (R, %) el conjunto de los nimeros reales con la topolo-
gia natural (generada por los intervalos abiertos), entonces B := o (%) es o-dlgebra
de Borel y los intervalos abiertos, cerrados, semicerrados o semiabiertos son conjun-

tos de Borel, asimismo en (R*, #*) tenemos B* := o (Z").

Definicién 1.4. Consideremos f: (X,2() — (Y,®) una aplicacion entre espacios

medibles. Decimos que f es una funcién medible si para cada T' € ® se cumple
que f~HT) € A es decir f~1(D) C 2.

Teorema 1.1.1. Sea ® = D(¥), o-dlgebra generada por €, € una familia de
subconguntos de Y . Entonces f: (X, ) — (Y, D) es medible si y solo si f~1(¢) C 2.

Demostracion. Supongamos que f es medible, entonces de la definicion se sigue
que f1(®D) C 2, en particular ya que ¥ C D, tendremos que f~1(%) C 2, por
otro lado, supongamos que se cumple f~1(%) C 2, ya que © es generada por €
tendremos que para cada T € ©, f~1(T) € 2, de donde f~}(D) C . ]

Definiciéon 1.5. Sea (X,2() un espacio medible y (Y, %) espacio topologico, y sea
f: X = Y.Si f7Y(B) € 2 para cada B € # decimos que f es Borel-medible o
B-medible.



1.2. Medidas

Las llamadas «funciones ordinarias» asignan puntos y € Y a puntos x € X i.e.
x — y = f(x) por otro lado tendremos las «funciones de conjuntos» que asignan

puntos a elementos de una clase de conjuntos.

A y=flA) ey

Definiciéon 1.6. Una medida m es una funcién de conjuntos de valor real, no

negativa y contablemente aditiva definida sobre una o-algebra tal que m()) = 0.

Recordemos que, si 2 es o-algebra, m: A — [0,00] y si (E;) C A sucesion de

conjuntos disjuntos entonces

i=1 i=1
Nota. Recordar que dos eventos A y B se dicen que son excluyentes si AN B = ()
y se tiene que Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B).
Para evitar trivialidades asumiremos que existe A € 2 tal que m(A) < oo.

Definicion 1.7. Una medida es totalmente finita si m(X) < oo, en donde (X, 2()

es un espacio medible.

1.3. Espacio de probabilidad

Ahora definiremos conceptos importantes acerca de los espacios de probabili-
dad.

Definicién 1.8. Un experimento es la recreacion de un fenémeno para obtener

una medida.

Definicion 1.9. Un experimento aleatorio, es un experimento que tiene un con-
junto de resultados bien definidos al que llamaremos espacio muestral y denotamos

con 7.

Definicion 1.10. Sea & o-dlgebra de eventos asociados a .. Si existe Pr: & — R
con Pr medida totalmente finita sobre & y Pr(.#) = 1 entonces diremos que Pr es

una medida de probabilidad.



Definiciéon 1.11. Si .% conjunto finito, & = (), a la tripleta (¥, S, Pr) le

llamaremos espacio de probabilidad.

Definicion 1.12. Sea X: (<,6) — (R,B) una aplicacion, si X es medible le

llamaremos variable aleatoria y X (s) € R para cada s € ..

Si X: . — R es variable aleatoria usaremos la notaciéon
(Xe)=[XeT)| =X T)={scS|X(s) €T}

paraT € B, X! € G.

Ejemplo 1.2. Sea X la suma de las caras obtenidas al lanzar dos dados y sea

T = {4} entonces se tiene que
(X € {4}) = X_1(4) = {S €S| X(s) € {4}}7 X € {4} = {(272)’ (3,1), (173)}'

Ademés podemos observar que si X es una variable aleatoria y Pr una medida
de probabilidad se tiene que X: (¥, &, Pr) — (R,B), pues X: .¥ - R, Pr: 6 —

0,1], X~ 1: B — &, y el siguiente diagrama conmutativo se cumple.

%\X_*Lg
A Ny lPr
Qz ~
[0,1]
Es decir Q, = ProX ! y asi Q,: B — [0,1], Q.(B) = (ProX 1) (B), B €
B =Pr(XY(B))=Pr(z € B)=Pr({s€ & | X(s) € B}).
Definicion 1.13. Sea X: (., &) — (R*, %) medible, a X le llamaremos vector

aleatorio k-dimensional.

Ademés para X~ 1(B) € & con B C R* conjunto de Borel, es vélida la cons-

truccion.

Q(B) = (ProX~")(B) = Pr(X'(B))

en donde Pr: & — [0, 1] es una medida de probabilidad, con un subconjunto de ta-
maiio k: X, ..., Xy medidas obtenidas. Sea X := (Xj, ..., X}) un vector aleatorio,
entonces la realizacion de la muestra es denotada por X = (X7 = z1,..., X = xp);

as{ que nuestro conjunto de Borel es B = {(Xy,..., X})}.

Teorema 1.3.1. La funcion de conjuntos Q: B* — R es una medida de probabilidad
y (RE, B Q) es un espacio de probabilidad.

5



Demostracion. Sea B € B* entonces Q(B) = Pr(X1(B)) > 0, X~Y(B) € &, para
B = R* tenemos Q(R¥) = Pr(X(R¥)) = Pr(.) = 1, para una clase disjunta {B;}

de conjuntos de Borel en R*:

o) -re (52 (0m) e (0 180) - Sore (100) -

; Q(By).
Entonces Q es una medida probabilidad en (R¥, B*). ]

Definicion 1.14. Sea X un vector aleatorio k-dimensional, se dice que X es dis-

creto si existe un conjunto contable de puntos z; € R¥, j € I contable, tal que
Y Pr(xz=z;) =1, en donde (v = z;): ={s €. |z(s) =z}

jel

Definicion 1.15. Sea f(z;): = Pr(z = 2;), j € I. A f le llamaremos funciéon
de densidad de probabilidad discreta de X o simplemente la funcién de

probabilidad [ entonces:
L f(z)20,j€l
2. 3 flz)=1
jel
3. Si B € B* entonces Pr(X € B) = Y f(z))

Zj eB

Definiciéon 1.16. Si X es tal Pr(x = z) = 0, para cada z € R* diremos que X es

un vector aleatorio continuo.

Definicién 1.17. Si existe una aplicacién no negativa f: (R* 9B%) — (R,B) me-
dible, tal que Pr(B) = [,fdm,B € B* (integral de Lebesgue, m : medida de
Lebesgue), decimos que X es absolutamente continuo. A f, le llamaremos fun-
cién de densidad continua de probabilidad o densidad de X ]

Teorema 1.3.2. Sea X = (x1,...,23): (&,8) — (R, B*) una aplicacion en don-
de cada x;, con 1 =1,... k es una funcion de valor real sobre .. Entonces X es

un vector aleatorio si y solo si las x; son variables aleatorias para 1 =1,... k.

! Algunos autores también le llaman funcién de distribucion. Kreyszig, E. (1979). p.88.
2Para un abordaje amplio de teoria de la medida consultar Rudin, W. (1987). Real and Complex
Analysis.



Demostracion. Si X es un vector aleatorio, se tiene que X es medible, es de-

cir que se cumple que X 1(T) € & para cada T € B* y dado que X HT) =

(z7(T),...,2;'(T)) para cada i = 1,...,k tendremos que las x; son medibles y
por lo tanto variables aleatorias para ¢ = 1,...,k; la prueba de la reciproca es
similar. O

1.4. Algunas funciones de probabilidad

Dado que hemos definido formalmente las funciones de probabilidad definire-
mos a continuacion la distribucion binomial y la distribucién normal que son ejem-
plos de funciones de probabilidad discreta y continua respectivamente, ademas de

ser las méas conocidas y utilizadas en la mayoria de experimentos aleatorios.

1.4.1. Distribuciéon binomial

Si repetimos un experimento varias veces y en cada una de los ensayos el
experimento solamente tiene dos posibles resultados S y F' que llamaremos éxito y
fracaso respectivamente, y a su vez con probabilidades p y ¢, a lo largo de todos los
ensayos que a su vez son eventos independientes y si p y ¢ se mantienen constantes
decimos que es un Ensayo de Bernoulli.

A partir de lo anterior podemos ver que p,g > 0 y ademéas p +q = 1,
asi pues en un ensayo los posibles resultados son . = {S,F} en dos ensayos
S ={(S8,9),(S, F),(F,S),(F,F)} y en cinco ensayos un posible resultado seria
(S, F,F,S,S) y dado que la probabilidad de cada uno es p 6 ¢ y son eventos inde-
pendientes la probabilidad de este ultimo resultado serfa Pr (z = (S, F, F,S,S)) =
p-q-q-p-p=p3¢ vy si ademas no nos importara el orden en el que aparece esta
combinacion de tres éxitos y dos fracasos tendriamos otras combinaciones, como

(S,8,5, F, F) por ejemplo y en total dado que son cinco ensayos y dos resultados

5
2

dad de obtener tres éxitos y dos fracasos sin importar el orden, sea Pr = (g) p2q?

posibles tenemos ( ) = 10 combinaciones diferentes lo que hace que la probabili-

siguiendo la misma logica podemos definir la distribucién binomial.

Definiciéon 1.18. Dado un experimento con dos posibles resultados con probabili-
dades p en caso de éxito y ¢ = 1 — p en caso contrario y realizado n veces con y = o

éxitos y n — y fracasos, su probabilidad de ocurrencia la calculamos con

Pr(y = yo;p) = (Z)py(l —p)"Y
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siendo esta llamada funcién de probabilidad binomial.

1.4.2. Distribuciéon normal

La funcién definida por

f@) = e ¥

es llamada la funcién de probabilidad normal y a su integral de area acumulada

1 x
F(z) = E/ e 2V dy

le llamamos la funcién de distribucién normal, las graficas de ambas funciones
se muestran en las figuras[l.1]y [I.2 respectivamente, ambas graficas fueron realizadas

con el software RF

Funcion de probabilidad normal
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\
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,
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, .
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o
O. - ‘_,’ \~~‘ ---------
o
T T T T T
-4 -2 0 2 4
valor x

Figura 1.1. Funcién de probabilidad normal. Fuente: elaboracién propia con R.

Una particularidad de F'(z) es que no puede calcularse con métodos elementales
de integracion por lo cual es necesario el uso de métodos numéricos para obtener
los valores requeridos, dichos valores pueden calcularse facilmente en un software
especializado como R, una calculadora gréfica o incluso en tablas impresas con tal

fin generalmente adjuntas en los libros de estadistica.

3R es un entorno y lenguaje de programacioén enfocado en el analisis estadistico.



Funcién de distribucién normal

T
— -
© _|
o
© _|
—~ O
kS
Los ]
o
N
o
o | . -
o I I | : :
_4 _2 0 2 4
valor x

Figura 1.2. Funcién de distribucién normal. Fuente: elaboraciéon propia con R.

La importancia de la distribucién normal es crucial en la modelacién de muchos
fenémenos aleatorios, pues la evidencia ha mostrado que al aumentar el ntiimero de
observaciones la funcién de probabilidad que los modela tiende a ser la funcion
normal y eso nos lleva al teorema que es uno de los teoremas fundamentales

en el desarrollo de la teoria de probabilidades y que demostraremos méas adelante.

1.5. Convergencia de funciones de probabilidad

Definicion 1.19. Sea {X,}, n = 1,2,... una sucesion de variables aleatorias y sea
X una variable aleatoria definida en el espacio muestral . con eventos & y funcién
de probabilidad Pr, i.e. la secuencia de variables aleatorias {X,,} y la variable alea-
toria X se encuentran definidas en el espacio de probabilidad (., &, Pr), definimos

entonces para esta sucesion cuatro diferentes formas de convergencia.

1. Decimos que {X, } converge casi seguramente (c.s.) o con probabilidad

uno a X cuando n — oo y escribimos X, = X o X, — X con pro-

n—oo n—oo

babilidad 1, o Pr [Xn — X} =1, si X,(s) — X(s) para cada s € .
n—oo n—oo

excepto para posiblemente un subconjunto S de . tal que Pr(S) = 0, de tal

forma que X,, == X significa que para cada e > 0 y para todo s € S° existe

n—o00
un N(e,s) > 0 tal que |X,(s) — X(s)| < € para cada n > N(e, s), a esta

9



convergencia le llamaremos convergencia fuerte.

2. Decimos que {X,} converge en probabilidad a X cuando n — oo y escri-
bimos

Xni>Xsiparacadae>0,Pr[[Xn—X]>e — 0.

n—oo n—oo

De tal forma que X, RN e significa que: Para cada €, > 0 existe N(e,0) > 0
n—oo

tal que Pr []Xn - X| > e} < 0 para cada n > N(e,0).

3. Sean F,, = Fx,, F' = Fx entonces decimos que {X,,} converge en distribu-
cién a X cuando n — oo y escribimos X, -5 X si F,.(z) — F(x) para
n—oo n—oo

cada x € R para el cual F' es continuo.

De tal forma que X, X significa que: Para cada ¢ > 0 y para todo x
n—o00
para el cual F' es continua, existe N (e, x) tal que |F,(z) — F(z)| < € para cada

n > N(e, ). Siendo este tipo de convergencia llamado convergencia débil.

4. Decimos que {X,,} converge a X en media cuadréatica (q.m) cuando n — oo
y escribimos X,, % X si su momentd’| E|X,, — X|> — 0, lo cual significa
n—oo n—oo

que para cada € > 0 existe N(e) > 0 tal que F|X, — X|* < € para cada
n > N(e).

Nota. La convergencia casi segura es la ya familiar convergencia puntual de la
sucesion de nameros {X,(s)} para cada s fuera de un evento S de probabilidad
cero (evento nulo). La convergencia en distribucion es también una convergencia
puntual de la sucesion de nameros {F,(z)} para todo x para el cual F es continua.
La convergencia en probabilidad posee una naturaleza diferente, colocando A, =
{s € S :|X,(s) — X(s)| > €} para un arbitrario pero fijo €, tenemos que X, 7&@,
si Pr(A,) —_ 0, de tal forma que la sucesion de nimeros {Pr(A,)} tiende a 0
cuando n — oo, pero los eventos A, se mantienen alrededor del espacio muestral
.Y finalmente la convergencia en media cuadratica significa simplemente que los

promedios E|X,, — X|? convergen a 0 cuando n — oo.

1La definicion y diferencia entre los momentos E[X], E(X) y E|X| también conocidos como
esperanzas matematicas o promedios puede verse en Roussas p.107.
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1.6. Teoremas de convergencia, teorema del limite
central

A continuaciéon enunciaremos dos teoremas que engloban las relaciones exis-
tentes entre los tipos de convergencia enunciados anteriormente, las pruebas pueden

encontrarse en el libro de Roussas. p.183.
Teorema 1.6.1. Sea X,, una sucesion.

1. X, =% X implica que X, L x.

n—o0 n—o0

2. X, ™ X implica que X, X,

n—o0 n—oo

3. X, —> X implica que X, —> X. La conversa también es cierta si X es

degenemda i.e. Pr[X =] = 1 pam alguna constante c.

Previo a enunciar el siguiente teorema se necesita la definicion de funcion ca-

racteristica de una variable aleatoria X la cual se enuncia a continuacion.

Definicion 1.20. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de proba-
bilidad f, entonces la funcién caracteristica de X (ch. f. de X) denotada por ¢x
o solamente ¢ es una funciéon definida en R que toma valores complejos y que se

define como

(S et X f(x) = %: [Cos(tx) (z )—i—isen(ta:)f(ac)]

ox(t) = E|:€itX:| = | j‘; ¢ f(z)da = _z [Cos(m)f(g;) + isen(tx)f(x)}dx

(T [cos(tx)f(:c)} +izx: [sen(tx)f(a;)]

x
= [e’s)

[ cos(tz) f(z)dx + i_}o sen(tz) f(z)dx.

\ —00

La funcién caracteristica ¢ x es llamada también la transformada de Fourier

de f.

Teorema 1.6.2. (Teorema de continuidad de Lévy) Sea {F,} una sucesion de fun-
ciones de distribucion y sea F' una funcion de distribucion, sea ¢, la ch. f. corres-

pondiente a F,, y ¢ la ch. f. correspondiente a F', entonces tendremos que:
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1. Si F,(x) — F(z) para todos los puntos de continuidad x de F', implica que
n—oo
on(t) — @(t), para todo t € R.
n—oo

2. St ¢,(t) converge a una funcion g(t), cuando n — oo yt € R y ademds
g(t) es continua en t = 0, entonces g es una ch.f. y si F es la funcion de
distribucion correspondiente, entonces F,(x) — F(x), para todos los puntos

n— o0

de continuidad x de F.

Ahora terminaremos este capitulo con uno de los teoremas més importantes y
conocidos en la teoria de probabilidades y estadistica, el Teorema del Limite Central
que es basicamente en el que nos basamos para realizar inferencias en conjuntos de
datos relativamente grandes y por el cual en muchos casos podemos suponer norma-
lidad o realizar pruebas estadisticas para establecerla, en la funcién de distribucion

estudiada.

Teorema 1.6.3. (Teorema del Limite Central) Sean Xy, ... X, variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (iid) con media u (finita) y varianza o

(finita y positiva). Sea
- 1L X, - 2
X, —-S"X, G.(z)=P [— oy B(z) = —— [ e PPar
T2 X Gule) =P <i], y B Iz

entonces G, (z) — ®(z) para cada x € R.

n—oo

Nota. i) Frecuentemente se define (informalmente) el Teorema del Limite Central

(CLT, por sus siglas en inglés) como

\/H(Xan — 1) ~ N(0,1) o Sn ;(5()Sn)

para n grande tenemos

~ N(0,1)

n
V(X — p) Sy — E(Sh)
S, = X, donde = .
" JZ_; ! o a(Sp)
ii) En la parte i) la notacion S, fue usada para denotar la suma de las variables
aleatorias X1, ..., X,, esta notacion es generalmente aceptada y es la que usaremos.

iii) La notaciéon «o pequena» serd empleada para denotar el residuo en la expansion

de la Serie de Taylor.
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Demostracion. Sea g, la ch. f. de G, y ¢ la ch. f. de ®, esto es ¢(t) = e ’/2 t e R,

entonces por el teorema [1.6.2|es suficiente probar que g,(t) — ¢(t), esto implicara
n—oo

que Gp(z) = ®(x), x € R.

Consideremos

VX, — 1) :nyn—n,uzii)(j—p:iiz
o o\/n \/ﬁj:1 o \/ﬁjﬂ 7

donde Z; = (X; —p)/o,j =1,...,nson (iid.) con E(Z;) =0, ¢*(Z;) = E(Z3}) =

n
1 (por simplicidad escribiremos ) _; Z; en lugar de »_ Z; cuando aparezca como un
J=1
subindice), tenemos entonces que

gn(t) = 9a/vmy s, 7, () = 95, 2, (%) = [gzl (%)]n

Si consideramos la expansion en serie de Taylor de gz, alrededor del cero hasta

el segundo término, tendremos que
y dado que

obtenemos

de modo que

Tomando el limite cuando n — oo tenemos que, g,(t) — et/ 2 la cual es la
n—oo

ch.f. de ® quedando demostrado. O

El Teorema [1.6.3| genera el siguiente corolario, de modo que entre ambos justi-

fican varias aproximaciones.

Corolario 1.1. La convergencia de G, (r) — ®(x) es uniforme en x € R, es decir
n—oo
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que para cada © € R y cada € > 0 eziste un N(€) > 0 independiente de = tal que
|G (z) — ®(x)| < € para cada n > N(€) y cada © € R simultdineamente.
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2. Teoria de estimacion

2.1. Poblaciones y muestras

Uno de los principales objetivos de la estadistica consiste en describir y pre-
decir el comportamiento de un conjunto de datos, grupo de personas o fenémeno
en general, a este grupo de estudio que nos interesa describir o predecir comporta-
mientos le llamamos poblacion, por ejemplo nos puede interesar entender que tipo
de personas utilizan el sistema de transporte publico de una determinada ciudad,
asi que nuestra poblacién de estudio son todas las personas que utilizan el servicio
de transporte piiblico en esa ciudad, tratar de resumir las caracteristicas principales
de esta poblacion cualitativa o cuantitativamente puede resultar extremadamente
dificil o de hecho imposible asi que una buena técnica es estudiar solo una parte
de esta poblacion y suponer que la poblacion total debe de comportarse de manera

muy similar a este subconjunto que llamaremos muestra.

En nuestro ejemplo una muestra podria ser tomar a todos las personas que
utilizan transporte publico de una determinada calle o zona, o bien escoger al azar a
1000 personas durante el transcurso de una semana completa en diferentes horarios y
en diferentes estaciones de bus o tren, en el primer caso nuestra muestra fue tomada
probablemente por conveniencia practica mas que por conveniencia tedrica, pues es
posible que esta muestra de una calle o zona en particular no represente la realidad
de toda la poblacion de la ciudad pues sus caracteristicas socio-econémicas pueden
ser muy diferentes del resto de poblacién y podriamos cometer graves errores al
tratar de describir el comportamiento de toda la poblaciéon baséndonos tinicamente
en el comportamiento de este grupo de personas; por otro lado en el segundo caso en
el que escogemos 1000 personas al azar de diferentes areas y en diferentes horarios
tiene méas probabilidades de representar correctamente las caracteristicas de toda la
poblaciéon ya que trata de tener una muestra tan heterogénea como sea posible; a
una muestra que es escogida por un método aleatorio o al azar como en el segundo

caso le llamaremos muestra aleatoria, en general siempre preferiremos que nuestra
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muestra sea aleatoria pues de tal forma se cumpliran los supuestos probabilisticos

que necesitamos para describir de mejor forma nuestra poblacién.

2.2. Estimadores

Una estimacion es un ejercicio o regla estadistica que consiste en determinar
una medida numérica de una poblacion llamada pardmetro, existen basicamente dos
formas de dar una estimaciéon, dando un posible valor numérico o bien dar un inter-
valo que con una probabilidad tan alta como sea posible de contener el parametro
0 de interés, cuando damos un tnico valor o un intervalo posible para un parame-
tro poblacional a partir de una regla estadistica en base a las medidas tomadas de
una muestra se esté calculando un estimador del parametro poblacional 6, si es un
tnico valor, le llamaremos estimador puntual y si damos un intervalo le llamaremos
estimador por intervalo, un estimador puntual de un pardmetro poblacional 6 sera

representado como 6.

Por ejemplo un estimador puntual del ingreso mensual de los usuarios del trans-
porte publico de una ciudad podria ser # = Q 5000.00 mientras que un estimador
por intervalo diria que la estimacion es que el ingreso mensual se encuentre en algin
punto entre Q 4000.00 y Q 6000.00 es decir nuestra estimaciéon por intervalo seria
el intervalo (4000, 6000).

2.3. Propiedades de estimadores puntuales

En el ejemplo anterior, puede interesarnos determinar el ingreso mensual pro-
medio por persona, si entrevistamos por ejemplo a una persona y esta tiene un
ingreso mensual promedio de Q 5000.00 podriamos inferir que el ingreso mensual
promedio por persona de toda la poblacion es de Q 5000.00, evidentemente la in-
tuicion nos dice que tomar este tinico dato como valido para realizar una inferencia
poblacional es poco 1til y confiable de tal forma que lo mejor seria entrevistar més
personas, si tomamos 10 personas dentro de nuestra muestra lo mas probable es que
cada una de ellas reporte un dato diferente o al menos uno de ellos lo haga, de tal
forma que obtendremos 10 datos diferentes de ingresos mensuales.

En este punto la pregunta obvia seria jcual de los datos tomo como estimador
o que operacién debo realizar con todos ellos para obtener esta estimacién?, en

base a nuestros conocimientos béasicos de estadistica una de las opciones podria
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ser tomar el promedio de ellos o bien la mediana de los datos, pero ;cual de estos
serd preferible?, a continuacién veremos dos propiedades deseables que queremos de
nuestros estimadores.

Antes de la siguiente definiciéon se debe recordar que, el estimador puntual 0

posee una funcién de probabilidad f.

Definicién 2.1. Sea 6 un estimador puntual del parametro 6, decimos que 0 es un

estimador insesgado si se cumple que E(f) = 6 de lo contrario decimos que es

sesgado.

De lo anterior una de las propiedades deseables de nuestro estimador es que
sea insesgado, pues esto asegura que entre més elementos tenga nuestra muestra
su esperanza matemética estard mas cerca del pardmetro que deseamos estimar, si

tenemos un estimar sesgado podemos definir su sesgo de la siguiente forma.
Definicion 2.2. El sesgo B de un estimador puntual § esté dado por B = E(6) —6.

. Qué sucede cuando tengo dos estimadores puntuales insesgados, cual de ellos
escoger? es acd donde surge la segunda propiedad y es que escogeremos aquel que
tenga la menor varianza, asi que la segunda propiedad deseable de nuestros esti-
madores es que sea de minima varianza, esto es porque con una minima varianza
aseguramos que al realizarse un muestreo repetido la mayoria de los valores de 0
seran cercanos a 6 (Wackerly, D. p. 393 [17]) la figura nos muestra por que se
desea un estimador con minima varianza al comparar la forma de una distribucion
normal con desviacion estandar 0.5, 1 y 10 respectivamente, como puede verse entre
menor desviacion estandar (y varianza en consecuencia) contenga nuestro estimador,

mayor area se acumulara en un intervalo pequeno alrededor de la media o esperanza.
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f(x)

valor x valor x valor x

Figura 2.1. Funciones normales con desviaciéon 0.5, 1 y 10. Fuente: Elaboracion
propia con R.

Algunos de los estimadores insesgados mas comunes se presentan en la tabla

2.1

Tabla 2.1. Estimadores insesgados comunes. Fuente: Wackerly, D.(2010).[tabla]

Parametro 6 | Tamano de muestra | Estimador puntual 6 | E(0) 00?
W% 2
19 n Y . 0 %
P " p=rx p Bg
1 — Y- of | 93
H1 — H2 nyy ne Yi-Y 1 — 2 22
p1— P2 niy ng P1 — Po p1— Pa %_1_%

Adicionalmente es importante remarcar las siguientes propiedades de dos im-

portantes estimadores puntuales de la varianza, en el siguiente teorema.

Z?:1(Xi_x)2

Teorema 2.3.1. El estimador puntual de la varianza S = es sesgado,

Z?:l(Xi_XP

" es insesqgado.

mientras que S? =

Demostracion. Sabemos que

n n

Z(Yz _}7)2 _ ZYzQ _nY/2

i=1 =1

De modo que

E|Y (- VP = B(Yv) —nB(Y?) = Y E(F) -nB(YY).  (21)
i=1 i=1 i=1
Tomado en cuenta que FE(Y;?) es igual para toda i = 1,2,...,n y dado que la
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varianza de una variable aleatoria esta dada por V(Y) = E(Y?) — u? obtenemos que

E(Y?)=V(Y)+ p? y la expresion [2.1] se convierte en

n n 2

Bl Y (=1 = Y0+ i) —n (S + )

i=1 =1

2
= n(o?+ ) —n(= +u?)

=no® —o® = (n—1)o?

Por lo que E(S’Q) = <”T’1>02, de donde S es sesgado ya que E(S’Q) £ o2,

Por otro lado tenemos que

§ =S (- v
- (nﬁ 1) [%Z(Y;_Y>2] - (nﬁ 1>S/2

i=1

-G -

y concluimos que S? es un estimador insesgado para o2. n

2.4. Eficiencia relativa

Como ya se mencion6 al tener dos estimadores puntuales 6, 05 para un mismo
parametro 6 preferimos utilizar el de minima varianza, asi que dados dos estimadores
puntuales podemos dar una medida numérica para la eficiencia de uno respecto de

otro con el fin de compararlos, de modo que podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Dados dos estimadores insesgados él, 0 del parametro 6 con va-
rianzas V (61) y V (0,) respectivamente, entonces la eficiencia de #; con respecto

de 60, denotada por eff (él, ég) se define como la razén

D>

V( 2)'
V(6h)

eff(él, ég) =

D>

De lo anterior podemos ver que eff(6y,605) > 1 si V(0;) < V(65) de modo que
preferiremos 0, por otro lado si eff (A, 0,) < 1 preferiremos 6, ya que V (6;) < V (6y).

Puede demostrarse (Wackerly, D.[17]) que la varianza de la mediana muestral
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es V(0,) = (1.2533)%(0%/n) con lo que si 05 es la media muestral, tendremos que

V(b o?/n
eff(91792) - V(éQ) - (1 2533)20-2/n - 1.25332
1 : ’

= 0.6366,

con esto podemos ver porque preferimos utilizar la media muestral como estimador

de la media poblacional por encima de la mediana muestral.

2.5. Consistencia

En nuestro ejemplo anterior, nos interesaba conocer el promedio o media de los
ingresos mensuales de los usuarios, nos habiamos percatado que con un solo indivi-
duo en la muestra con ingresos de Q 5000.00 mensuales nuestra mejor estimacion
del pardmetro poblacional era precisamente 6 = Q 5000.00 pero no podemos confiar
mucho en esta estimacion, sin embargo esperariamos que al tomar mas individuos en
la muestra nuestro estimador 6 se acerque mas al parametro 6 conforme n crezca, o

formalmente esperamos que converja a 6, a esta propiedad le llamamos consistencia.

Definicion 2.4. Se dice que el estimador 6, es un estimador consistente de 6 si
para cualquier € > 0 tenemos que

lim Pr(|d, — 0] <¢) = 1.

n— o0

2.6. Intervalos de confianza

Antes definimos lo que es un estimador por intervalo, a estos estimadores se les
conoce mas cominmente como intervalos de confianza, estos intervalos de confianza
estan representados por dos nimeros reales a,b con a < b y representados como
(a,b) un intervalo usual, al igual que en los estimadores puntuales deseamos que el
estimador por intervalo tenga ciertas propiedades, a saber, que # esté contenido en
(a,b) y que la distancia entre a,b sea tan pequena como sea posible, sin embargo,
dado que los extremos de este intervalo son variables aleatorias en funcién de la
muestra tomada, no podemos asegurar la pertenencia, pero si podemos exigir que
la probabilidad que contenga a 6 sea tan alta como querramos, a esta probabilidad
le llamaremos coeficiente de confianza o nivel de confianza denotado por (1 —«), de
modo que si or, y éU son los limites inferior y superior respectivamente del intervalo

de confianza para un parametro € la expresion
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indica que la probabilidad de que 6 pertenezca al intervalo de confianza es 1 — «. El
intervalo de confianza (é L, éU) es conocido como intervalo de confianza bilateral, por
otro lado llamamos intervalos de confianza unilaterales a los intervalos (6r,+00) y

(—OO, 0[])

Ejemplo 2.1. Supoéngase que se desea conocer la estatura promedio de los nifios
que asisten al tercer grado de primaria de un establecimiento educativo y para ello
se toma la estatura de 36 ninos escogidos al azar, dando como resultado una media
muestral ¥ = 1.28 m y desviacion estandar de s = 0.09m, y deseamos calcular un
intervalo de confianza bilateral con un nivel de confianza igual a 90 %, debido a que el
numero de la muestra es mayor a 30,E| podemos utilizar el hecho de que la distribuciéon

muestral tiende a ser una distribucién normal y por ende la transformacion

Y

%9

A

(2.2)

se aproxima a una distribucion normal estandar, nuestro objetivo se traduce entonces

a resolver la desigualdad

Pr(—za/0 £ Z < 24p0) =1—a=0.90 (2.3)

de modo que a partir de [2.2] y 2.3] despejando # obtenemos,

Pr(0 — 20005 < 0 < 0+ 20905) =1 —a = 0.90 (2.4)

de donde los limites superior e inferior son; éL =0 — 20/205 Y éU =0+ 20/20§

respectivamente, en nuestro ejemplo tenemos que:

é:g:1ﬁ;a:1—0%:oux%ﬂ:%%z1@my%=j%zfzz%g

quedando entonces nuestros limites como:

éLzﬂ—am%j%):128—1@%(%?>%126

; 0.09
9U=y+am%i%>:L%+46%(7r>z1%

'En estadistica es comtn considerar muestras mayores a 30 como normales, ver teorema del
limite central.
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1.0 1.2 14 1.6

datos
Figura 2.2. Histograma del conjunto de 1000 datos. Fuente: Elaboracién propia con R.

asi que nuestro intervalo de confianza para la media de la estatura sera (1.26,1.30)

con un nivel de confianza del 90 %.

Podemos realizar una simulacion, que seleccione muestras aleatorias tomadas
de un conjunto de datos, con el fin de calcular intervalos de confianza para la media
poblacional p, con cada una de ellas y corroborar la cantidad de veces que 1 queda
contenida dentro de cada intervalo de confianza, para dicha simulacién podemos uti-
lizar el siguiente codigo en el lenguaje de programacion RE| que genera 1000 datos de
forma aleatoria tomados de una distribucion normal, en la figura [2.2) se representa

un histograma de estos datos y su media p = 1.29087.

##Fijamos una semilla para que el experimento sea reproducible.
set.seed(11)

##Generamos un conjunto de 1000 datos.

data = round(rnorm(1000,1.29,0.1),2)

data

##Calculamos la media del conjunto de datos.
mean_data = mean(data)

mean_data

#Se establece la cantidad y el tamano de muestras.
total_samp = 100

n = 250

##se establece el valor de alfa

2Los comentarios al cédigo de R se preceden con los simbolos #+#.
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alpha = 0.10

## se inicializa un vector donde se guardaran los resultados
aciertos = c()

##Este ciclo genera la cantidad de muestras establecidas,
##calcula los intervalos de confianza, verifica si 1la
##media de los datos queda dentro de los intervalos

##de confianza y guarda los resultados

for (i in 1:total_samp) {

samp = sample(data,n)
x = mean (samp)
s = sd(samp)

z gqnorm(1 - alpha)

up = x + zx(s/sqrt(n))
low = x - z*x(s/sqrt(n))

sucess = (mean_data >= low & mean_data <= up)

aciertos = c(aciertos,sucess)

3

##Contamos los aciertos totales y calculamos la fraccion de
##veces que el intervalo contiene la media de la poblacion.
total = length(which(aciertos == TRUE))

percent = total/total_samp

La fraccion resultante es 93/100 = 0.93 que es lo que esperdbamos; es de

suponer que si cambiamos la semilla inicial esta fracciéon podra variar.
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3. Teoria de verosimilitud

En inferencia estadistica nos interesa conocer ciertos pardmetros desconocidos
de una poblacién y para ello nos valemos de la técnica del muestreo, un método tutil
en esta tarea es el de verosimilitud el cual se define como la probabilidad conjunta
entre dos vectores, uno de estos es un vector aleatorio y se construye a partir de
los valores de la muestra obtenida de la poblacién en estudio, el otro vector estara
conformado por los pardmetros de la funcién de probabilidad f que suponemos
modela dicha poblacion, a partir de esto trataremos de inferir el modelo que mejor
se ajusta a los datos observados, es decir que, la verosimilitud es la probabilidad
conjunta de observar la muestra.

De ahora en adelante supondremos dos cosas, la primera es que conocemos la
funcién de probabilidad de la poblacién en estudio y la otra es que las variables
aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas (iid), esta tltima propie-
dad es util para poder hacer afirmaciones més amplias acerca de la verosimilitud; a

continuacion se definird de manera formal la funcién de verosimilitud.

3.1. Funcion de verosimilitud

Definicion 3.1. Sea y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
f(y;0) = Pr(y;0), y = yo un vector aleatorio n-dimensional el cual estéd confor-
mado por los valores observados en la muestra, 6§ = (6y,...,60;) el vector de los k

parametros de f, definimos entonces la funcién de verosimilitud de 6 como

L(0; y0) = C(y0) f(yo; ) o< Pr(y = yo3 0), (3.1)
donde C(yp) es una constante que depende de la muestra observada.

El empleo de la constante C' puede resultar de uso practico al querer encontrar
el estimador de maxima verosimilitud el cual se definird mas adelante, esta constante

al no depender de 0 puede ser escogida a conveniencia.
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Ejemplo 3.1. Supongamos que una fabrica de dispositivos electronicos desea saber
que proporcion de los productos que produce son defectuosos, en la practica hacer
una prueba de los dispositivos uno a uno seria una tarea que consume demasiado
tiempo y recursos, incluso podria ser imposible para cantidades muy grandes, asi
que, el método utilizado es tomar una muestra de tamano n e inferir acerca de
la proporcién poblacional utilizando la proporcién de la muestra, este experimento

puede ser modelado con una distribucién binomial

Pr(y = y,16) = (Z) (1 — o), (32)

donde 0 es un vector de dimensién 1 y representa la proporciéon de dispositivos
defectuosos, por lo que 0 < 6 < 1, por otro lado n es el nimero de dispositivos
tomados aleatoriamente es decir el tamano de la muestra y y es el nimero de los
dispositivos defectuosos encontrados en ella, también unidimensional, la funcién de

verosimilitud queda entonces como
o) = ()1 - oy 33)

en este caso es conveniente hacer C' = 1/(;‘) para obtener L(6;yy) = 6Y(1 — 6)"7Y,
esta elecciéon de C es valida ya que C' no depende del pardmetro 6.

Al pardmetro § = 0(y) que maximiza L(6;y) le llamaremos el estimador de
mdzima verosimilitud (EMV) de 6.

En nuestro ejemplo anterior nosotros queremos calcular el mencionado EMV
para obtener el valor del parametro # mas verosimil a la luz de los datos observa-
dos, esto se reduce entonces a encontrar el maximo de la funcion L(6;y), hay que
hacer énfasis en que este valor méximo podria no ser tinico y aun maéas, podria no
existir, afortunadamente en el ejemplo anterior éste si existe y ademaés es simple de
encontrar, observemos que maximizar (Z) 0Y(1 — 0)"Y es equivalente a maximizar
0Y(1 —0)"Y, es acé donde se puede apreciar la utilidad de la constante C, por otro
lado como hemos supuesto que las muestras son vectores aleatorios independientes,
tendremos entonces que la verosimilitud se expresa como funcién de productos y

serd mas facil atin maximizar el logaritmo de L(#;y,) esto es;
max[L(6; yo)] = max[log(L(6; y,))],
lo cual nos lleva a la siguiente.
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Definicion 3.2. A [(0) = log(L(0;y,)), le llamaremos funcién log-verosimilitud

de 6, ademas se tendra que

1(6) = Cy + log(f(6: 9)), con Cy = log(C)]]

Siguiendo nuestro ejemplo tenemos que

1(0) = ylog(0) + (n — y)log(1 - 0) (3.4)

el EMV seré entonces el valor § que maximiza [(6), calcularemos este valor usando
los criterios de derivadal

a0 1-0

igualando a 0 obtenemos que 6 = £, ahora bien tenemos que mostrar atin que este

(3.5)

valor maximiza [(6) para ello tenemos que

d*1(0) y n-y
rey =20 Y Y .
(6) = 22 2 (1-0)2 (3.6)
sustituyendo 6 = £ en (3.6) obtenemos

2
n n—y
"e)=———-— ——— (3.7)
y (L=3)°
dado que 0 < y < n tenemos que I"(£) < 0 por lo que = £, que es el valor que
esperariamos en base a nuestros conocimientos de inferencia estadistica.
A l'(0) y —1"(0) se les conoce como funcion puntuacion y funcion informacion

respectivamente.

3.2. Verosimilitud para distribuciones continuas

Hemos definido la funcién de verosimilitud para variables aleatorias discretas y
esto podria sugerir que la funcién de verosimilitud no se define para el caso continuo,
sin embargo en la practica, los datos tomados tienen una precisiéon finita debido a
los instrumentos utilizados para tomar dichos datos, de modo que cuando decimos

que Y = y, significa que yy — %e <Y < yy+ %e, donde € estd determinado por la

LA menos que se indique lo contrario usaremos log para denotar al logaritmo natural.
2Usualmente el valor de la derivada en el maximo sera 0, pero hay que recalcar que si restrin-
gimos el dominio, esto podria no cumplirse.
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precision del instrumento, y es esto lo que motiva dar la definicion [3.1, habiendo
tomado en cuenta esto, extenderemos la definiciéon de funcién de verosimilitud para

variables aleatorias continuas.

Definicion 3.3. Sea Y una variable aleatoria continua con funcién de densidad
f(y;0), yseaY = (Yi,...,Y,) una muestra de variables aleatorias iid, de modo que
la observacion Y; = y;, entonces la funcion de verosimilitud de 6 es proporcional a

la probabilidad conjunta de la muestra observada y se define como

1
L(6;vy) ocHPr ——e<Y<y2+2 €;0)

siendo equivalente a

llamada la verosimilitud exacta de 9.

Desde este punto, se podra notar que estamos en aprietos si lo que queremos
es encontrar el EMV para una funcién de este tipo, pues debemos maximizar un
producto de integrales, asi que necesitaremos hacer algunas aproximaciones para
lograr nuestro objetivo.

Si consideramos que

Pr(a<X§b):/ f(z)dz = F(b) — F(a),

donde F(z) es la funciéon de distribucion acumulada, podemos ver que

£46:9) o< TTIF G+ 50— Flui = 50,

dado que € es un valor pequeno, el computo de este producto puede causar graves
errores de redondeo (Kalbfleisch, J.G. volume 2. p. 26. [7]), por lo que haremos la

aproximacion
1 1

39— Flui= 59 ~ S

la motivacion de esta aproximacion es encontrar el area bajo la funcién de densidad a

F(y; +

través de un rectangulo de altura f(y;) y ancho A;. A partir de lo anterior obtenemos

L(0;y) o H A H f(y:)
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y dado que los A; no dependen de 6, la funcién de verosimilitud es directamente

proporcional al producto de las funciones de densidad,

n

L) =C]] f(w). (3.8)
i=1

Notese que al hacer la aproximacion F(y; + 2e) — F(y; — 3€) = f(y;)A;, estamos
suponiendo que f es suave, por lo que esta es una buena aproximacion y ademas
f no tiene singularidades; esta es una de las criticas que se le hace a la funcién
de verosimilitud ya que si existe alguna singularidad para un valor de 0, L(#) no
estara definida en ese valor; sin embargo hay que tomar en cuenta que si bien hemos
definido L(#) para el caso continuo como proporcional a la funcién de densidad, esto
se hace por mera conveniencia ya que es més facil trabajar con derivadas e integrales
que con productos, por lo tanto no hay que olvidar que la funcién de densidad es
una aproximaciéon a la funcién de probabilidad y no al contrario.

Con esto aseguramos que si surgen problemas con singularidades en la fun-
cion de densidad se utilizara en su lugar la funciéon de probabilidad correspondiente
(Montoya, Diaz-Francés, Sprott. [10]), por tltimo no olvidemos que si bien el mé-
todo de maxima verosimilitud es una herramienta inferencial muy 1til no podemos

pretender que sea el mejor método aplicable en todos los casos.

Ejemplo 3.2. Supongamos que tenemos un vector aleatorio (y1, ¥z, - - ., Yn) asociado
a un muestreo que se le realizd a una poblacién que se distribuye de acuerdo a la

2

funcién normal, supongamos ademas que la varianza ¢° es conocida y queremos

encontrar p, entonces la funcion de verosimilitud de p esta dada por

— 5oz (Wi—n)? (3.9)

1
e
2ro

Liw) =C]]

escogiendo adecuadamente la constante C, esto puede quedar simplificado como

Lp) = o~ 207 Lwi—p)® (3.10)
y obtenemos
1 2
) =—55 2 (Wi—n (3.11)
, 1
P =~ ) (yi—n) (3.12)



U(0) = == (3.13)
de y obtenemos que i = % > y; =y como esperariamos. Como se pude
apreciar [ es un estimador insesgado, sin embargo utilizando el ejemplo anterior pero
tomando a p como el parametro conocido y a o como el desconocido obtenemos que
o— % > (y; —y)?* siendo este un estimador sesgado, cuando n — oo el sesgo tiende
a 0, sin embargo para n = 2 el sesgo puede llegar a ser muy grande (Montoya,
p. 45. [9]), aunque ésta pueda ser otra critica al método de maxima verosimilitud,
realmente el problema del sesgo se tiene tinicamente para muestras muy pequenas
n < 10 y ya dependera del problema que estamos abordando el méaximo error que

podamos tolerar.

3.3. Funcion relativa de verosimilitud

A fin de comparar dos estimadores diferentes 61, f5 debemos emplear una forma
de cuantificar sus respectivas verosimilitudes, para ello calcularemos la razéon entre

ellas, de modo que si tenemos
L(61; o)
L(62; o)

el valor de L(f2;10) es mayor al de L(6;;y) y por lo tanto es méas verosimil o creible.

<1

Por lo que para determinar cual de todos los L(f;vg) es mas creible definiremos la

funcion relativa de verosimilitud.

Definicion 3.4. La funcidén relativa de verosimilitud se define como el cociente

L#:y) _ L(6y)
supg L(0;y)  L(6:y)’

R(0;y) = (3.14)

dado que f(y;0) es una funcion de probabilidad, es acotada y por lo tanto el deno-
minador de (3.14]) existe y es finito, adicionalmente se tiene que 0 < R(6;y) < 1.

Para la funcion R(6;y) podemos definir también

r(6) = log(R(6;y)) = log(L(6) — log(L())), (3.15)

r(6) sera llamada funcion log-relativa de verosimilitud, la funcion r(f) cuenta con
una ventaja y es que podemos hacer una aproximacion sencilla de ella.

Sea [(0) la funcion log-verosimilitud de un pardmetro continuo 6, supongamos
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ademés que 0 existe y que ademas [(f) tiene expansion en serie de Taylor en 6 = )

entonces;

10)=10) + = Lr) + L@y G v e

-~ ~

Dado que I'(6) =0y r(0) = () — [(d), obtenemos que

o) = 0@y Oy (3.17)

y definimos la aproxzimacion normal a r(0) como

ry(0) = (6 _29) I"(9), (3.18)

la motivacion de esta definicién es que si § — 6 es pequeno, a partir del término

cubico en adelante los términos de (3.17) son despreciables, de donde r(6) =~ rx(0).

3.4. Propiedades de la verosimilitud

3.4.1. La no-aditividad de la verosimilitud

A diferencia de la probabilidad la adicién en la verosimilitud no tiene sentido,
una medida de probabilidad como se vio en el capitulo 1 toma valores en una o-
algebra y los mapea en un intervalo cerrado, los elementos de dicha o-algebra son
eventos para los cuales esta bien definida la probabilidad de la unién de dos eventos,
esto es Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) si A y B son disjuntos, sin embargo para
la verosimilitud dados #; y # su unién puede no estar bien definida ya que son
hipotesis acerca de los pardametros y esta operaciéon no siempre define una nueva
hipotesis (Sprott, D.A. p.13. [16]).

3.4.2. Invarianza funcional

Una caracteristica importante que comparten las verosimilitudes con las proba-
bilidades es la invarianza funcional, la cual no posee la funciéon de densidad, esto es
de especial interés ya que cualquier afirmacion cuantitativa acerca de # implica una
afirmacion equivalente para cualquier funcion inyectiva 6 = §(0) la cual se deduce

de la sustitucion algebraica por § = 0(6) por ejemplo para Ry(6;y) verosimilitud
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relativa de 6 se tiene que Rs(d;y) es la respectiva verosimilitud relativa de 9.

3.4.3. Intervalos de verosimilitud

Un aspecto interesante de determinar son los rangos dentro de los cuales se
encuentran los valores de # mas verosimiles con determinado valor ¢, en el caso para
el cual k = 1 estos intervalos se pueden obtener al trazar una linea horizontal en la
grafica de R(6) a una distancia ¢ sobre el eje 2 donde 0 < ¢ < 1 si variamos ¢ en dicho
intervalo el EMV @ estara contenido en todos éstos intervalos y ademas convergen
hacia  cuando ¢ — 1 los valores de ¢ mas utilizados seran los de ¢ = 0.05, 0.15 y
0.25 por razones que se expondran en la siguiente seccion; hay que considerar que
éstos intervalos de verosimilitud no establecen la incerteza del intervalo, establecen

la verosimilitud relativa de los puntos fuera del intervalo escogido.

Definiciéon 3.5. Un intervalo de verosimilitud o region de verosimilitud de nivel

¢ para 0, IV(c) se define como

IV(e) ={0| R(0;y) > ¢}, donde 0<c<1. (3.19)

Todo valor § € TV(c) tiene verosimilitud relativa igual o mayor que ¢ y todo
valor de 6 ¢ IV(c), tiene verosimilitud relativa menor. «Es decir que el IV(c) separa
los valores plausibles o creibles de 6 de los no plausibles a un nivel ¢» (Sprott, D.
A. p. 14. [16]).

Ejemplo 3.3. Consideremos nuevamente la funcién binomial, a partir de ((3.14))

tenemos que

(M)6¥(1 — )"

R(0;y,n) = (Z)@\y(l - é\)n—y (3.20)

del ejemplo (3.1)) sabemos que o= 4 de donde

(= —

n

Para ejemplificar esto veamos el caso de un estudio clinico en el que se deseaba
probar la eficacia de un medicamento llamado Ramipril usado para aumentar la tasa
de superviviencia después de un infarto agudo al miocardio (AIRE Study Group

1993), se escogieron 1986 personas al azar de los cuales a 1004 se les suministro
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Tabla 3.1. Resultados del ensayo clinico. Fuente: AIRE Study Group.(1993).[tabla]

Tratamiento | Sobrevivientes | Fallecidos | Total

Ramipril 834 170 1004
Placebo 760 222 982

Total 1594 392 1986

Ramipril y a los restantes 982 se les suministré6 un placebo es decir un grupo de
control, los datos se presentan en la tabla de contingencia [3.1]

A partir de los datos anteriores tenemos verosimilitudes relativas de la forma
R1(0;834,1004) v Ry(6;760,982), representando a pacientes tratados con Ramipril

y placebo respectivamente, sustituyendo datos observamos que

9 834 1— 9 1004—834
R1(0;834,1004) = 1004 (_> <—)

834 1004 — 834
y
0 982 1 . 0 982—760
Ry (6: 760, 982) = 982982 [ — e —
2(65760,982) <982) (982—760)

los cuales son representados en la figura [3.1]

Relative Likelihoods

0.70 0.75 0.80 0.85

control ——-; ramipril

Figura 3.1. Verosimilitudes relativas de pacientes tratados con Ramipril y placebo. Fuen-
te: Elaboracion propia con datos de Sprott, D.A. (2000).

Como podemos apreciar las verosimilitudes difieren por mucho y se intersecan
en # = 0.803, lo cual nos muestra que la tasas de supervivencia 6 > 0.803 tienen una
verosimilitud relativa mayor del 8 % para pacientes tratados con Ramipril y menores

al 8% para pacientes tratados con placebo, el EMV para Ramipril es 0 = 0.83 y
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para el placebo es 6= 0.77, adicionalmente IV (0.15) = (0.807,0.853) para Ramipril
e IV(0.15) = (0.747,0.799) para el placebo, todo esto en conjunto sugiere que el

tratamiento con Ramipril aumenta la tasa de superviviencia de los pacientes.

3.4.4. Intervalos de verosimilitud confianza

Supongamos que se tiene una muestra y = (yi,...,¥,) tomada de una dis-
tribucion de variables aleatorias iid Y = (Y3,...,Y,) con funcién de probabilidad
Pr(Y = y;0), donde 6 = 6, es un parametro escalar desconocido y fijo, a partir de
esta muestra podemos calcular un intervalo [A, B] para el valor de 6p; si se hace
este mismo procedimiento con muestras diferentes pero tomadas todas de la misma
distribucién de variables aleatorias iid obtendremos diferentes valores para Ay B,y
estos extremos a su vez seran variables aleatorias que varian de acuerdo a su muestra
correspondiente y por lo tanto en principio su distribuciéon de probabilidad puede
ser calculada a partir de la distribucion de la variable aleatoria Y, también podemos
observar que debido a la variacion de los valores de A y B el intervalo [A, B| puede
incluir o no al verdadero valor de 6, habiendo expuesto lo anterior se procederéd a

dar las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.6. La probabilidad de cobertura de un intervalo aleatorio [A, B]
es la probabilidad de que el intervalo [A, B] incluya o cubra el verdadero valor del

parametro 6y y se denota como

La interpretacion de la probabilidad de cobertura es la fraccién de veces que
el intervalo [A, B] incluira el verdadero valor de ) para un nimero muy grande de

repeticiones de la muestra, manteniendo el valor de 6 fijo en 6,.

Definicion 3.7. Un intervalo [A, B] sera llamado intervalo de confianza para ¢
cuando su probabilidad de cobertura no depende de 6. Es decir, cuando el valor de

PC(6p) es el mismo para todo valor del parametro 6.

La probabilidad de cobertura de un IV(c) se puede aproximar a través de la
distibuciéon de probabilidad de la estadistica de la razén de verosimilitud para un

0 = 0, fijo, D,, = —2logR(fy), siguiendo esta linea tenemos que
0y € IV(C) = R(eo) >cs =2 10g R(eo) < —210g(c).
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En la practica encontrar la distribucién de probabilidad exacta de RV es com-
plicado, la solucién a esto se obtiene a través de la teoria asintotica que establece
que bajo ciertas condiciones de regularidadE] la estadistica de la razoén de verosimi-
litud RV = —2log R(p), converge en distribucién a una ji-cuadrada con un grado

de libertad, para cada 0y € © C R, es decir que

lim Pr(D, < z;0 = 6) = Pr(x? < ), para cada x > 0.

n—-4o00

De lo anterior tenemos que
PC[IV(c)] = Pr(x{y) <z, donde z = —2log(c)

de modo que si z = g(o,1) donde g1 es el cuantil (1 — a) de la distribucion X%l)? el
IV(c) con ¢ = e~ %1/2 tendra una probabilidad de cobertura de (1 — «) aproxima-
damente, y dado que IV(c¢) no depende de 6 el intervalo de verosimilitud es a su vez
un intervalo de confianza y de ahi el nombre de intervalo de verosimilitud-confianza.

En la tabla podemos observar los valores de ¢ que se utilizan para obtener
intervalos de verosimilitud-confianza con probabilidad de cobertura del 90, 95 y
99 %. Para el caso del cuantil 90 el valor de X%U correspondiente es 2.706 de donde
el IV(c) con ¢ = e~%706/2 = (.258 tiene una probabilidad de cobertura del 90 %.

Tabla 3.2. Confianza aproximada de los intervalos de verosimilitud para € unidimensional.
Fuente: Montoya.(2008).[tabla]

(1—a) c U(a,1)
0.90 0.258 | 2.706
0.95 0.146 | 3.841
0.99 0.036 | 6.635

3.5. Parametros de interés entre parametros de es-

torbo

Hasta el momento se han dado ejemplos en los que se busca un parametro 6
de dimension 1, esto, porque es el caso mas sencillo, ahora se abordara el caso en el
que la dimension de # es mayor o igual a 2. En el ejemplo se estudio el caso de

la funcién normal y se supuso que se conocia el pardmetro o, si no suponemos esto

3Para detalles de la prueba ver Serfling, R. J. p. 155-156.
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tendremos dos pardmetros desconocidos, a saber ¢ y u lo cual puede escribirse como
0 = (o,u) en la practica muchas veces se necesita estimar tnicamente p de modo
que o vendria a ser un parametro no necesario o de estorbo, de la misma manera si el
parametro de interés es o el parametro u seria el parametro de estorbo, en general si
se tiene que 0 = (6,...,0;) = (0,§) con 6 = (61,...,0k—;) v & = (Op—jt1,-.-,0k) €l
parametro que nos interesa estimar es 0 y el pardmetro de estorbo es £, la motivacion
de este planteamiento es que si  y ¢ pueden ser separados apropiadamente se podra
estimar ¢§ sin tener que saber nada acerca de &, hay que hacer énfasis en que esta
idea no siempre funciona, pues estos dos pardmetros pueden estar tan estrechamente

ligados que sea imposible separarlos sin caer en resultados falaces (Sprott, D. p. 50.

[16]).

3.5.1. Verosimilitud condicional

Considere el vector de parametros 6 = (4§, &), con la estructura de verosimilitud

L(0,&;y) o< f(y;6,€) = f(£;6,€) f(y;0 | 1) o¢ Lies(0,85) Le(05y), (3.23)

donde § es un parametro de interés, y que se tiene un estadistico ¢ suficiente minimal
para el parametro de estorbo &; la cantidad L.(0;y) es llamada la verosimilitud
condicional de ¢, dado que estéa basada en la distribuciéon condicional de la muestra
y dado el estadistico t; notese que el segundo factor no depende de ¢ de modo que
L.(0;y) nos sirve para hacer inferencias acerca de § tnicamente, cabe mencionar
que la calidad de dichas inferencias dependeran de que tan buena es la factorizacion
para separar la informacién del parametro de interés §, del paramtero de
estorbo &, es decir depende de que la cantidad de informacion que tenga Lyes(6, ;5 1),
al cual llamaremos funcion residual de verosimilitud, del parametro §, sea poca

cuando desconocemos &.

3.5.2. Verosimilitud maximizada o perfil

Para que el método de verosimilitud condicional sea efectivo, se requiere que
la funcién de verosimilitud tenga una estructura especial y esto hace que sea muy
restrictiva y poco practica para la mayoria de casos, por lo que Sprott y Kalbfleisch
proponen de manera formal en 1969 la funcién de verosimilitud maximizada o perfil
como un método para estimar pardmetros de interés en presencia de parametros de

estorbo.
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Definiciéon 3.8. La funcién de verosimiltud maximizada o perfil del parametro

de interés d, L,(0), se define como

~

Ly(0;y) = maxL(0,&;y) = L[0,£(0,v); ] (3.24)

~

donde (9, y) es el estimador de méaxima verosimilitud restringido (EMVR) de & para

un valor especifico de 9.

Para obtener la verosimilitud maximizada de J, L,(d;y) se debe maximizar la
funcion de verosimilitud L(9, £; y) sobre & dejando un valor fijo de ¢, de este modo el
EMYV global de £ coincidiré con el estimador restringido evaluado en el EMV global

~ A~

5, E = £(0,y), dicho de otra forma la funcién de verosimilitud maximizada se obtiene
reemplazando el parametro de estorbo £ por E (0,y) que depende de ¢ en la funcion
de verosimilitud global L(4,&;vy).

En el caso de que tanto 6 como £ sean unidimensionales, la funciéon de vero-
similitud global L(4,&;y) es una superficie en R3, la verosimilitud es entonces una
funcion definida para la pareja (9,€), si se ve esto de forma grafica se evidenciara
que la sombra o perfil de la verosimilitud global es precisamente la verosimilitud
maximizada, y de ahi su nombre. En la figura [3.2] se muestra dicha situaciéon donde

el parametro de interés es 6 y el de estorbo p.
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Figura 3.2. Representacion de la verosimilitud global y perfil. Montoya, L.(2008). Funcion
de verosimilitud perfil de 6 [figura].



4. Aplicacién de la funcién de verosimilitud

Un problema con el cual los ecologos y bidlogos se encuentran frecuentemente
es el de estimar el tamafio N de una poblacién de animales (véase Calambokidis [1]
y Soisalo [15]) y asi determinar si una especie esta en situacion de vulnerabilidad
o peligro de extincién, para ello existen varios modelos, algunos més sencillos que
otros, generalmente los modelos sencillos ofrecen una buena aproximaciéon cuando
N es grande, sin embargo, cuando N es pequeno puede que exista mucho sesgo en
la estimacion, a continuacién analizaremos un modelo de captura-recaptura desde
el punto de vista de la funciéon de verosimilitud para estimar el tamano N de una

poblacion.

4.1. El modelo captura-recaptura

Los modelos de captura-recaptura se basan en tomar una muestra inicial de
individuos y marcarlos, luego se devuelven a su habitat, después de esto se vuelve
a tomar una segunda muestra y se les coloca una segunda marca, en esta segunda
muestra tendremos dos casos, que el individuo tenga la marca de la primera to-
ma o que no la tenga, si no la tiene quedara con una sola marca, si tiene ya una
marca el individuo tendra una segunda marca y se considera como un individuo
con repeticion, en el modelo que se propone a continuacion se hara este proceso de
captura-recaptura y marcaje varias veces capturando un individuo a la vez, intui-
tivamente nos inclinamos a suponer que la probabilidad de capturar a un mismo
individuo varias veces dependera del tamano N de la poblacion, siendo més dificil
que dicha repeticion se dé para N grande, en el siguiente modelo supondremos lo

siguiente:

1. La poblacion tiene tamano N > 0, N € Z*, la cual no varfa durante el tiempo

en el que se toma la muestra.

2. Se toma un individuo a la vez, se marca y este es devuelto a la poblacion antes

de tomar al siguiente individuo.

39



3. Los individuos son tomados aleatoriamente y cada uno tiene la misma probabi-
lidad % de ser escogido en cada muestra que se toma, de modo que tendremos

tomas independientes e idénticamente distribuidas.

4. El nimero de capturas realizadas se representara con n y la cantidad de indi-

viduos diferentes capturados con r.

El procedimiento es el siguiente; se captura un individuo de la poblacion de for-
ma aleatoria y se le coloca una marca, luego este es devuelto a la poblacion y cuando
se esté seguro de que se haya mezclado completamente dentro del grupo procedemos
a realizar la segunda captura y asi sucesivamente, con esto nos aseguramos que cada
individuo tiene la misma probabilidad de ser escogido en cada captura incluso aquel
que ya haya sido capturado y marcado anteriormente, de modo que la probabilidad
de tomar a cada individuo en cada una de las capturas seré %, este proceso se repite
n veces, el nimero n a utilizar se determina por el propio investigador de acuerdo
a la poblacion particular que se esta estudiando, para nuestro caso definiremos dos
conceptos, el de marcar y el de registrar; marcar se refiere a realizar una marca
fisica al individuo capturado, es decir una forma facil de identificar que el individuo
ya fue capturado anteriormente si es que se vuelve a capturar; registrar se refiere al
registro interno que el investigador lleva y en este caso sera un vector ordenado que
describe los nimeros de los individuos capturados en cada una de las capturas, el

proceso se detalla a continuacién y se ilustra con el diagrama [4.1]

1. El primer individuo capturado se marcara con un 1 y se registraréa el vector

(1).

2. En la segunda captura tendremos dos casos, volver a capturar al mismo indi-
viduo, en cuyo caso lo registramos nuevamente con un 1 y el vector registrado
serda (1,1) y marcarlo nuevamente no es estrictamente necesario; o bien es un

nuevo individuo, en cuyo caso se le marca como 2 y el vector registrado sera
(1,2).

3. En tres capturas tenemos cinco casos posibles, a saber; (1,1, 1), (1,1, 2), (1,2, 1),
(1,2,2), (1,2,3).

4. En las siguientes capturas se sigue con este procedimiento, por ejemplo, para

cuatro capturas los casos ascienden a quince.
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Capturar de forma aleatoria a
un individuo de la poblaciéon

l

¢El individuo estd marcado con un nimero?

\4

Registrarel |_ Asignarle un nimero
ndimero | y marcarselo

I—‘V

Devolver el individuo a la poblacién

Figura 4.1. Procedimiento del método de captura-recaptura. Fuente: Elaboracién propia
con programa Dia.

4.2. Deduccion de la funcion de verosimilitud

1
N

al individuo 2 es 1 — % la primera vez y % a partir de la segunda vez, la probabilidad

L
N

general la probabilidad de capturar al individuo ¢ la primera vez, sera 1 — % y a

partir de la segunda seré %; en la tabla resumimos todos los casos posibles para

las primeras 4 capturas y la probabilidad Pr de ocurrencia de cada caso en términos

Hay que tomar en cuenta que la probabilidad de capturar al individuo 1 es

de capturar al individuo 3 la primera vez es 1 — % y ~ a partir de la segunda, en

del tamano de la poblacion N.

Para n = 1 la tnica posibilidad que se tiene es tener un individuo marcado
una sola vez, con probabilidad 1 de que esto suceda, para n = 2 podremos tener
un individuo con dos marcas o bien dos individuos diferentes cada uno con una
marca, con probabilidades de ocurrencia % y1— % respectivamente, en todo caso la
cantidad de individuos diferentes capturados seréa r, con r € {1,...,n}, ademas como
puede verse en la tabla la probabilidad Pr de ocurrencia de cada caso depende

i N—i

tnicamente de r, de hecho reordenando términos y haciendo 1 — & = “* puede

verse claramente que dadas n capturas y r individuos diferentes capturados en un
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n=1 Pr n=3 Pr n=4 Pr
(1) 1](1,1,1) 7 | (L1, 1,1) ~3
(1’1’2) %(1_%) (171’1’2) ﬁ(l_%)
n=2 Pr | (1,2,1) (1-%)(%) | (1,1,2,1) +1-3)%
(172’2) (1 - %)(%) (1) 17 27 2) %(1 - %)%
(1,1) +1(1,2,3) 1-+H01-%) | (1,2,1,1) (1-%)72
(1,2) 1-+% (1,2,1,2) (1- %)
(1,2,2,1) (1-%)7
(1,2,2,2) (1— %)
(1,1,2,3) +(1-%)1-%)
(17 2, L 3) (1 - %)(%)(1 - %)
(1,2,2,3) (1-@(HA=%)
(1,2,3,1) 1-%)1-3)%
(172’3’ 2) (1 - %)(1 - %)%
(1,2,3,3) 1-%)1-%)+%
(1)27374) (1 — %)(1 _ %)(1 — %)

Tabla 4.1. Probabilidades en funcién del tamano de la poblacién N para diferentes casos
y valores de n. Fuente: Elaboracién propia.

orden en particular, su probabilidad de ocurrencia es

o (N-DIN-9)(N - (1)) NN-DN-(N-(r=1)) B
e v N

asi pues los casos anteriores pueden resumirse en la tabla [4.2]

n=1 Pr|ln=2 Pr n=3 Pr n=4 Pr
r=1 1| r= % r=1 % r=1 %
o NWN-D |, 3. NNZD | g 7. NN-1)
N N3 N4
_3 N(N—]Z\l[)3(N—2) r—3 6. N(N—1)4(N—2)
_ 4 NO-H-=2(N-3)
— 7

Tabla 4.2. Resumen de probabilidades para diferentes casos y valores de n. Fuente: Ela-
boracién propia.

A partir de lo anterior podemos notar que las funciones de probabilidad y de

verosimilitud pueden expresarse como:

P,
Pr = A o (4.2)
NPT
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4.3. Calculo de los estimadores de maxima verosi-
militud

El siguiente paso es encontrar los EMV de N para n, r dados; las graficas .2
[4.3] [4.4] y [£.5] muestran las funciones de verosimilitud presentadas en la tabla [4.2]
para las cuales sus méximos representan los EMV.

En estas situaciones, encontrar los méximos de las funciones de verosimilitud
a través de un software facilita la tarea; por ejemplo, para n =4 y r = 3 usando el

siguiente codigo en R, encontramos que el EMV es 5.

##La libreria gtools permite usar la funcion permutations,

##se instala y se carga al entorno de trabajo.

install.packages("gtools")

library (gtools)

##Se miden los tiempos de ejecucion de instrucciones por el CPU

##(user), el tiempo del sistema operativo (system) y el tiempo

##treal (elapsed).

t=proc.time ()

##Se define un maximo N supuesto, un numero de

##capturas n y un numero de individuos r.

topN=50

n=4

r=3

##Se incicializa un vector que guarda los resultados

1=c ()

##Se define un ciclo que evalua los diferentes valores de N.

for (N in r:topN) {l=c(1l,(nrow(permutations(N,r,repeats.allowed
= FALSE))/N~(n)))}

##Se calcula el EMV de todos los N evaluados.

EMV = (r-1)+which(l==max(1l))

EMV

##Se cierra la medicion del tiempo

proc.time() -t

Encontrar el méaximo de la ecuacion (4.3]) comienza a tornarse complicado para
valores de n, r cercanos a 10, de hecho, en el cédigo anterior donde se establecié un
valor maximo a evaluar para N = 50 y con valores de n = 4 y r = 3, el tiempo de

usuario (user), medido en R fue de 6.72 SH por lo que se hace necesario trabajar con

!'Medido en una computadora Core i3 con Windows 10.
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Figura 4.2. Funcién de verosimilitud correspondiente a n = 1,2. Fuente: Elaboracién
propia realizada en R.
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Figura 4.3. Funcién de verosimilitud correspondiente a n = 3. Fuente: Elaboracién propia
realizada en R.
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Figura 4.4. Funcién de verosimilitud correspondiente a n = 4, r = 1, 2. Fuente: Elabora-
cion propia realizada en R.
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Figura 4.5. Funciéon de verosimilitud correspondiente a n = 4, r = 3,4. Fuente: Elabora-
cion propia realizada en R.

la funcion log-verosimilitud de N para disminuir este tiempo, a saber,
I[(N)=1logC+1logN +1log(N —1)+---+log(N —(r—1)) —nlogN. (44)

De modo que podemos sustituir en el codigo anterior la funcion L(N) por [(N)

para calcular el EMV, como se muestra a continuacion.

t=proc.time ()

topN=50

n=4

r=3

1=c ()

for (N in r:topN ) {
1=c(l,sum(loglO0((N:(N-(r-1)))))-n*logl0(N))
}

EMV = (r-1)+which(l==max(1l))
EMV

proc.time() -t

El tiempo de usuario en este caso es imperceptible, ya que se registraron 0.01s,
lo cual contrasta evidentemente con el tiempo que tardé encontrar el maximo de la
ecuacion (4.3)).

Si se desea automatizar el proceso de encontrar los EMV para diferentes valores
de n, r podemos utilizar el siguiente c6digo que genera una matriz con dichos EMV|

en este caso se utilizarda n = 5 y un valor supuesto maximo a evaluar de N = 50.
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##Se mide el tiempo de ejecucion
t=proc.time ()
##Se definen los valores maximos de N y n a evaluar
##Se inicializa un vector y una matriz que guarda 1los
##resultados
topN=50
topn=5
1=c ()
m=c ()
result=matrix(data = NA, ncol = topn, nrow = topn,
byrow = FALSE)
result[1,1]<-topN
##Se define un ciclo que evalua los diferentes valores de
##N, n y r
for (n in 2:topmn) {

for (r in 1:n) {

for (N in r:topN ) {
1=c(l,sum(loglO0((N:(N-(r-1)))))-n*logl0(N))

}

maximo = (r-1)+which(l==max(1l))
1=c()

result[r,n]<-maximo

}

##Se visualizan los resultados
result

##Se cierra la medicion del tiempo

proc.time () -t

El tiempo de usuario medido en este caso fue de 0.06s, la tabla [4.3| muestra los
resultados obtenidos por el codigo y el anélisis de las graficas anterioresﬂ

Recordemos que N debe ser entero, por lo que el EMV se debe calcular con
esta restriccion, de lo anterior se pueden observar algunos patrones los cuales se

demuestran en el siguiente.

2Cuando n = r, el EMV calculado por el codigo es igual a topN=50, aca se ha sustituido por 7
cuando n =1y por co cuando n > 1.
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n=1 EMV [n= EMV [n=3 EMV |[n= EMV [n=5 EMV
r=1 N=#|r=1 N=1|r=1 N=1|r=1 N=1|r=1 N=1
r=2 N=oco|r=2 N=2|r=2 N=2|r=2 N=2

r=3 N=oo|r= N=5|r=3 N=3

r=4 N=oo|r=4 N=38

r=5 N=o0

Tabla 4.3. Estimadores de méxima verosimilitud de NN, para diferentes valores de n y r.

Teorema 4.3.1. Supongamos que N > 0 y ademds N € 77T, entonces para la

ecuacion (4.3) se cumple que:

1.

2.

6.

7.

Sir=n =1, entonces N no existe.

Sir=1yn>2, entonces N = 1.

o NPa _
Jim 55 =1
Sean n, U € Z* yn < U entonces es cierta la desigualdad (1 — n/U) <

1-1/0)"

St N > n la funcion L(N) = Ci, ) - %12” es mondtona creciente.

Si N < n la funcion L(N) = Cp - 82 =0 para cada N € {1,...,n— 1}.

Sir=nyr>1 entonces N = cc.

Demostracion. Sea L(N) la funcion de verosimilitud dada en ({3)), con C' = 1]

1.

2.

3.

_ NP _ NPA _ N __ ‘4
L(N) = S& = 57 = & = 1, una funcién constante la cual no posee un
maximo.
L(N) = ’}’V—Izl = % = #, la cual es una funcién monotona decreciente dado

que N < N +1 implica que N,},l > W +i)n,1, de donde N = 1 necesariamente.

, , N=—m)T , N(N—-1)---(N—(n—1
lim J\Z’VIZL" = lim &% = lim ( )Jén (n=1))
N—oo N—oo N—oo
, , N-1 ,  N—(n—1
:hm%-hm(N) lim g:;)
N—o0 N—o0 N—oo
-1.1---1=

3Recordemos que una adecuada escogencia de la constante hace esto posible.

47



4. Procederemos a demostrar por induccion:
Para n = 1 tenemos que (1 —1/U) < (1 —-1/U).
Por hipétesis de induccién para n = k sera cierto que (1 —k/U) < (1—1/U)*.
Para n = k + 1 tenemos que mostrar que (1 — ﬂ) < (1 — l)kﬂ, esto es

U U
cierto si y solo si

VR

—_

|
S| =
N——

|
S =

IN
7/ N

—_

|
<=
N—
>
VRS

—_

|
S
N——

T

quedando demostrado.

5. A partir de que N < N + 1 debemos mostrar que NN—]? < (JJV\,*;ST;, esto es cierto

si y solo si
N! (N+1)!
(N—n)! (N+1-n)!

N» (N+1)m
NN-1)(N-2)---(N—=n+1) (N+1LHN)(N-1)---(N+1—-n+1)

IA

Nn = (N+1)m
=
N—-n+1 < N+1 _ 1
Nr —(N+1)» (N+1)n!
&
o (5) o)
=

log(N+1—n)—nlog(N) < —(n—1)log(N +1) =
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= —nlog(N + 1) 4+ log(N + 1)
=

log(N +1—n) —log(N + 1) <nlog(N) —nlog(N + 1)
=

g (VALY _ N
(6] —_— (6] —
S\t )=\ )

haciendo la sustitucién U = N + 1 obtenemos

o (257) <ot (1)

log(1 — n/U) < nlog(1 — 1/U) <

log(1 — n/U) < log(1 — 1/U)" <
(1-n/U)<(1-1/0)"

que ya se demostro cierta en el inciso anterior.

N!

6. Dado que Xf» = (NA}ZL“ = N(N_l)(Nj_Vz,?"'(N_”H) cualquier valor que tome N

entre 1 y n — 1 hara el numerador igual a 0.

7. Se deduce de 3, 5 y 6.

4.4. Estimaciéon del tamano de una poblacion de

mariposas

Finalmente como tultimo ejemplo tenemos el problema de estimar el tamano N
de una poblacion de mariposas, el cual es analizado en Craig, C.C. 3], quien para
diferentes valores de n, r observados, estima los valores de N utilizando el método
de maxima verosimilitud y suponiendo una distribuciéon de Poisson; dichos datos
podemos verlos en la tabla

Modificando el codigo anterior con topN=1060 y topn=250, generamos una
matriz con los EMV para valores de n = 1,...,250, comparando estos resultados

con los presentados por Craig se verifica que son los mismos.
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t=proc.time ()
topN=1060
topn=250
1=cO)
m=c ()
result=matrix(data = NA, ncol = topn, nrow = topn,
byrow = FALSE)
result[1,1]1<-topN
for (n in 2:topn) {

for (r in 1:n) A

for (N in r:topN ) {
1=c(l,sum(loglO((N:(N-(r-1)))))-n*logl0(N))

}
maximo = (r-1)+which(l==max (1))
1=c()
result[r,n]<-maximo
}
}
result

proc.time () -t
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Valores observados Estimaciones de N
r n Resultados presentados por Craig C.C.
69 72 828
93 108 348
159 187 557

144 161 703
63 76 193
56 66 192
48 74 78

341 435 853

276 330 892

222 249 1059

154 225 275

148 180 442
63 91 114
60 98 90
71 118 104
46 89 58

Tabla 4.4. Estimacién del tamano de una poblacién de mariposas. Fuente: Elaboracién
propia con datos de Craig, C. C. (1953).






CONCLUSIONES

. Los conceptos de o-dlgebra, conjuntos medibles, espacios medibles, medidas,
medidas de probabilidad, espacios de probabilidad y funciones de probabilidad

son la base fundamental en la construccion de la teoria de probabilidades.

. La teoria de verosimilitud en estadistica inferencial, nos brinda herramientas
simples y eficientes para estimar parametros desconocidos en diferentes ambi-

tos de aplicacion.

. En general, es preferible el uso de la funcion log-verosimilitud a la funcion de
verosimilitud para encontrar los EMV | debido a que la funcion log-verosimilitud

requiere menos tiempo de ejecuciéon en méaquina.

. El método de captura-recaptura presentado en este trabajo es 1itil para estimar
el tamano de una poblaciéon de individuos, y presenta resultados similares a

los presentados en el articulo de Craig C.C.[3]
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RECOMENDACIONES

. Profundizar mas en la construccién axiomatica de la teoria de probabilidades.

. Consultar la bibliografia recomendada para ampliar los conocimientos en teoria

de verosimilitud.

. Valorar las ventajas y desventajas que la funcion de verosimilitud ofrece, al
estimar parametros poblacionales, comparado con otros métodos de estima-

cion.

. Formar equipos multi-disciplinarios para implementar el método de captura-
recaptura en la estimacion del tamano de una poblaciéon animal, que se en-
cuentre vulnerable, en peligro de extincion o en peligro critico de extincion en

el pais.
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