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OBJETIVOS

General

Establecer los fundamentos mateméticos que sustentan las series de tiempo.

Especificos

1. Introducir los fundamentos matematicos tedricos elementales de la teoria de

la medida que sustentan la teoria de probabilidades.

2. Definir los elementos principales de los espacios de Hilbert, asi como también

las propiedades esenciales de los operadores y el teorema de proyeccion.

3. Establecer los fundamentos matemaéaticos tedricos elementales de la teoria de

probabilidades, haciendo uso de la teoria de la medida.

4. Formalizar la teoria de las series de tiempo, mediante la teoria de probabilida-
des y los espacios de Hilbert, y definir los modelos principales para la solucién

de una serie de tiempo.



INTRODUCCION

Las series de tiempo son utilizadas en diversas areas tales como economia,
finanzas, medicina, ingenieria, biologia. Son de mucha utilidad en las investigacio-
nes y desarrollo de nuevos modelos predictivos, a través de la recoleccion de datos,
dependientes del tiempo, podemos generar un modelo capaz de cumplir con las ne-
cesidades de la investigacion o proyecto. Dichos modelos se eligen dependiendo de
la naturaleza de los datos recolectados, por lo que no todos los problemas utilizan
el mismo modelo, esto genera que tengamos un mejor ajuste en las predicciones

deseadas.

Para empezar el estudio de las series de tiempo es importante tener conocimien-
to de la teoria de probabilidades, la cual presenta conceptos fundamentales que se
veran relacionados al momento de estar estudiando los datos. Sin embargo para dar
a las series de tiempo de una estructura matematica formal es necesario estudiar
otras areas, como lo son: la teoria de la medida y los espacios de Hilbert. La teoria de
la medida proporciona solidez a la teoria de probabilidades. Los espacios de Hilbert
dan una estructura geométrica que se puede emplear en los modelos de las series de
tiempo. El presente trabajo pretende dar los elementos matematicos fundamentales

a las series de tiempo.

En el primer capitulo se desarrolla el estudio de la teoria de la medida, se toma
mucha mas importancia a los temas que nos ayuden a formalizar la teoria de pro-
babilidades, entre los cuales tenemos conceptos y propiedades de: anillos, o-anillos,
medidas y funciones medibles. En el segundo capitulo tenemos los conceptos de los
espacios de Hilbert, siendo la parte mas importante del capitulo la que presenta
el teorema de proyeccion, ya que dicho teorema es utilizado principalmente en las
series de tiempo, nos da condiciones necesarias para poder encontrar una solucién

del mejor ajuste a una serie de datos.

VII



En el tercer capitulo tomamos los conceptos del capitulo 1 y los adecuamos de
tal manera que podamos darle una estructura matemaética a la teoria de probabili-
dades. Luego se presentan definiciones y teoremas que nos ayuden al estudio de las
series de tiempo. En el cuarto capitulo se presentan los conceptos de series de tiem-
po, desarrollandolos con la ayuda de la teoria de probabilidades y los espacios de
Hilbert. Ademas se desarrollan algunos modelos o métodos a utilizar para el estudio

de una serie de tiempo, asi como sus caracteristicas y funciones.

VIII



1. TEORIA DE LA MEDIDA

En este capitulo estudiaremos la nocién de medida asi como también sus prin-
cipales resultados, los cuales nos ayuden a fundamentar de manera matematica la
teoria de probabilidades. Cuando hablamos de medida nos referimos a una funcion
que asigna un valor real a un intervalo, un area o un volumen, a los subconjuntos
de un conjunto dado, de manera general, de un c-anillo o un o-algebra. Para el
desarrollo del capitulo tomaremos en cuenta su estructura a partir de o-anillos, pero

de igual forma se podria realizar a partir de o-algebras.

1.1. Anillos y o-anillos

Antes de iniciar con el estudio de anillos y o-anillos definiremos algunos concep-
tos fundamentales relacionados con sucesiones de conjuntos, los cuales utilizaremos
en secciones posteriores. Ademéas estudiaremos las clases de conjuntos conocidas

como algebras y o-algebras y la relaciéon que tienen con anillos y o-anillos.
Definicion 1.1.1. Sea {E,} una sucesion de conjuntos en X, decimos que:
1. es monoétona creciente si By C Fy C F3 C ..., denotado como E,, T, o
2. es monétona decreciente si £y O Fy O E3 D ..., denotado como F,, |.

Y definimos el limite de una sucesién mondétona como:

1. si E,T, entonces lim FE, = U E, vy
n=1

n—oo

n—oo

2. si K, |, entonces lim F, = ﬂ E,.
n=1

Ademas si el conjunto E* es el limite superior de la sucesion {E,} tal que:

E* =limsup E, = ﬁ G E,,

n—oo
n=1m=n



decimos que el conjunto E, es el limite inferior de la sucesion {E,} tal que:
o o0
E,. = hTILgloglf E, = HDHEH
Si se cumple que E* = E, decimos que la sucesion {E,} tiene un conjunto limite y

lo denotamos como: lim FE,,.
n—oo

Definicién 1.1.2. Un anillo es una clase no vacia de conjuntos R tal que, para
todo E, F' € R, se cumple:

FUFeRyFE\FeR.
Es decir, es cerrada bajo uniones y diferencias, y ademas implica que E N F € R.

Definicién 1.1.3. Un algebra es una clase no vacia de conjunto R tal que, para
todo E, F' € R, se cumple

EUFeER y E°cR.

Es decir, es cerrada bajo uniones y complementos.

Dado que
E\F=ENF‘=(E°UF),
se sigue que cada algebra es un anillo. Un algebra puede ser caracterizada como un

anillo que contiene X, dado que F° = X \ E.

Lema 1.1.1. La interseccion de cualquier coleccion de anillos o dlgebras es un anillo

o dlgebra, respectivamente.

Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio, las siguientes clases de conjuntos son

ejemplos de algebras por lo que también lo son de anillos:
1. C; =10, X}.
2. Cy = {todos los subconjuntos de X}.

3. Sea X un conjunto infinito, contable o no contable, y sea Cj la clase de subcon-
juntos finitos, o cuyo complemento sea finito, de X, es decir, C3 = {E C X | F
o E° es finito}.

Mostraremos que C3 es un algebra.



a) Primero probaremos que para todo £ € C3 se cumple que E¢ € Cj.
Supongamos que E € (5, entonces E o E° es finito. Si E es finito,
entonces (E°)° = F es finito, por lo que £ € C3. Si E° es finito, entonces
E° e Cs.

b) Ahora probaremos que para todo E, F' € C3 se cumple que F U F € Cj.
En efecto, supongamos que E, F' € (s, entonces £ o E¢ es finitoy F' o
F¢ es finito:

1) Supongamos que E, F' son ambos finitos, entonces F U F es finito,
por lo que FU F € (5.

2) Supongamos que E, F° son finitos, entonces (E'U F)¢ = E°N F€ es
finito dado que F* es finito, por lo que E U F' € (Cj.

Las otras 2 posibilidades se siguen de 2). Por lo tanto tenemos que Cj es

un algebra.

Teorema 1.1.1. Sea E cualquier clase de conjuntos, entonces existe un unico anillo
Ry y E C Ry tal que, st R es cualquier otro anillo que contenga a E, entonces
Ry C R. El anillo Ry es el anillo mas pequeno que contiene a E y es llamado el

anillo generado por E, lo denotamos como R(E).

Demostracion. Dado que la clase de todos los subconjuntos de X es un anillo, es
claro que siempre existe al menos un anillo que contiene a E. Ademas sabemos por
definicion que la interseccién de cualquier coleccién de anillos es un anillo,
por lo que la interseccion de todos los anillos que contienen a E es el anillo Ry
deseado. O

Teorema 1.1.2. Sea E cualquier clase de conjuntos, entonces cualquier conjunto

en R(E) puede ser cubierto por una union finita de elementos en E.

Demostracion. La clase de todos los conjuntos que puede ser cubierto por una unién

finita de elementos de E es un anillo. Dado que este anillo contiene a E, por teorema

también contiene a R(E). O
Teorema 1.1.3. Sea E una clase contable de conjuntos, entonces R(E) es contable.
Demostracion. Consultar [9] p. 23]. O
Definicion 1.1.4. Un c-anillo es una clase no vacia de conjuntos S, tal que:

1. para todo E, F € S, entonces E \ F € S.

3



2. SiE; €8,i=1,2,..., entonces UE,;ES.

i=1
Del teorema [1.1.1] si reemplazamos anillo con o-anillo, podemos definir el o-anillo,
S(E) generado por cualquier clase de conjuntos E como el g-anillo mas pequeno

que contiene a E.

Teorema 1.1.4. Sea E cualquier clase de conjuntos y sea E cualquier conjunto

en S = S(E), entonces existe una subclase contable de conjuntos D de E tal que

E € S(D).

Demostracion. La unién de todos los o-subanillos que son generados por alguna
subclase contable de E es un o-anillo que contiene a E y contenido en S; por lo que

es idéntico a S. OJ

Para cada clase de conjuntos E de X y para cada conjunto fijo A de X, deno-

tamos por E N A, la clase de todos los conjuntos de la forma £ N A con E € E.

Teorema 1.1.5. Sea E cualquier clase de conjuntos y sea A cualquier subconjunto

de X, entonces:
S(EYNnA=S(ENA).

Demostracion. Denotemos por C la clase de todos los conjuntos de la forma B U
(C'— A), donde:
BeS(BNA) y C € S(E);

es sencillo ver que C es un c-anillo. Sea E € E, entonces la relacion:
E=(ENnA)U((E\A),

junto con:

ENAecENACSENA),

muestra que £ € C y por lo tanto que E C C. Se sigue que S(E) C C y por lo
tanto que:
SEyYNnAcCcCnNA=S(ENA).

La otra parte de la igualdad se obtiene del hecho que S(E) N A es un o-anillo y:
ENAcCS(E)NA. O

Definiciéon 1.1.5. Un o-algebra es una clase no vacia de conjuntos S, tal que:

4



1. para todo F € S, entonces E° € R.

2. SiE;€8,1=1,2,..., entonces UEiES.

=1

Ejemplo 1.1.2. Las siguientes clases de conjuntos son ejemplos de o-algebras y por

lo tanto de o-anillos:

1. Cl - {@, S}

2. Cy = {todos los subconjuntos de S}.

3. Sea S una clase no contable de conjuntos y sea C3 = {Todos los subconjuntos

de S que son contables o cuyos complementos son contables}. Mostraremos

que C3 es un o-dlgebra.

a)

Primero probaremos que para todo E € (3 se cumple que E°¢ € S.
Supongamos que F € S, entonces F o E¢ es contable. Si E es contable,
entonces (E°)° = E es contable, por lo que E° € S. Si E¢ es contable,

entonces E°¢ € S.

o

Ahora probaremos que si E; € S, ¢ = 1,2,..., entonces UEﬁ € S. En
i=1

efecto, sea E; € S, 7 =1,2,..., entonces cualquier F; es contable o Ef es

contable. Si todos los F; son contables, tenemos que uniéon contable de
conjuntos contables es contable, por lo que se cumple lo que queriamos

mostrar. Si no todos los F; son contables, tenemos que:

(Us) =N
=1 =1

el cual es contable, dado que es una intersecciéon de conjuntos. Con lo que

mostramos que C3 es un o-algebra.

1.2. Medidas sobre anillos

En esta seccion estudiaremos las propiedades fundamentales de medida sobre

anillos y o-anillos, asi como también estudiaremos las medidas externas. Antes de

iniciar con el estudio de esta secciéon cabe hacer la observacion que todos los si-

guientes teoremas y definiciones funcionan también para algebras y o-dlgebras, si

consideramos que el anillo posee a todo el conjunto con el que estamos trabajando.



Definicion 1.2.1. Sea X un conjunto y R un anillo sobre X. Una medida sobre

R es una funcion p: R — [0, oo, tal que:
L (@) =0,

2. si {E,} es una sucesion disjunta de conjuntos de R, entonces:

M(UEZ> = ZM(Ei)-

La propiedad 2) es llamada contablemente aditiva, esta propiedad implica la

aditividad finita, es decir, sea E1, ..., F, conjuntos disjuntos en R, entonces:

M(UE) = ZM(Ez)

Definicién 1.2.2. Sea p una medida en un anillo R, un conjunto £ € R tiene
medida finita si u(E) < co. Un conjunto E € R tiene medida o-finita si existe

una sucesion de conjuntos {E,} tal que:

Ec|JE.yu(E,) <oo,n=12,...

n=1
Si la medida para cada conjunto F € R es finita (o o-finita), decimos que u es una
medida finita (o medida o-finita) en R. Si X € R, es decir, R es un algebra,
y (X) es finita o o-finita, decimos que p es totalmente finita o totalmente
o-finita respectivamente. La medida p es llamada completasi E € R, F C Ey
w(E) =0 implica que F' € R.

Definicién 1.2.3. Una funcion p: E — [0, 00| es mondtona si, para cualesquiera
E,Fe Ey F C E, se cumple que u(F) < pu(E). Decimos que p es sustractiva
si, para cualesquiera E,F € E, E C F, F\ E € Ey |u(E)| < oo, se cumple que
p(F = E) = p(F) — p(E).

Teorema 1.2.1. Sea p una medida en un anillo R, entonces p es mondtona y

sustractiva.

Demostracion. Sea E,F € Ry E C F, entonces F\ E € Ry u(F) = u(E) +
w(F — FE). La propiedad de ser monotona se sigue del hecho de ser no negativa,
de donde pu(F) < u(FE). La propiedad de ser sustractiva se obtiene del hecho que
wu(E), si es finita, puede ser sustraida de ambos lados de la ecuacion u(F') = u(E) +
wF — E). O



Teorema 1.2.2. Sea p una medida en un anillo R, E € R y sea {E;} una sucesion

finita o infinita de conjuntos en R, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si B C UEZ" entonces p(E) < Z,u(El)

2. Si U E; C E, donde los E; son conjuntos disjuntos, entonces:

7

S u(E) < u(B).

Demostracion. 1. Sea {F;} cualquier sucesion de conjuntos en un anillo R,

entonces existe una sucesion disjunta {G;} de conjuntos en R tal que:
Gcr oy |Ja=F
i i

Siendo G; = F; — U {FJ|1 < jJ < z} Aplicando este resultado a la
sucesion {E N E;}, el resultado se sigue de la aditividad contable y la

monotomia de pu.

2. Si la sucesion {E;} es finita, entonces U FE; € R, y se sigue que:

(2

ZH’(E’L) = M(UE) < pu(E).

La validacion de la desigualdad para una sucesion infinita de conjuntos

es una consecuencia de su validacién para cada subsucesion finita. O

Teorema 1.2.3. Sea pu una medida en un anillo R y sea {E;} una sucesion de

conjuntos en R para la cual lim,, E, € R, se cumplen las siguientes propiedades:
1. Si {E;} es creciente, entonces p(lim E,) = lim u(E,).
n—o0 n—oo
2. Si {E;} es decreciente y al menos un conjunto tiene medida finita, entonces

p(lim E,) = lim pu(E,).
n—o0 n—oo

Demostracion. 1. Sea Ey = 0, entonces:

p( lim ) :M<UE) =u<

7

00
=1

U - E“)) =

i



Zl E Ez 1 —JLI&ZNE Ez 1)

= lim ﬂ(U(El — E,-_l)) = lim pu(E,).
n—00 n—o0

i=1

2. Sea p(E,) < oo, entonces u(E,) < p(E,) para n > m, y por lo tanto

u(lim E,) < oo. Se sigue del teorema [1.2.1] el inciso anterior y el hecho
n—oo

que {E,, — E,} es una sucesion creciente que:

() — p(lim E,) = p(E, — lim E,) =

n—oo n—oo

= u(lim (E,, — E,)) = lim u(E,, — E,) =

n—oo n—oo
= lm (u(En) = p(En)) = p(Ep) — lm p(Ey).
Dado que u(FE,,) < oo, la demostracion estéa completa. O]

Definicion 1.2.4. Una clase no vacia de conjuntos E es hereditario si para cual-
quier £ € E y cualquier ' C E, se cumple que F' € E. Denotamos por H(E) al
o-anillo hereditario generado por E, es decir, el g-anillo hereditario mas pequeno

que contiene a E.

Definicién 1.2.5. Una medida externa sobre H es una funcion p*: H — [0, 0o,

tal que:
L p*(0) =0,
2. wr(A) <p*(B)siAC B, A,Be€H,

3. si {E,} es una sucesion de conjuntos de H, entonces

M*(D&) SZM (E

La propiedad 3) es llamada contablemente subaditiva.

Teorema 1.2.4. Sea p una medida sobre un anillo R y si para cada E € HR),

1nf{2u )| E, €cR,EC UE}

n=1



entonces u* es una extension de p a una medida externa sobre H(R). Si p es o-finito
o totalmente o-finita, entonces p* también lo es. La medida externa p* es llamada

la medida externa inducida por la medida .
Demostracion. Consultar [9, p. 42]. O

Definicién 1.2.6. Sea p* una medida externa sobre un anillo hereditario H. Un

conjunto £ € H es p*-medible si para cada conjunto A € H,
W' (A) = (AN B) 4+ (AN E°).

Teorema 1.2.5. Sea p* una medida externa sobre un o-anillo hereditario H y sea
S la clase de todas los conjuntos p*-medibles, entonces se cumplen las siquientes

propiedades:

1. S es un anillo.

2. S es un o-anillo.

3. Sea A€ H y {E,} una sucesion de conjuntos disjuntos en S con U E,=F,

n=1
entonces

W(ANE)=> ' (ANE,).
n=1
4. Cada conjunto de medida externa cero pertenece a S y la funcion @i, definida
para cada E en S por ji(E) = p*(E), es una medida completa en S. La medida

i es llamada la medida inducida por la medida externa p*.
Demostracion. Consultar |9 p. 45]. O

Teorema 1.2.6. Sea i una medida o-finita en un anillo R, entonces existe una
inica medida i en el o-anillo S(R) tal que para cada E € R, u(E) = p(E); la

medida i es o-finita. La medida j1 es llamada la extension de .
Demostracion. Consultar [9, p. 54]. O

Teorema 1.2.7. Sea p una medida sobre un o-anillo S, entonces la clase S de
conjuntos de la forma EAN, donde E € S y N es un subconjunto de un conjunto
de medida cero en S, es un o-anillo, y la funcion @ definida por f(EAN) = u(E)

es una medida completa en S. La medida [i es llamada la completacion de .
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Demostracion. Sea E € S, N C A€ Sy u(A) =0, entonces las relaciones:

EUN = (E\ A)A[AN (EUN)],

EAN = (E\ A)U[AN (EAN)],

muestran que la clase S puede ser descrita como la clase de todos los conjuntos de
la forma FU N, donde £ € S y N es un subconjunto de un conjunto de medida
cero en S. Dado que esto implica que la clase S, la cual es cerrada bajo la formacion
de diferencia simétrica, es cerrada también bajo la formaciéon de contables uniones,

por lo que tenemos que S es un o-anillo.

Sea F1AN, = E>;AN,, donde E; € S y N; es un subconjunto de un conjunto

de medida cero en S, con 7 = 1, 2, entonces:
ElAEQ - NlANg,

y por lo tanto p(E1AE,) = 0. De donde se obtiene que p(E;) = p(Es), y por lo

tanto que fi es definida sin ambigiiidad por la relacion:
A(EAN) = i(EU N) = u(E).

Usando la representacion de uniéon, en lugar de la diferencia simétrica, en S, es
sencillo verificar que i es una medida; la completacion de ji es una consecuencia
inmediata del hecho que S contiene todos los subconjuntos de conjuntos de medida

cero en S. N

Definicion 1.2.7. Sea X la recta real, P la clase de todos los intervalos acotados
semicerrados de la forma [a,b), a,b € X, sea S el g-anillo generado por P y sea
p una funcion definida en P por p(la,b)) = b — a, decimos que el conjunto de los
o-anillos S son los conjuntos de Borel de la recta. Sea fi en S la completacion de
pen S, los conjuntos de S son llamados los conjuntos medibles de Lebesgue de
la recta; la medida jz es la medida de Lebesgue. Dado que la recta X es la union

de conjuntos contables en P, tenemos que X € S, es decir, que los g-anillo S y S

son también o-algebras.

Teorema 1.2.8. Cada conjunto contable es un conjunto de Borel con medida cero.
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Demostracion. Para cualquier a, con —oo < a < oo, tenemos:

o0

1
— — e < < —}7
{a} ={z |z =a} ﬂ{:ﬂa_x a+n
y por lo tanto:
. 1 .1
o) = Jim oo+ 7)) = i 5 =0

asi que para cada conjunto de un elemento es un conjunto de Borel de medida cero.
Dado que los conjuntos de Borel forman un o-anillo y que p es contable aditiva, se

prueba el teorema. O

Definicién 1.2.8. Un conjunto G C R es llamado abierto is para todo z € G
existe un intervalo abierto que contiene a x y que esté contenido en G. Sin perdida
de generalidad, tales intervalos los consideraremos centrado en .

De manera general sea G C R™, m > 1, es llamado abierto si para todo z € G
existe un cubo abierto en R™ que contiene a x y que estd contenido en G; por el
termino cubo abierto, nos referimos al producto cartesiano de m intervalos abiertos

de igual longitud. Ademés decimos que tales cubos estan centrados en x.

Teorema 1.2.9. La clase S de todos los conjuntos de Borel coincide con el o-anillo

generado por la clase de conjuntos abiertos U.

Demostracion. Dado que para cualquier niimero real, el conjunto {a} es un conjun-
to de Borel, se sigue de la relacion (a,b) = [a,b) — {a}, que cada intervalo acotado
abierto es un conjunto de Borel. Dado que cada conjunto abierto sobre la recta es
una unién contable de intervalos abiertos acotados, se tiene que U C S y consecuen-
temente que S(U) C S. Para mostrar la contencion inversa, observemos que, para

cada namero real a:
(oo}

@= (e ary)

n=1
por lo que {a} € S(U). Se sigue de la relacion [a,b) = (a,b) U{a} que P C S(U) y
por lo tanto que:

S = S(P) c S(U). O

Teorema 1.2.10. Sea U la clase de todos los conjuntos abiertos, entonces, para
cada E € X :
p*(E) =inf {u(U)| ECUU e U}
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Demostracion. Dado que p*(E) = inf{u(F) | E C F € S}, se sigue del hecho
U C S que:
p'(E) <inf{u(U) | ECU e U}.

Por otro lado, sea ¢ > 0, entonces se sigue de la definicion de pu* que existe una

sucesion {|an, b,)} de conjuntos en P tal que:

EcC nul[an,bn> y ;@n —a) S (B) + 5.
Consecuentemente:
EcU( %1, ):UeU,
Y o]
U)giqm—a0+§§u%EHf.
El resultado deseado se sigue de la arbitrariedad de e. O

Definiciéon 1.2.9. Sea () el conjunto de todos los intervalos de R, es decir:

Co = { (=00, 2), (=00,a], (2.00), 2,00), (z,y), (x, 9}, [ ). [o. |,y € Ror < ).

Por el teorema y la definicién sabemos que existe un o-anillo generado
del conjunto Cj, ademas también tenemos una o-algebra generada de Cj, ya que R
pertenece a nuestro conjunto Cy, denotamos esté o-algebra como B y la llamaremos

o-algebra de Borel, sobre la recta real, y al par (R, B) la recta real de Borel.

Teorema 1.2.11. Cada una de las siguientes clases genera la o-dlgebra de Borel:
Cl = {(I,y] | T,y € R,(L’ < y}a

Cy={[z,y) | v,y € R,z <y},
Cy = {[z,y] | z,y € R,z <y},
Cy={(z,y) | z,y e Rz <y},
Cs = {(z,00) | z € R},
Cs = {[z,00)|z € R},

Cr = {(-o00,2) | z € R},
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Cs = {(—o0,2] | z € R}.

Ademds las clases CI, i = 1,2,...,8, generan la o-dlgebra de Borel donde cada una
de C! son definidas de la misma forma que C; excepto que x,y son restringidas a

numeros racionales.

Demostracion. Sean C,C" dos clases de conjuntos, tales que C' C (), entonces se
tiene que la o-dlgebra generada por C esta contenida en la o-algebra generada por
C’, 0(C) C o(C'). Para mostrar el teorema, es suficiente mostrar que B C o(C}),
B C o(Cj), con j = 1,2,...,8, y para mostrarlo es suficiente mostrar que Cy C
o(Cj), Co € o(C}), conj = 1,2,...,8. Como ejemplo, mostraremos que Cy C o(C7).
Consideremos x,, | x. Entonces (—o0,z,) € o(C7) y por lo tanto N>, (—o0,x,) €

o(C7), pero:

o0

ﬂ(—oo,xn) = (—o0, x].

n=1

Por lo que (—o0, z] € 0(C7) para todo z € R. Dado que:

(ZL‘, OO) = (—OO,.I‘]C, [x7 OO) = (—OO,:E) y

también se tiene que (z,00), [z, 00) € o(Cy). Luego:
(@,y) = (—00,y) — (=00, 7] = (—00,y) N (x,00) € 0(C7),
(x,y] = (—o0,y] N (x,00) € 0(C7), [x,y) = (—00,y) N [x,00) € o(C),
[Jf,y] = (—OO,y] N [LU,OO> S 0(07)'
Por lo que Cy € o(C7). En el caso de €}, j = 1,2,...,8, considere sucesiones

monoétonas de nimeros racionales convergentes a un irracional x, y. O

1.3. Funciones medibles e integracion

En esta seccion estudiaremos los conceptos de funciones medibles y sus propie-
dades, asi como también la integraciones de éstas funciones. Una funcién medible es
una funcién que conserva estructuras entre dos espacios medibles. Al igual que en
el capitulo anterior definiremos la funciéon medible haciendo uso de c-anillos, pero

de igual forma se podria trabajar con o-algebras.

Definiciéon 1.3.1. Sea X un conjunto y S un c-anillo de conjuntos en X con la

propiedad que |JS = X, llamamos a la pareja (X, S) un espacio medible. Decimos
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que los conjuntos £ € X son medibles si pertenecen a S. Un espacio de medida

es un espacio medible (X, S) con una medida p en S, denotado como (X, S, p).

Teorema 1.3.1. Todo conjunto abierto en R es medible.

Demostracion. Sea G € R un conjunto abierto, y para cada x € G considere un
intervalo abierto centrado en x y contenido en G. Claramente, la unién sobre cada
uno de los intervalos, de cada x € (G, es igual a GG. Lo mismo ocurre si consideramos
solo los intervalos correspondientes a todos los racionales x € G. Estos intervalos

son contables y cada uno de ellos es medible, asi mismo para la union. O

Teorema 1.3.2. Todo conjunto abierto R™ es medible.

Demostracion. La demostracion sera analoga al teorema [1.3.1] Sea G' un conjunto
abierto en R™, y para cada x € G consideremos un cubo abierto centrado en x y
contenido en GG. La unién sobre cada uno de los cubos, de cada z € G, es igual a G.
Lo mismo ocurre si restringimos a las x € G cuyas coordenadas m son racionales.
Entonces los cubos resultantes son contables y por lo tanto su uniéon es medible, ya

que cada cubo lo es. O

Definiciéon 1.3.2. Una funciéon g: X C R — R es continua en x5 € X si para cada
€ > 0 existe un d = (¢, o) tal que | — x| < e implica |g(x) —g(xo)| < 0. La funcion

g es continua en X si es continua para todo z € X.

Teorema 1.3.3. Sea g una funcion continua g: R — R. Entonces g es medible.

Demostracion. Por el teorema es suficiente demostrar que ¢~'(G) son con-
juntos medibles para todos los intervalos G en R. Sea B = ¢g~!(G), con lo que si
B = 0, el teorema es valido, asf que sea B # () y sea xy un punto arbitrario de B,
asi que g(zo) € G. La continuidad de g en z, implica que para cada € > 0 existe un
d = 0(e,z9) > 0 tal que | — x| < € implica |g(x) — g(x)| < 0. Equivalentemente,
x € (xo—€,x0+¢€) implica g(z) € (g(x¢) — 0, g(xo) +0). Dado que g(xg) € Gy G es
abierto, si elegimos un € lo suficientemente pequeno, podemos hacer que 9 sea tan
pequetio tal que (g(xg)—4, g(xg)+0) esté contenido en G. Pero B = g7 (G) es el con-
junto de todos los x € R para los cuales g(z) € G. Como todos los x € (xg—¢, z9+¢€)
cumplen dicha propiedad, se tiene que (xo—€,z9+¢€) C B. Dado que xg es arbitrario
en B, se tiene que B es abierto. Por el teorema es medible. O]
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Definicion 1.3.3. Sea f una funcion de valores reales en un conjunto X y sea M
cualquier subconjunto de la recta real. Decimos que f~1(M) es la imagen inversa
de M, donde:

M) =z | fz) € M}.

Sea (X, S) un espacio medible, si f es tal que para cada subconjutno de Borel M de
la recta real el conjunto N(f) N f~!(M) es medible, donde N(f) := {z | f(z) # 0},

decimos que f es una funcién medible.

Teorema 1.3.4. Una funcion real f de un espacio medible (X,S) es medible si y

solo si, para cada nimero real c, el conjunto, N(f)N{x | f(z) < c} es medible.

Demostracion. Sea M un intervalo semiabierto de la forma M = (—oo, ¢), entonces
M es un conjunto de Borel y sea f~}(M) = {x | f(z) < c}. Es claro que la primera
condicién es ciertamente necesaria ya que f es medible.

Supongamos que la siguiente condicion se satisface. Sea ¢y, co € R tales que ¢; < ¢,

entonces:

{z] f(z) <o} —{z]flz<a)}={z|a < flz) <al

En otras palabras si M es cualquier intervalo semiabierto, entonces N(f) N f~1(M)
es la diferencia de dos conjuntos medibles y por lo tanto es medible. Sea E la clase
de todos los subconjuntos de M de la recta real para la cual N(f) N f~1(M) es
medible. Dado que E es un c-anillo, y dado que un c-anillo contiene todos los
intervalos semiabiertos, contiene también todos los conjuntos de Borel, con lo cual

se completa la demostracion del toreama. O

Teorema 1.3.5. Sean f y g funciones medibles de un espacio medible (X, S), y sea
¢ cualquier nimero real, entonces cada uno de los siquientes conjuntos tiene una

interseccion medible con cada conjunto medible:

A={z] f(x) <glx)+c},
B={z]f(z) <g(x)+c},
C={z|f(x) = g(z) +c}.

Demostracion. Sea M el conjunto de ntimeros racionales sobre la recta. Dado que:

A= JHz | fx) <r}nfz|r—c<g@)}],

reM
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se sigue que A tiene la propiedad deseada. La conclusién para B y C' son consecuen-

cias de las relaciones:
B=X\{r|g@)< fl@)—c} y C=B\A4
respectivamente. ]

Teorema 1.3.6. Sea ¢ una funcion medible de Borel de la recta real, tal que ¢(0) =

0, y sea f una funcion medible de un espacio medible (X,S), entonces la funcion f,

definida por [ := ¢(f(x)), es una funcion medible sobre X.

Demostracion. Es conveniente hacer uso de la definicion [1.3.3] Sea M cualquier

conjunto de Borel sobre la recta, entonces:
N(f)nfHM) = {z|o(f(2)) € M - {0}} =
={z | f(z) € 6" 1(M — {0O})}.
Dado que ¢(0) = 0, tenemos que:
¢~ (M —{0}) = ¢~ (M —{0}) — {0}.

Dado que ¢ es Borel medible, ¢~'(M — {0}) es un conjunto de Borel y como el

conjunto es medible:

N(f)nf= (M) = N(f)n f~H (o™ (M —{0})),
se sigue que f es medible. O]

Teorema 1.3.7. Sean f y g funciones medibles de un espacio medible (X,S), en-

tonces f + g y fg también son medibles.

Demostracion. Dado el comportamiento de f+ g v fg en los puntos x en los cuales
al menos uno de los dos ntimeros, f(z) y g(z), es finito es facil entenderlo, después
de examinar un pequeno nimero de casos, dirigimos nuestra atencién a funciones de
valor finito. Podemos mencionar que si f(x) = +00 y g(x) 400, entonces f(x)+ g(z)

no esté definido. Dado que f, g son finitos y sea ¢ € R, entonces:

{z | f(z) +g(x) <c} ={z] f(z) <c—g(x)},
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la medibilidad de f + ¢ se sigue del teorema con —¢g en lugar de g. La medi-

bilidad de fg es una consecuencia de la identidad:

fg =17 +9) ~ (f ~ o)) 0

Dado que f y g son finitas tenemos que:
1 1
fug=5(f+g+If =g, fOg=5(f+g9-1f—9l).

De los teoremas y tenemos que si f y g son medibles, entonces fUg
y f Mg también lo son. Si para cada funcién f como:

f+(93) = méX(f(SE),O), y f(l')— = méX(_f(i)’O)v

entonces:
f=1r=fr vy fl=r+f.
Las funciones f* y f~ son llamadas la parte positiva y la parte negativa de f

respectivamente. La parte positiva y negativa de una funciéon medible son ambas

medibles; de igual manera, una funcién con partes positiva y negativa medibles es
medible.

Teorema 1.3.8. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles de un espacio medible

(X,S), entonces cada una de las siguientes funciones son medibles:

f*(x) = lmsup fu(z),

n—oo

fo(z) :=liminf f,(x).

n—o0

Demostracion. Es sencillo reducir el caso general al caso de funciones de valores

finitos. La ecuacién:

{z]g@) <c} = Jlz | fulz) <e},

n=1

implica la medibilidad de g. El resultado para h se sigue de la relacion:

h(z) =if{—f,(x) | n=1,2,... }.
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La mediblidad de f* y f. es una consecuencia de la relacion:

f* = inf sup f.(z), fo(x) = sup inf fo.(z),

n2lm>n n>1m2n
respectivamente. []

Definicién 1.3.4. Una funciéon f, definida en un espacio medible (X, S) es llamada
simple si existe una clase finita de conjuntos disjuntos medibles {Fy,..., E,} y un

conjunto finito {ay, ..., a,} de nimeros reales, tales que:

ay, si ZEEEZ', ’L.Zl,...,n,
fz) = .
0, si z¢FEU---UE,.

Una funcién simples es siempre una funciéon medible.

Teorema 1.3.9. Toda funcion medible f es el limite de una sucesion {f,} de fun-
ciones simples; si f es no negativa, entonces cada una de las f, puede tomarse no

negativa y la sucesion {f,} puede ser asumida creciente.

Demostracion. Supongamos primero que f > 0. Paracadan = 1,2, ...,y para cada

r € X, tenemos:

n, si f(z) > n.

Claramente f,(x) es una funcion simple no negativa y la sucesion { f,,} es creciente.

Si f(z) < oo, entonces tenemos que para algin n:

0< ()~ fule) < o1

si f(z) = oo, entonces f,(x) = n para cada n. Esto demuestra la segunda mitad del
teorema; la primera mitad se sigue, recordando que la diferencia de dos funciones

simples es una funcion simple, aplicando el resultado anterior separadamente a f*

v/ O

Definicion 1.3.5. Una funcién f es llamada es llamada esencialmente acotada
si es acotada en casi todas partes, es decir, si existe una constante positiva finita c

tal que {z | |f(x)| > ¢} es un conjunto de medida cero.
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Definicion 1.3.6. Sea (X, S) un espacio medible y sea £ C X, la funcién carac-

teristica yg de E esta definida por:

(z) 1, si x€FE,
€T) =
e 0, si z¢E.

Definiciéon 1.3.7. Decimos que una sucesion { f,} de funciones de valores reales es
fundamental en casi todas partes si existe un conjunto Ej, de medida cero tal
que, si x ¢ Eyy € > 0, entonces un entero nyg = no(z, €) puede ser encontrado con

la propiedad que:
|fu(z) — f(z)| <€, cuando n>mng y m > ng.

Definicion 1.3.8. Una sucesion {f,} de valores finitos casi en todas partes de
funciones medibles, converge en medida a una funciéon medible f si para cada
e > 0, lim, u({z | |fix) — f(z)] > €}) = 0. La sucesion {f,} es fundamental en

medida si para cada ¢ > 0,
p{x | |fu(x) = fr(x)] > €}) — 0 cuando n,m — oc.

Teorema 1.3.10. Sea {f,} una sucesion de funciones que converge en medida a f,
entonces {f,} es fundamental en medida. Si ademds {f,} converge en medida a g,

entonces f = g casi en todas partes.

Demostracion. La primera parte del teorema se sigue de la relacion:

(o] 1fa(@) = @) 2 &} < {2 | 1fal@) — f@] 2 S} U

3

...U{x||fm(sc)—f(x)|2

Para demostrar la segunda parte, observemos que:

N

{o|1f(2) = g(@) 2 &} € {o] fule) = f()] 2

}u---

[NOR NG

| () = g(@)] > S}

Dada una eleccion adecuada de n, la medida de ambos conjuntos de la derecha

pueden ser arbitrariamente pequena, tenemos que:

p{z [1f(x) —g(x)] = €}) =0,
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para todo € > 0, esto implica que f = g casi en todas partes. O

Teorema 1.3.11. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles que es fundamental

en medida, entonces eziste una funcion medible f tal que {f,} converge en medida

af.

Demostracion. Consultar [9, p. 93] O

Definiciéon 1.3.9. Una funcién simple f = ZOHXEi de un espacio de medida
i=1
(X, S, u) es integrable si pu(F;) < oo para cada subindice i para el cual o;; # 0. La

integral de f esta definida por:

[ @it = [ g = éaiu@).

El valor de la integral es independiente de la representacion de f, es decir, si
f= 3G entonces [ fdu=Y Biu(F).
j=1 j=1

Definiciéon 1.3.10. Sea E un conjunto medible y f una funcién simple integrable,

definimos la integral de f sobre F como:

/E i = [ st

La integral de la funcién caracteristica de un conjunto medible £ de medida finita,

[awn = [ au=uim).

Teorema 1.3.12. Sean f, g funciones simples integrables, entonces se cumplen las

esta dada por:

siguientes propiedades

1. Sean «, 8 nimeros reales, entonces /(af + Bg)dp = a/fdu%—ﬁ/fd,u.

2. Si f es no negativa en casi todas partes, entonces /fd,u > 0.

3. Si f > g en casi todas partes, entonces /fdu > /gd,u.

b f1r+gldn< [1flan+ [ lla
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5| [ saul < [ 151dn

6. Sean «, B numeros reales y E un conjunto medible tal que, para x € FE,

a < f(x) < B, entonces au(E) < / fdu < pu(E).
E
Demostracion. 1.y 2. se siquen inmediatamente de la definicion [1.3.10]
3. Aplicar 2. a f — g en lugar de f.
4. Aplicar 3. a |f| + |g| y |f + g| en lugar de f y g respectivamente.
5. Aplicar 3. primero a |f| y f y luego a |f| y —f.

6. Podemos escribir la suposicion principal de la forma axg < xgf < Bxg, €l
resultado deseado se sigue de 3. si u(E) < oo; el caso en el cual u(E) = oo es
sencillo conseguirlo de la aplicacion directa de la definicion [1.3.10] n

Definiciéon 1.3.11. La integral indefinida de una funcién simple integrable f es

la funcion v definida para cada conjunto medible £ como v(E) = [ fdpu.
E

Teorema 1.3.13. Sea f una funcion simple integrable no negativa casi en todas

partes, entonces su integral indefinida es mondtona.

Demostracion. Sean F, G conjuntos medibles tales que E C F, entonces xgf < xrf
casi en todas partes, y el resultado se sigue del teorema [1.3.12] inciso 3. O

Definicion 1.3.12. Sean f, g funciones simples integrables, definimos la distancia,

¥(f,g) entre ellas como:
U(f.9) —/!f—gldu-
La funcién d tiene las siguientes propiedades:
L y(f, f) =0,
2. 9(f,9) = ¥(g, ),
3. U(f,9) < (g, h)+¢(h, f), donde h es una funcion integrable.
Sin embargo no es cierto que si ¢(f,g) = 0 entonces f = g.

Definicién 1.3.13. Una sucesion {f,} de funciones simples integrables es funda-

mental en media, si:

w(fmfm) — 0 cuando n,m — o0.
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Teorema 1.3.14. Una sucesion de media fundamental {f,} de funciones simples

integrables es fundamental en medida.

Demostracion. Si para cada € > 0 fijo:

Epm = {2 | [fu(@) = fn(2)] = €},

entonces:

wmwmaﬂn—mmz/ o — foldit > (o),

Enm

asi que p(Eyy,) — 0 cuando n,m — oo. O

Teorema 1.3.15. Sea { f,,} una sucesion de media fundamental de funciones simples

integrables, y sea v, la integral indefinida de f,, n =1,2,..., entonces:
v(E) =limy,(E),

existe para cada conjunto medible E, y la funcion v es finita y contablemente aditiva.

Demostracion. Dado que:

IM@—WMNS/W—MMw%&

cuando n, m — oo, la existencia, la finalidad y la uniformidad del limite son claras,
y se sigue de la aditividad finita de limites que v es finita aditiva. Si {E,} es una
sucesion disjunta de conjuntos medibles cuya union es E, entonces tenemos que para

cada par de enteros positivos n, k:

v(B) = Y v(E)

=1

< |V(E) —vp(E)| +---

4 -

vn(E) — Z n(E;)

w(UB) ()|

El primer y tercer termino del lado derecho de esta desigualdad puede hacerse arbi-
trariamente pequeno eligiendo un n lo suficientemente grande, y para un n fijo, el

termino central puede ser arbitrariamente pequeno escogiendo un k suficientemente
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grande. Esto demuestra que :

i=1 =1

Definicion 1.3.14. Una funcion medible de valor finito casi en todas partes f de
un espacio de medida (X, S, ) es integrable si existe una sucesion fundamental

media {f,} de funciones simples integrables que convergen en medida a f, y esta

[ f@duto) = [ gau=tim [ fdu

Cuyo valor de la integral es siempre finito. Las relaciones f* = L(|f|+ f) vy f~ =

definida como:

2(|f|—f) muestran que si f es integrable también f*y f~ son integrables. Definimos

la integral de f sobre E como:

/E fin = [ awfp

Definicién 1.3.15. Decimos que una sucesion de funciones integrables {f,,} con-

verge en la media o converge en media a una funciéon integrable f si:

¢(fn,f)=/\fn—f|du—>0, cuando n — o0.

Teorema 1.3.16. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables que converge en

la media a f, entonces {f,} converge a f en medida.

Demostracion. Si, para cualquier € > 0 fijo, se cumple:

E, = {:L‘ | |fn(x) - f(l’)| > 6}7

entonces:

102 fldu= [ 1= fldn = enE),
tal que p(FE,)— 0 cuando n — oo. O

Teorema 1.3.17. Sea f una funcion integrable:

1. sea E un conjunto de medida cero, entonces:

/Efdu:O
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. st f es positiva cast en todas partes sobre un conjunto medible E vy si / fdu =
E
0, entonces u(E) = 0.

. St / fdu = 0 para cada conjunto medible F', entonces f = 0 casi en todas
F

partes.

Demostracion. 1. Dado que:

AﬂMZ/mMM

y dado que la ecuacion caracteristica de un conjunto de medida cero desaparece

casi en todas partes se sigue el resultado deseado.

. Escribimos:
1
Fo={e|f@)>0 v F={a|f@)z}
n=1,2,..., dado que la suposicion de positividad implica que £ — Fjy es un

conjunto de medida cero, podemos simplemente demostrar que E'N Fy también

es un conjunto de medida cero. Dado que:

1
| gauz uEnE) o
ENF, n

oo

y Fy = U F,, el resultado deseado se sigue de la relacion:

n=1

.S8i E = {z | f(x) > 0}, entonces por hipétesis [, fdu = 0, y por inciso
inmediato anterior, £ es un conjunto de medida cero. Aplicando el mismo
resultado a —f se muestra que {z | f(x) < 0} es un conjunto de medida

cero. O

Si f es una funciéon medible tal que f > 0 casi en todas partes y si f no es

integrable, entonces

[ in=c
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la clase de funcion mas importantes de esta forma son las funciones f en las cuales

al menos una de las dos funciones f™ o f~ es integrable, entonces:

[ tin= [ ran- [ 1an

dado que al menos una de las dos integrables es infinita, el valor de [ fdu es siempre

+00, —00 0 un nimero real.

Teorema 1.3.18. Sea {f,} una sucesion de funciones simples fundamentales en

media que convergen en medida a una funcion integrable f, entonces:

U(f, fn) = / |f — faldp — 0 cuando n — o0.

Por lo tanto, para cada funcion integrable f y para cada € > 0, corresponde una

funcion simple integrable g tal que ¥(f,g) < €.

Demostracion. Para cualquier entero fijo m, {|f,— fm} es una sucesion fundamental
en media de funciones simples integrables la cual converge en medida a |f — f.|, ¥

por lo tanto:
/\f — fmldp = Jgrrolo/ |fu = finldp.
El hecho que la sucesion {f,} fundamental en media implica el resultado deseado.

]

Teorema 1.3.19. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables fundamentales

en media, entonces eziste una funcion integrable f tal que ¥ (f,, f) — 0, y por

CONSECUENCLA /fnd,u — /fdu, cuando n — 00.

Demostracion. Por el teorema[1.3.18] para cada entero positivo n existe una funcion
simple integrable g,, tal que ¥(f,, gn) < % Se sigue que {g,} es una sucesion
fundamental en media de funciones simples integrables, sea f una funcién medible,

por lo tanto integrable, tal que {g,} converge en medida a f. Dado que:
o< | [~ [ fin| < [1fa= flan=ith <

e S w(fn7gn) + w<gn7 f)>
y el resultado deseado se sigue de |1.3.18| O]
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Teorema 1.3.20. Sea f una funcion medible, g una funcion integrable y si | f| < |g|

casi en todas partes, entonces f es integrable.

Demostracion. Considerando las partes positiva y negativa de f muestra que es
suficiente demostrar el teorema para las funciones no negativas de f. Si f es una
funcion simple, el resultado es claro. En el caso general existe una sucesion creciente
{fn} de funciones simples no negativas tal que 7}1_)1{)10 fn(z) = f(x) para todo = € X.
Dado que 0 < f,, < |g|, cada f,, es integrable y el resultado deseado se sigue de la

convergencia acotada. 0

Teorema 1.3.21. Sea {f,} una sucesion creciente de funciones medibles no nega-

tiwas y si lim, f,(x) = f(x) casi en todas partes, entonces:
lim [ fo.dp= /fd,u.
n—oo

Demostracion. Si f es una funciéon integrable, el resultado se sigue de la convergencia

acotada y del teorema [1.3.20, La nueva caracteristica del teorema es la aplicacion

del caso no necesariamente integrable. Tenemos que demostrar que si / fdp = oo,

entonces lim / fndp = 00, 0 en otras palabras, que si lim / fmdp < 00, entonces
n—o0o n—oo

f es integrable. De la finitud del limite, podemos concluir que:

lfm ‘/fmd,u—/fnd,u‘ —0.
m,n—00

Dado que f,, — f. es de signo constante para cada valor fijo de m,n, tenemos que:

[ i~ [ ] = [ 15 il

asi que la sucesion { f,,} converge en media y por teorema|1.3.19] converge a una fun-
cion integrable g. Dado que convergencia en media implica convergencia en medida,
y por lo tanto casi en todas partes para alguna subsucesion, tenemos que f = g casi

en todas partes. O
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2. ESPACIOS DE HILBERT

2.1. Espacios con producto interno

Definicién 2.1.1. Un Espacio con producto interno es un espacio vectorial X
con un producto interno definido sobre X. Un producto interno sobre X es una
aplicacion: (-,-): X x X — C, esto es, para cada par de vectores x y y existe un
escalar asociado, (z,y), llamado producto interno de x y y, tal que para todos los

vectores x, y, z y escalares a se cumple que:
L (z+y,2) = (z,2) + (y,2),

2. {ax,y) = afz,y),

3. (2,y) = (y,7),
4. (x,x) >0,
5. (z,y) =0z =0.

Definicién 2.1.2. Una norma sobre un espacio vectorial complejo X es una apli-

cacion: ||-||: X — R, que cumple las siguientes propiedades:
L flz]l = 0,
2. ||z|| =0 x=0,
3. [Joz]| = |alll,
4. ||z + gyl < lz|| + |ly|| (desigualdad del tridngulo).
Un producto interno sobre X define una norma sobre X dada por:
lall = /2.
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Lema 2.1.1. En un espacio con producto interno X, su producto interno y su
norma correspondiente satisfacen la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la ley

del paralelogramo, es decir, para cada x,y € X se cumple:
1. [z, y)| < ||z|llly|| (desigualdad de Cauchy-Schwarz),
2 o+ yllP+ lz =yl =20z [* + lly]I*).
Demostracion. Consultar [13], p. 137]. O

Lema 2.1.2. La norma inducida por producto interno cumple todas las propiedades

de una norma.

Demostracion. 1. Tenemos por la definicion inciso 4, (z, ) > 0, por lo cual

se cumple que ||z] > 0.

2. De la definicion inciso 5, (z,z) = 0 < x =0, luego ||z|| = \/(z,z) = 0.
3. Dela definicion[2.1.2inciso 2 y 4, tenemos que |az|| = /{az, az) = /a?(z, z) =
el

4. Usando la definiciéon y la desigualdad de Cauchy-Schawarz en el lema
2.1} tenemos:

|z +yl> =(z+y,2+y) = (v,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y) =
= [|z]|* 4+ 2[¢z, »)| + lyl* < ll=))* + 2l |yl + lylI* = (=] + lyl])?,
de donde ||z + y|| < ||lz|| + [Jy||- O

Definicién 2.1.3. Un elemento = de un espacio con producto punto X es ortogonal

a un elemento y € X si:
(z,y) = 0.

También decimos que = y y son ortogonales y lo denotamos = 1 y. De manera
similar, para subconjuntos A, B C X escribimos © 1. Asix 1 a paratodoa € Ay
A 1l Bsia Ll bparatodoa € Ay paratodo b € B.

Definicion 2.1.4. Una sucesion {x,} de elementos de un espacio con producto
interno X es convergente en norma a un z € X si ||z, — x| — 0 cuando

n — .
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Lema 2.1.3. Sean {x,} y {yn} sucesiones de elementos de un espacio con producto

interno X, tales que ||z, —z|| — 0 y ||y, — y|]| — 0, entonces:
L |l — ],
2. (Tn, Yn) — (T,9).

Demostracion. 1. De la desigualdad del triangulo tenemos que ||z|| < ||z —y|| +

Nyll v [lvll < |ly — z|| + ||z||, juntando estos dos resultados tenemos:

|z =yl =] =[] = [lyll |,

con lo cual queda demostrado.

2. Tenemos que:
[(@n, yn) = (@00 = (@0 Yn) + (@0 = 2, 9) ] < (@0, 90 — )| + [z — 2, 9)] <

< znllllyn — yll + llzn — zllllyl],

la dltima linea se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Observemos que

del inciso inmediato anterior ||z,|| — ||z|| tenemos que:

{xn, yn) — (z,y)| — 0 cuando n — 00. O

2.2. Espacios de Hilbert

Definicién 2.2.1. Una sucesion {z, },cz+ de elementos de un espacio con producto

interno X es una sucesiéon de Cauchy si:
|20 — || — 0,

cuando m,n —» 00, es decir, para todo € > 0 existe un entero positivo N (€) tal
que:

[0 — @l <€,
para todo m,n > N (e).

Definiciéon 2.2.2. Un subespacio de un espacio vectorial X es un conjunto no vacio
Y de X tal que para todo ¥, y2 y todos los escalares «, 8 tenemos que ay, + 5y, € Y.

Por lo que Y es en si mismo un espacio vectorial.
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Definiciéon 2.2.3. Un espacio métrico es un espacio vectorial X con una métrica
definida sobre X. Una métrica es una aplicacion: d: X x X — R, que cumple las

siguientes propiedades:
1. d >0,
2. d(x,y) =0siysolosiz=y,
3. d(z,y) = d(y,z),
4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Definicion 2.2.4. Dado un punto zo € X y un nimero real r > 0, definimos los

siguientes conjuntos:
1. Bola abierta: B(xy;r) = {x € X | d(z,z0) < r}.
2. Bola cerrada: B(zo;7) = {z € X | d(z,20) < r}.
3. Esfera: S(zo;r) = {z € X | d(x,z0) =r}.

Definicion 2.2.5. Un subconjunto M de un espacio métrico X es abierto si con-
tiene una bola para cada uno de sus puntos. Un subconjunto k£ de X es cerrado si

su complemento, es X, es abierto.

Definicién 2.2.6. Una bola abierta B(zg;€) de radio € es llamada e-vecindad
de zy. Por una vecindad de x( nos referimos a cualquier subconjunto de X que

contiene una e-vecindad de xg.

Definicion 2.2.7. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces un
punto xzg € X, que puede o no ser un punto de M, es llamado punto de acumu-
laciéon de M, o punto limite de M, si cada vecindad de z(, contiene al menos un
punto y € M distinto de xy. El conjunto que consiste de todos los puntos de M y

sus puntos de acumulacion es llamado clausura de M y es denotado como M.

Teorema 2.2.1. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d) y su

clausura M. Entonces:
1. x € M si y sdlo si existe una sucesion {z,} € M tal que x, — x.

2. M es cerrado si y solo si se cumple que si x, € M, x, — x implica que
x e M.
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Demostracion. 1. Seax € M. Six € M, una sucesion de ese tipo es (z,z,...). Si
x ¢ M, es un punto de acumulaciéon de M. Por lo que para cadan =1,2,...,
la bola abierta B(z; %) contiene un z,, € M, z,, — x ya que % — 0 cuando
n — 0.

2. M es cerrado si y solo si M = M, de tal forma que 2. se sigue del inciso

inmediato anterior. O

Definicién 2.2.8. Un subconjunto M de un espacio métrico (X, d) = X es denso
en X si:
M=X.

Decimos que X es separable si tiene un subconjunto contable que es denso en X.

Definicién 2.2.9. Un espacio de Hilbert H es un espacio con producto interno
que es completo, es decir, es un espacio con producto interno en el cual toda sucesién

de Cauchy converge en norma a un elemento x € H.
Teorema 2.2.2. Sea Y un subespacio de un espacio de Hilbert H. Entonces:

1. 'Y es completo si y solo si Y es cerrado en H.
2. SiY es de dimension finita, entonces Y es completo.

3. Si H es separable, también Y. De manera general, cada subconjunto de un

espacio separable con producto interno es separable.
Demostracion. Consultar [13] p. 140]. O

Definiciéon 2.2.10. Un subespacio M de un espacio de Hilbert H, es un subespacio

cerrado de H si M contiene todos sus puntos de acumulacion.

Definicién 2.2.11. El complemento ortogonal de un subconjunto M de un
espacio de Hilbert H es definido como el conjunto M+ de todos los elementos de H
que son ortogonales a cada elemento de M. Asi que: x € M+ siysolosiz LY para
todo y € M.

Teorema 2.2.3. Sea M cualquier subconjunto de un espacio de Hilbert H, entonces

M es un subespacio cerrado de H.

Demostracion. De la definicion inciso 5. es sencillo verificar que 0 € M*.
Ademas si ¥,y € M+ entonces todas sus combinaciones lineales pertenecen a M=.
Por lo tanto M~ es un subespacio de H. Si ||z, —z|| — 0, entonces por continuidad
de producto interno, lema m, (x,y) = 0 para todo y € M, por lo que x € M+ y

M~ es cerrado. OJ
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2.3. Proyeccién en espacios de Hilbert

Definicién 2.3.1. Un operador (o tranformacion, aplicacion) 7' de A en Y es
obtenido al asociar cada elemento z € A un tnico elemento y € Y, lo escribimos
y = Tx y lo llamamos la imagen de = respecto a T'. El conjunto A es llamado el

dominio de T y lo denotamos como Z(T') y lo escribimos como:
T: 9(T) —Y,
x— Tx.

El rango Z(T') de T es el conjunto de todas las imagenes; asi
A(T):={y € Y|y =Tz para algin z € 9(t)}.

Definiciéon 2.3.2. La imagen inversa de un y; € Y es el conjunto de todos los
x € Y(T) tal que Tx = yp. Similarmente la imagen inversa de un subconjunto

Z C Y es el conjunto de todos x € Z(T') tal que Tx € Z.

Definicién 2.3.3. Un operador T es inyectivo si para cada x1, 22 € 2(T),
X1 # w9 implica Txy # Txs.

Un operador T es sobreyectivo si Z(T) = Y. T es biyectivo si T es inyectivo y
sobreyectivo. Entonces el operador inverso T~' de T': 2(T) — Y es el operador
T7':Y — 2(T) definido como T'zy — zg, esto es, T~! asocia cada elemento
Yo € Y con un zg € Z(T) para el cual T'zy = yp.

Definicién 2.3.4. Sean X y Y espacio con norma y 7': Z(T') — Y un operador
lineal, donde Z(7T") C X. El operador T" es acotado si existe un namero real ¢ tal
que para todo z € Z(T),

I72] < cle]l

Definiciéon 2.3.5. Un operador lineal acotado T': H — H sobre un espacio de Hil-
bert H es auto-adjunto si 7% = T, donde T™ es el operador adjunto de Hilbert,
es decir, para todo x,y € H:

(Tz,y) = (z, T"y).
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Teorema 2.3.1 (Teorema de proyecciéon). Si M es un subespacio cerrado de un

espacio de Hilbert H y sea x € H, entonces:

1. existe un unico elemento & € M tal que:

— & = fnf |z — .
le — || = ff o —y]

2.2e€Muyl|x—2z| = in]\f4||$—y|| siysolositeMy(x—2)e M.
=

Demostracion. Para mostrar 1 tenemos: sea d = inf ||z — y||* entonces existe una
yeM

sucesion {y,} de elementos de M tal que |y, — x| — d. Aplicando la ley del
paralelogramo y usando el hecho de que (y,,, + y,)/2 € M, tenemos que:

Ym + Yn
0 < flym = mll* = =417 = 2l* + 2(llyn — 2l* + lgm — =[) <
< —4d + 2|y — 2| + lym — 2[|*) — 0, cuando m,n —» oo.

Por el criterio de Cauchy, existe un & € H tal que ||y, — Z|| — 0. Dado que M es

cerrado sabemos que £ € M, y por continuidad del producto interno:
|z — 2||* = lim ||z — y,||* = d.
n—oo

Para establecer la unicidad, supongamos que § € M y que ||z —g||* = ||z — ||* = d.

Entonces, aplicando la ley del paralelogramo, tenemos:

T4y
2

0 < [l&—g[)* = —4|| — | +2(||2 — 2| + |5 - 2[]) < —4d +4d = 0.

Por lo que y = 2.
Para mostrar 2: Si & € M y (r — &) € M~ entonces & es el tinico elemento de M

definido en 1, dado que para cualquier y € M:
lz—ylP=llz-t+i-yr—i+i-y|=

= llz — 2" + |12 = yII* = ||l= — 2lI%,

la igualdad se cumple si y solo si y = . Por otro lado si # € M y (v — &) ¢ M+,

entonces & no es elemento de M maés cercano a x, dado que:

ay
lyll*”

T=27+
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es mas cercano, donde y es cualquier elemento de M tal que [z — Z,y|| # 0y

a= |z —Z,yl|, tenemos que:

lz— &2 =z —2+i&—d2—i+d— i

2
= ||z — 2|)* + i + 2Rel||x — &,% — 7|
[ly[I?
. Ja?
= [l — 2|]* +
[ly[I?
< ||z — 2| O

El elemento 7 es llamado la proyeccién ortogonal de z sobre M.

Teorema 2.3.2. Un operador lineal acotado P: H — H sobre un espacio de

Hilbert H es una proyeccion si y solo st P es auto-ajunto e idempotente, es decir,
P?2=P.

Demostracion. Para la primera parte de la demostracion, supongamos que P es una
proyeccion de H y denotemos P(H) como Y. Entonces P? = P porque para cada

r€ Hy Pr=y €Y, tenemos que:
P?x = Py =y = Px.

Ademés, sea x1 = y1 + 21 Y T2 = Yo + 22, donde y1,92 €Y v 21, 20 € Y. Entonces
(y1,22) = (Y2, 21) = 0, yaque Y L Y1y lo auto-adjunto de P se sigue de:

(Px1,22) = (Y1, Y2 + 22) = (Y1, Y2) = (1 + 21, ¥2) = (@1, Pxa).

Para la segunda parte de la demostracion, supongamos que P? = P = P* y denote-

mos P(H) como Y. Entonces para cada x € H:
r=Px+ (I —P)x.
La ortogonalidad de Y L (I — P)(H) se sigue de:
(Pz,(I — P)v) = (x, P(I — P)v) = (v, Pv — P*) = (x,0) = 0.
Y es el espacio nulo N(I — P) de (I — P), porque Y C N(I — P) se sigue de:
(I — P)Px = Pz — P*z =0,
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y N(I — P) C Y se sigue si notamos que (I — P)z = 0 implica x = Pz. Por lo que
Y es cerrado. Finalmente Ply es el operador identidad de Y dad que si y = Puz,

tenemos que Py = P?x = Px = y. O

Corolario 2.3.1. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H e I el
operador identidad sobre H, entonces existe un unico operador Py de H sobre M
tal que I — Py; mapea H sobre M*. Py es llamado el operador proyeccion de H
sobre M.

Demostracion. Por la demostracion del teorema tenemos que para cada x € H

existe un tnico & € M tal que x — & € M*. El mapeo requerido es por lo tanto:
Pyx =1z, r € H. O

Teorema 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea Py el operador de proyeccion

sobre un subespacio cerrado M. Entonces:
1. Py(ax + By) = aPyx + fPyy, para x,y € H, a, B € C,
2. lzll* = [[Puz|* + (I — Pa)z|?,

3. cada x € H tiene una unica representacion como suma de un elemento de M

y un elemento de M~ es decir, v = Pyx + (I — Py)z,
4. Py, — Pyx si||x, —z|| =0,
5. x e M siy solo si Pyx =,
6. v € M+ siy solo si Pyx =0,
7. My C My sty solo st Py, Py,© = Py, x para todo x € H.

Demostracion. 1. aPyx + BPyy € M dado que M es un subespacio lineal de

H, ademas:
az + By — (aPyx + BPyy) = oz — Pyx) + By — Puy) € M,

dado que M+ es un subespacio lineal de H. Estas dos propiedades identifican

aPyx + Py como la proyeccion Py (ax + [y).
2. Es una consecuencia de la ortogonalidad de Pyz y (I — Py)x.

35



3. Tenemos que una representacion es © = Pyx+ ([ — Py )x. Six =y+z,y € M,

2 € M es otra, entonces:

Tomando producto interno de ambos lados con y— Pyx nos da ||y— Pyz||* = 0,
dado que z — (I — Py)z € M*+. Por lo tanto y = Pyx y z = (I — Py)a.

4. Del inciso 2, tenemos que || Py (2, —2)||* < ||z, —|]* — 08 ||z, —z|*> — 0.

5. x € M si y solo si la tnica representacion x =y + 2, y € M, z € M+, es tal

que y =xy z =0, es decir, si y s6lo si Pyx = .
6. Usando el inciso 5, con y =0y 2z = 0.
7. © = Py, + (I — Py,)x. Proyectando ambos lados sobre M; tenemos que:
Py, = Py Papx + Py (I — Pagy ).

Por lo que Py, x = Py, Py« para todo © € H, siy solo si Pyy = 0 para todo
y € M3, es decir, si y soélo si My C M. O

Definicién 2.3.6. El span cerrado, span{z;,t € T}, de cualquier subconjutno
{z4,t € T} de un espacio de Hilbert H es el subespacio cerrado mas pequenio que

contiene cada elemento z;,t € T.

Definicién 2.3.7. Un conjunto {e;,t € T'} de elemento de un espacio con producto

interno es ortonormal si para cada s,t € T":

1, si s=t

(es;ex) :{ 0, si s#t

Teorema 2.3.4. Sea {ey,...,e;} un subconjunto ortonormal de un espacio con pro-

ducto interno H y M = span{ey, ..., e}, entonces:
1. Pyx =% (x,e)e; para todo x € H,
2 |1Putll? = S5 (@, e? para todo = € H,
3. ||l — Zle(x,ei>ei|| <z — Zle cie;|| para todo x € H,
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4. para todo cy,...,cp € C, la desigualdad se mantiene si y solo si ¢; = (x,e;),
i = 1,...,k. Los nimeros (z,e;) son llamados a veces los coeficientes de

Fourier de x relativos al conjunto {ey, ..., ex}.

Demostracion. 1. Para mostrarlo es suficiente mostrar que Py, x satisface la ecua-

cion de prediccion, es decir:

k

<Z<x,€i>€i,€j> = (z,e;),j=1,... k.

i—1
Pero esto es una consecuencia inmediata de la definicion 2.3.7]

2. Usando propiedades del producto interno y asumiendo la ortonormalidad de

{e1,...,er} obtenemos el resultado deseado.

3. Del teorema tenemos que ||z — Pyx|| < ||z — y|| para todo y € M, dicha

desigualdad es la deseada. La igualdad existe si y solo si:

k k

Z cie; = Pyx = Z(]?, €i)e;.

i=1 =1

4. Tomando producto interno en ambos con e;, en ambos lados de la igualdad
anterior, y asumiendo la ortonormalidad, tenemos que la igualdad anterior es

equivalente a ¢; = (z,¢e;), j=1,..., k. ]

Ejemplo 2.3.1. A continuacién presentamos ejemplos de los coeficientes de Fourier

y de la proyecciéon de un vector.

1. Sea V' el espacio de funciones continuas sobre [—m, 7]. Sea f la funcion dada

por f(xz) = sinkx, donde k es un entero mayor a cero. Entonces:

vi 1/2
IFl = (F )Y = (/ sin? kxd:c) = /7.

™

En el presente ejemplo de un espacio vectorial de funciones, la componente
de g sobre f es llamada coeficiente de Fourier de g respecto de f. Sea g
cualquier funciéon continua sobre [—7, 7], entonces el coeficiente de Fourier de

g con respecto a f es:



2. En el siguiente diagrama tenemos un ejemplo de la proyecciéon de un vector

sobre un plano en R3.

I

I ~
| Z=Y-Y
I

|

Figura 2.1. Proyeccion ortogoﬁal en R? de Y sobre el plano W.
Fuente: elaboracién propia con el programa Geogebra.

El vector proyeccion de la grafica anterior, Y, viene dado por:

W)
e

V=Y—-Yy=Y N,

donde el vector NV es el vector normal al plano W.
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3. TEORIA DE PROBABILIDADES

Los conceptos de probabilidad se empezaron a desarrollar desde antes del si-
glo XVI, los cuales surgen para fines de juegos de azar, sin darle una estructura
matematica que sustentara todos los resultados. No fue hasta que se desarrolld la
teoria de la medida en el siglo XX cuando se le di6 una estructura matematica para
formalizar todos sus resultados. Antes de iniciar el estudio de la teoria de probabi-
lidades haremos una pequena comparacién entre conceptos de teoria de la medida,
ver capitulo 1, y conceptos de teoria de probabilidades y posteriormente definiremos

cada uno de esos conceptos y sus propiedades fundamentales.

3.1. Teoria de la medida y probabilidad

En la siguiente tabla podemos observar algunos terminos de la teoria de la
medida y como estos se conocen en la teoria de probabilidades, asi como también

bajo cuales condiciones se presentan.

Tabla 1: Conceptos de teoria de la medida aplicables en teoria de

probabilidad
Teoria de la medida Teoria de probabilidades
Espacio medible, (X, S, u)(u(X) = 1) | Espacio de probabilidad, (€2, F, Pr)
Conjuntos medibles Eventos
(0-)algebra (o-)campo
Funcion medible de valor real f Variable aleatoria X
Integral de f, [ fdu Esperanza o media de X, E(X)
Convergencia en medida Convergencia en probabilidad
Casi en todas partes Casi seguramente

3.2. Conceptos fundamentales

Empezaremos el estudio de esta secciéon con los axiomas de probabilidad de

Kolmogorov, los cuales nos definen lo que conocemos como espacio de probabilidad.
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Posteriormente daremos las principales propiedades de medidas de probabilidad para

finalizar la seccién con la definicién de independencia de eventos en un espacio de

probabilidad.

Definicién 3.2.1. Un espacio de probabilidad es un espacio de medida (€2, F, Pr),
donde: € es un conjunto no vacio, F es un o-campo sobre €2, cuyos elementos son
llamados eventos, Pr es una medida o funcién de probabilidad sobre F, es
decir, cumple las siguientes propiedades, para cualquier evento A € F, Pr(A) es
llamada la probabilidad de A:

1. Pr es no negativa, es decir, Pr(A) > 0, para todo evento A.
2. Pr es normado, es decir, Pr(Q2) = 1.

3. Pr es contablemente aditiva, para toda coleccion disjunta de eventos {A;}, se
cumple que Pr(}", A;) = >, Pr(4;).

Las anteriores propiedades son conocidas como los axiomas de probabilidad de

Kolmogorov.

Definicion 3.2.2. Dado que F es una o-campo y de la definiciéon de Pr se siguen

las siguientes propiedades:

1. Pr(0) = 0, cualquier otro evento distinto del vacio cuya probabilidad sea igual

a cero es llamado evento nulo.

2. Pr es finitamente aditivo, es decir, que para cada evento A;, j =1,2,...,n tal
que A, NA;, © # j:

Pr <§:AJ> = zn:PI‘(AJ)

3. El complemento del evento A, A° := Q\ A esté en F, y su probabilidad viene
dada por:
Pr(A°) =1 — Pr(A).

4. Pr no es decreciente, es decir, si A; C A entonces Pr(A4;) < Pr(Ay).

5. 0 < Pr(A) <1 para cualquier evento A.

6. Para cualesquiera eventos A;, As, se cumple:
PI'(Al U A2> - PI'(Al) + PI‘(AQ) - PI'(Al N AQ)
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7. Pr es subaditiva, es decir:
i=1 i=1
Teorema 3.2.1. Para cualquier nimero de eventos finitos tenemos que:

Pr (U Ai> SY P - Y (Pr(A, N AL

1<11<2<n

+ Y (Pr(A, NAL NA)) — .+ (=)™ Pr(A N Ap N .. N Ay).

1<11<12<i3<n

Demostracion. Para demostrar el teorema usaremos induccion sobre n. Para n =1
el resultado es trivial, de la definicion inciso 6 tenemos el caso para n = 2.

Ahora asumamos que el resultado es valido para n = k, y demostremos el caso para

n =k + 1. Tenemos que:

({9)~((09)~)-

=Pr (U AJ> + Pr(Ak+1) —Pr << U A]) N Ak+1> =

D OPr(4) = Y Pr(4,nAu) 4+ Y Pr(4;,NA,NAp) -+

Jj=1 1< <ja<k 1<51<j2<j3<k

k
+(—1)k+1 Pr(A1 N A2 N---N Ak) + Pr(Ak+1) — Pr ( U(A] N Ak+1)) =
j=1

k+1

= Z Pr(AJ) - Z Pr(Ajl N Ajz) + Z Pr(Ajl N Ajz N Aj3) -t
j=1 1<j1<j2<k 1<51<52<43<k
k
+ (=D Pr(A; N AN N Ag) — Pr ( U(Aj N Akﬂ)) . (3.1)
j=1
Pero:

k k
Pr ( U(AJ N Ak;—i—l)) Z(AJ N Ak+1) - Z PI‘(Ajl N Aj2 N Ak+1)+

J=1 1<j1<j2<k
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+ Z PI'(AJI N AJQ N A]g N Ak-Jrl)_

1<51<j2<g3<k

_+<—1)k Z PI‘(Ajl ﬁ~~ﬂAjk71 ﬁAk+1>+

1< <je<...<jp-1<k

(=D Pr(A NN AN Ay

Reemplazando lo anterior en 3.1, tenemos que:

k1 k1
Pr (U Aj> = ZPI(A]) —
j=1 j=1

k
Z PI'(Ajl N Aj2) + Z PI'(A]‘ N Ak+1) +

1<j1<j2<k j=1

+ > Pr(4nANA)+ Y Pr(d; nA, N0 Ak |-

1<j1<j2<g3<k 1<51<j2<k

e (=DM Pr(A NN AR Z Pr(A;, N---NA;,_ NA) |+

Jk—1

1<j1<ja< .1 <k

k
H(=1)PPr(Ai N NA N Aper) = ) Pr(Aj) = ) Pr(4;, nA4;,)+

Jj=1 1<j1<je<k+1

+ ) Pr(A, NALNA) =+ (DFPPr(A NN Agy). O
1<j1<g2<ja<k+1
Teorema 3.2.2. Sea {A;} una sucesion de eventos tales que, cuando n — oo, A, 1

o A, |, entonces:
Pr( lim An> = lim Pr(A4,).

n—oo n—oo

Demostracion. Para realizar la demostracion primero asumamos que A, T. Enton-

ces:

lim A, —UA

J=1

Como A,, T, tenemos que:
A=A = (AN Ay) + (A§NASN Ag) - = Ay + (Ay — Ay) + (A3 — Ag) +

Por lo que:

n—oo

Pr(lim A,) (UA)—PrAl)—i—Pr(AQ A +Pr(As — Ag) + -+
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—I-PI'(ATL — An—l) + o= lim [Pr(Al) + PI‘(AQ - Al) + ... PI‘(An — An—l)} =

n—oo

= lim [Pr(Al) +Pr(As) —Pr(A;) +Pr(As) — Pr(A42) +-- -+ Pr(4,) — Pr(An_l)} =

n—o0

= lim Pr(A4,).

n—oo
Asi que:
Pr( lim An) = lim Pr(A4,).

n—oo n—oo

Ahora sea A,, |. Entonces AS T, asi que:

1m%:D@

n—oo
Por lo que:
Pr( h;m AZ) = (U Ac> = le Pr(AY),

o de manera equivalente:

()

Asi que:

= 7};1{)10 [1 —Pr(An)} , 0 1—-Pr ( ﬁ Aj> =1 —HILI& Pr(A4,).
j=1

Jim Pr(a, (ﬂA> = Pr( Jim 4, -

Definicién 3.2.3. Sea A un evento tal que Pr(A) > 0, entonces la probabilidad
condicional, dado A, es la funcion (de conjunto) denotado por Pr(:|A) y se define

para cada evento B tal que:

Pr(AN B)

Pr(BIA) = =5

Teorema 3.2.3. Sea {A;} una sucesion de eventos tales que:

entonces:

((]A) r (A A NAy NN A, )X
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x Pr (An_1|A1 N A2 N---N An_g) X X PI‘(A2|A1> X Pl"(Al)
Demostracion. Consultar [17, p. 23|. O

Definicion 3.2.4. Sea {A;} una sucesion de eventos de un espacio muestral €2, tales

que A, NA; =0, parai # j,y Z A; = ), entonces decimos que la sucesion {A;}

i
es una particion de 2. La particion es finita o infinita de acuerdo si los eventos A;

son finitos o infinitos.

Teorema 3.2.4. Sea {A;},i = 1,2,..., una particion de Q2 con Pr(A;) > 0, entonces
para todo B € A, tenemos que:

Pr(B) = Z Pr(B|A;)P(4;).

Demostracion. Como {A;},i =1,2,...,esuna particion de €, tenemos que A;NA; =

D,coni#jyd, ;Aj = (1. Para cualquier evento B tenemos que:

B=>Y (BNA,).

J

Por lo tanto:
Pr(B) =Y (BNAj) =Y Pr(B|A;)Pr(A;). O
j j
Consideremos ahora dos experimentos £ y £ con respectivos espacios vectoria-
les (€1, Ay, Pry) y (€2, As, Pry), entonces el experimento compuesto (€1, &) = & X &,
tiene espacio muestral {2 = {2, x),. Para obtener el o-campo apropiado A de eventos

en ), primero definimos:
C = {Al X A2 ‘ Al < Al,AQ € Ag},

donde:
Al X AQ = {(81,82> ’ S1 € Al,SQ € AQ}

Entonces A es el g-campo generado por C. Ahora definamos en C' la funciéon de
conjuntos denotada como Pr(A; x As) = Pr(A4;)Pr(Asy), la cual define una tnica
medida de probabilidad sobre A. Esta medida de probabilidad es usualmente deno-
tada por Pr; X Pry y es llamada medida de probabilidad producto y su espacio
de probabilidad (€2, .4, Pr) es llamada espacio de probabilidad producto. Los

eventos de & son de la forma By = A; x 4y, A1 € A; y los eventos de & son de
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la forma By = Ay X €y, Ay € A,. Los experimentos £ y & son independientes si
Pr(B; N By) = Pr(B;) Pr(B,) para todos los eventos By y Bs.

Para n experimentos &;, con i = 1,2,...,n, con correspondientes espacios de pro-
babilidad (€2;, A;, Pr;), el experimento compuesto (&1,...,E&,) =& X -+ x &, tiene
espacio de probabilidad (92, A, Pr), donde:

Q=0 x--xQ={(s1,...,9) | si € Q,i=1,2,...,n},
A es el o-campo generado por la clase de conjuntos C, donde:
C={A x--xA, |A€eA,i=12,...,n},
y Pr es la tnica medida de probabilidad definida en A a través de la relacion:
Pr(A; x --- x A,) =Pr(A;) x --- x Pr(4,),

con A; € A;,i =1,2,...,n. La medida de probabilidad Pr es usualmente denotada
por Pry x ... x Pr, y es llamada medida de probabilidad producto y su espacio
de probabilidad (€2, .4, Pr) es llamado espacio de probabilidad producto. Los
experimentos &;, i = 1,2,...,n, son independientes si Pr(B;N---NB,) = Pr(B;) X
.-+ x Pr(B,), donde los B; estan definidos por:

BizglX"'XQZ'_1XAZ‘XQH_1X"'XQn,

con ¢ = 1,2,...,n. La definicion de independencia de eventos se sigue de los si-
guiente: sean A;, A, dos o-campos de A. Decimos que A;, A, son independientes si
Pr(A; N Ay) = Pr(A;) x Pr(As) para cualquier A; € A;, As € A;. De manera més

general, los g-campos A;, i = 1,2,...,n, o-campos de A, son independientes si:
Pr ( m Al) = H Pr(4;),
1=1 i=1

para cualquier A; € A;,i=1,2,...,n.

3.3. Variables Aleatorias

En esta seccion estudiaremos las principales propiedades de las variables aleato-

rias. En la tabla de la seccion 3.1 observamos que podemos considerar a las variables
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aleatorias como funciones medibles de valores reales, las cuales fueron definidas en
el capitulo 1, con ayuda de eso fundamentaremos las variables aleatorias dentro de
un espacio de probabilidad, dicho de otra forma podemos considerar a las variables

aleatorias como un caso especial de las funciones medibles de valor real.

Sea (2,.A,Pr) un espacio de probabilidad, 7 un espacio y X una funcion defini-
da sobre €2 hacia T, es decir, X: Q — T. Para T € T, definimos la imagen inversa
de T, bajo X, denotado por X (T'), como:

XN T)=1{s€Q| X(s) €T}

Este conjunto también es denotado como [X € T] o (X € T'). Con esta definicion,
y el hecho de que X es una funcién, tenemos de forma inmediata que las siguientes

propiedades se cumplen:
X—1<Uﬂ) - Uxm). (3.2)

Si Ty N'Ty = B, entonces X (T1) N X 1(Ty) = 0. (3.3)

De estas dos propiedades, tenemos:

X <Z Ti> => XTy), (3.4)

X (ﬂﬂ) =(X"(T), (3.5)

%

X1 = [xH(D)]", (3.6)
X NT)=Q, (3.7)
XH0) =0. (3.8)

Sea D un o-campo de subconjuntos de 7 y definamos la clase X (D) de subcon-

juntos de 2 como:
X1 D)={ACQ|A=X"YT) para algin T € D}.

Con las propiedades 3.2, 3.6 y 3.7 hemos demostrado el siguiente teorema, el cual nos

indica la razéon por la cual necesitamos medida en nuestra definicion de variables
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aleatorias, ya que garantiza que la funciéon de distribucién de probabilidad de un

vector aleatorio esta bien definido.
Teorema 3.3.1. La clase X (D) es un o-campo de subconjuntos de .

Definicion 3.3.1. Si X~ !(D) C A entonces decimos que X es (A, D)-medible, o
simplemente medible. Si (7,D) = (R,B) y X es (A, B)-medible, decimos que X
es una variable aleatoria. De forma méas general, si (7,D) = (R*, B*), donde
RF¥ = R x R x ... x R, k copias de R, y X es (A, B¥)-medible, decimos que X es
un vector aleatorio de k-dimensién. Una variable aleatorio es un vector aleatorio

unidimensional.

Teorema 3.3.2. Sea C* una clase de subconjuntos de T de la forma C* = {T C
T | X YT)= A para algin A € A}. Entonces C* es un o-campo.

Demostracion. El teorema se demustra con las propiedades 3.2 a 3.8. O

Corolario 3.3.1. Sea D = o(C), donde C' es una clase de subconjuntos de T .
Entonces X es (A, D)-medible si y sdlo si X~ H(C) C A. En particular, X es una
variable aleatoria si y solo si X H(C,), X HC;) o X1 (C) C A, i=1,2,...,8, y

similarmente para cualquier caso de vectores aleatorios k-dimensionales.

Demostracion. El o-campo C* del teorema tiene la propiedad de C' C C*.
Entonces o(C') = D C C* y por lo tanto X (D) C X1 (C*). Pero X 1(C*) C A.
Asi que X~ !1(D) C A. El converso es una consecuencia directa de la definicion de
(A, D) es medible. O

Con la definicién de un vector aleatorio X : (2, A, Pr) — (R, B¥), definamos la

funciéon de conjuntos P, como:
P,(B) =Pr [X'(B)] =Pr(X € B) =Pr ({s € Q|X(s) € B}).

Por el corolario los conjuntos X ~1(B) € 2 son en realidad eventos dado que
asumimos que X es un vector aleatorio. Por lo que P, esté bien definido al igual que
Pr[X~—1(B)]. Con lo que mostramos que P, es una medida de probabilidad sobre
B*. De hecho, P,(B) > 0, B € B*, ya que Pr es una medida de probabilidad. Luego,
P,(R*) = Pr [X"}(R¥)] = Pr() =1, y por tltimo:
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= Z Pr[X~Y(B)] = Z P.(B;).

La medida de probabilidad P, es conocida como funcién de distribucion de
probabilidad, o distribucion, de X.

Definicién 3.3.2. Sea P,(B) una funcion de distribucion de probabilidad y consi-
deremos que B es un intervalo en R¥, es decir, B = {y € R,y < 2}, en el sentido
de que si x = (z1,...,2x) vy = (y1,...,yx), entonces y; < z;, i = 1,..., k. Pa-
ra esta eleccion de B, denotamos P,(B) como F,(X) y es llamada la funcién de

distribucién acumulada de X.

Teorema 3.3.3. La distribucion F' de una variable aleatoria X satisface las siguien-

tes propiedades:
1.0< F(x)<1l,zeR.
2. F es no decreciente.
3. F es continua a la derecha.

4. F(x) — 0 cuando x — —o0 y F(x) — 1 cuando x — +o0.

Demostracion. En la presente demostracion colocamos a () para la distribucion de

Px de X, por motivo de simplicidad. Tenemos que:

1. El resultado es obvio.

2. Esto significa que x; < xo implica que F'(x1) < F(x3), ciertamente:
Ty < Iy implica  (—o0, 21| C (—00, 23],
y por lo tanto:

Q(—00, 1] < Q(—00, z3]; equivalentemente F(z1) < F(x9).

3. Esto significa que, si x,, | =, entonces F(x,) | F(x). ciertamente:
T \l/ x implica (—OO, xn] \L (_007 l’],

y por lo tanto:
Q(_OO7 xn] \lf Q(—OO, l’],

por teorema [3.2.2} equivalentemente F(z,,) | F(z).
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4. Sea r — —o0 y asumimos que x, | —oco. Entonces:

(—OO,Z'n] \l/ 0 asi que Q(—OO, xn] \L Q(®> =0,

por teorema m Equivalentemente, F(z,) — 0. De manera similar, si

T, — +00. Asumiendo que x, T co. Entonces:
(—o0,z,] TRy por lo tanto Q(—00,z,] T Q(R) = 1;

equivalentemente F'(z,) — 1. O

Generalizando la definicion [1.3.2] y el teorema [1.3.3] a espacios euclidianos de

dimensién mayor tenemos:

Definicion 3.3.3. Una funcién g: S C R¥ — R™, k,m > 1, es continua en g €
R* si para cada ¢ > 0 existe un 6 = (e, z9) > 0 tal que ||z — z¢|| < € implica

lg(x) — g(zo)|| < d. La funcion g es continua en S si es continua para todo x € S.
Teorema 3.3.4. Sea g: R — R™ continua, entonces g es medible.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion del teorema [1.3.3] Es
suficiente mostrar que g~*(G) son conjuntos medibles para todos los cubos abiertos
G € R™. Sea B = g !(G). Si B =0, el teorema es valido, asi que supongamos que
B # () y sea xy un punto arbitrario de B. Continuidad de g en xy implica que para
cada € > 0 existe un § = (¢, zg) > 0 tal que ||z —xo|| < € implica ||g(z) —g(xo)]|| < 6;
equivalentemente, € S(xg, €) implica g(x) € S(g(xo), ), donde S(c, r) es una esfera
abierta con centro en ¢ y radio r. Dado que g(xy) € G y G es abierto, podemos
elegir un € lo suficientemente pequenio de tal forma que el d correspondiente sea
lo suficientemente pequeno para implicar que g(x) € S(g(x),d). Asi que, para tal
eleccion de € y §, z € S(zg, €) implica que g(x) € S(g(zo),d). Dado que B = g~ (G)
es el conjunto de todos los z € R* para los cuales g(x) € Gy x € S(xo, €) implica
que g(x) € S(g(xo),0), se sigue que S(zg,€) C B. En este punto, observemos que es
claro que exista un cubo que contenga a xy y completamente contenido en S(xo, €);
llamemoslo C(zg,€). Entonces C(z,€) C B, y por lo tanto B es abierto y por
teorema [L.3.1] es medible. O

Teorema 3.3.5. Sea X : (2, A) — (R¥, B¥) un vector aleatorio y sea g: (R, B¥) —
(R™, B™) medible. Entonces g(X): (2, 4) — (R™,B™) es un vector aleatorio, es

decir, funciones medibles de vectores aletarios son vectores aleatorio.
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Demostracion. Para demostrar que [g(X)(B)]"'(B) € A si B € B™, tenemos que:
[9(X)]'(B)=X"'[¢7"(B)] =X (B)) donde B, =g '(B)e B,
por la medibilidad de g. Ademés, X !(B;) € A dado que X es medible. O

Corolario 3.3.2. Sea X como en el teorema anterior y g continua. Entonces g(X)
es un vector aleatorio, es decir, funciones continuas de vectores aleatorios son vec-

tores aleatorios.

Demostracion. La continuidad de g implica su mediblidad por teorema y apli-

cando el teorema B.3.5] se demuestra el resultado. O

Definiciéon 3.3.4. Para i = 1,...,k, la i-ésima funcién proyeccion g; es definida

como g;: R* = Ry gi(x) = gi(z1, ..., 21) = 3.

Teorema 3.3.6. Las funciones coordenadas g;, 1 = 1,...,k, definidas como antes,

son continuas.

Demostracion. Para un punto arbitrario zy € R*, consideremos z € RF tal que

k
|z — 0] < € para algtin € > 0. Esto es equivalente a ||z —x¢[|? < €? o Z(:cj—xoj)Q <
j=1
¢’ lo cual implica que (z; —zo,)* < € para j =1,...,ko |z;—xz,| <€, j=1,... k.
Esta tltima expresion es equivalente a |g;(x;) — g;(zo,)| <€, j = 1,...,k. Por lo
que la definicién de continuidad de g; se cumple para § = e. ]

Teorema 3.3.7. Sea X = (X1,...,X3): (A — (R, B¥). Entonces X es un

vector aleatorio si y solo si X;, 1 =1,...,k son variables aleatorias.

Demostracion. Supongamos que X es un vector aleatorio y sean g;, j = 1,...,k las
funciones coordenadas definidas sobe R+. Entonces las g; son continuas por teorema
y por lo tanto medibles por teorema [3.3.4] Entonces para cada j = 1,...,k,
g;(X) = gj(X1, ..., Xs) = X, es medible y por lo tanto una variable aleatoria.
Luego asumamos que X, j = 1,..., k son variables aleatorias. Para demostrar

que X es un vector aleatorio, es suficiente mostrar que X 1(B) € A para cada

B = (—00,z1] X -+ X (=00, x1], 1, ..., 75 € R. En efecto:
k

XY B)=(XeB)=(X; €(~o00,25],j=1,...,k) = ﬂXj—l((—oo,xj]) ceA O
j=1
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3.4. Momentos de Variables Aleatorias

Definicién 3.4.1. Sea X = (X,..., X;)" un vector aleatorio con funcion de dis-

tribucion de probabilidad f y consideremos la funcién medible g: R¥ — R, es decir

que g(X) = g(Xi, ..., X) es una variable aleatoria, tenemos que:
1. Paran =1,2,..., el n-ésimo momento de ¢(X), denotado como E[g(X)]",
es:

Para n = 1 tenemos:
= g(@)f(x)

a la expresion anterior la llamamos esperanza matematica o valor medio
de g(X). Otra notacion para E[g(X)] que es usada cominmente es fiy(x),

1[g(X)] o simplemente .

2. Parar > 0, el r-ésimo momento absoluto de g(X) es denotado por E|g(X)|"

y es definido por:

Elg(X)[" =Y lg(@)"f(x), 2 = (z1,...,a)"

3. Para una constante arbitraria c, el n-ésimo momento y el r-ésimo momento
absoluto de g(X) sobre ¢ son denotados como Elg(X) — ¢]", E|g(X) — [,

respectivamente, son definidos como:

Elg(X) =" =) [9(x) = " f(a).x = (w1, ),

x

Bly(e) = " = 32 lg(o) = e S(a), 0 = (a1

Para ¢ = E[g(X)], los momentos son llamados momentos centrales. El

segundo momento central de g(X), esto es:

E{g(X) — E[g(X)]}* = Y _lg(x) = Bg(X)Pf(x).2 = (1, 2,

T

2

es llamado la varianza de g(X), también es denotado como o?[g(X)], o o)
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simplemente o2. La cantidad ++/02%[g(X)] = o[g(X)] es llamada la desvia-

cion estandar de g(X), también es denotada como oy(x) o simplemente o.

Caso especial:

Sea g(X1,..., X)) = X7+ - X, n; > 0 son enteros. Entonces E(X7"--- X.*)
es llamada el (nq,...,n;)-momento conjunto de Xi,..., X;. En particular, para

n=-:-=Mn;_1="n;y; = - =ng =0, n; =n, tenemos:

B(X]) =) alf(x)= > alf(z,... z),
x (wl,...,xk)
la cual es el n-ésimo momento de la variable aleatoria X;. Por lo tanto el n-ésimo

momento de una variable aleatoria X con funcién de distribucion de probabilidad
f es:
B(X") =) a"f(x).

Para n = 1 tenemos:

E(X) =) af(),

x

que es la esperanza matematica o valor medio de X, también denotada como

fx, (X) o p.

Para g(Xy,....X,) = X" X ,n=-=n_1 =njp1 = - =n =0,

n; =n,y ¢ = FE(X;) tenemos:

E(X; - EX)" =) (1, — EX;)"f(z), 2 = (z1,...,21)',
es llamado el n-ésimo momento central de la variable aleatoria X;, o el n-ésimo
momento de X; sobre su media. Por lo que el n-ésimo momento central de una

variable aleatoria X con funciéon de distribucion de probabilidad f y media p es:

E(X — BX)" = B(X — )" = 3" (@~ BX)"f(2) = 3 (@ — )" f(a).

x x

Cuando n = 2 el segundo momento central de X se conoce como varianza, denotada

como 0%, 02(X) o o, y su rafz positiva es llamada desviaciéon estandar de X.

Definicién 3.4.2. La esperanza matematica de una variable aleatoria, E[g(X)],

cumple las siguientes propiedades:
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. E(¢) = ¢, donde ¢ es una constante.

Elcg(X)] = cE[g(X)], vy en particular E(cX) = cE(X) si X es una variable

aleatoria.

E[g(X+d)] = E[g(X)]+d, donde d es una constante. En particular E(X +d) =
E(X) + d si X es una variable aleatoria.

E [Z cigi(X)] = Z ¢;E[g:(X)]. En particular E ( Z cl-Xi> = Z ¢E(X;).

=1

. Si X >0, entonces E(X) > 0.

Si X > Y, entonces E(X) > E(Y), donde X,Y son variables aleatorias, con

esperanzas finitas.

[Elg(X)]] < Elg(X)].

Si E|X|" < oo para algin r > 0, donde X es una variable aleatoria, entonces

E|X|" < oo para todo 0 < ' < r.

. Si E(X™) existe, es decir, E(X") < oo, para algin n = 2,3,..., entonces

E(X™) existe, para todon’ =1,2,..., con n’ < n.

Definicion 3.4.3. La varianza de una variable aleatoria, o%[g(X)], cumple las si-

guientes propiedades:

1.

2.

d.

0?(c) = 0, donde c es una constante.

0?[cg(X)] = 2o?[g(X)], en particular, 02(cX) = ?0%(X), si X es una variable

aleatoria.

2[g(X) +d] = 0%[g(X)], donde d es una constante. En particular o*(X +d) =

o
0%(X), si X es una variable aleatoria.

o?[g(X)] = Elg(X)]? = [Eg(X)]*. En particular 0*(X) = E(X?) — (E(X))?,

si X es una variable aleatoria.

03(X)=E[X(X —1)]+ EX — (EX)? si X es una variable aleatoria.

Definicion 3.4.4. Sea X una variable aleatoria y ¢(X) = |X — pu|", p = E(X),

r > 0, entonces:

PrilX —pl =] =Pr[|X —pl">c] §E|Xc—_ﬂ|
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que es conocida como desigualdad de Markov. Si substituimos r por 2, obtene-

mos:

— ul? 2 2
Pr[|X — | = c] = Pr[|X = = ¢t) < DA ZHE 70 0

c2 c2 2’

que es conocida como desigualdad de Tchebichev. En particular, si ¢ = ko,
entonces: .
Pr[|X — p| > ko] < =k

Teorema 3.4.1. Sea X,Y wariables aleatorias tales que:

entonces:
E*(XY) <1, equivalentemente, —1 < E(XY) <1,

E(XY) =1, siysdlosi, Pr(Y =X) =1,
E(XY)= -1, siysdlo si, Pr(Y = -X) = 1.
Demostracion. Tenemos que:
0<EX-Y)=E(X?-2XY +Y?) =EX? - 2E(XY) + EY? =2 - 2E(XY).
Y:
0<EX+Y) =EX?+2XY +Y?) =EX?+2E(XY) + EY? =2+ 2E(XY).

Por lo tanto E(XY) < 1y —1 < E(XY), asi que —1 < E(XY) < 1. Ahora sea
Pr(Y = X) = 1. Entonces E(XY) = EY?2 = 1 y si Pr(Y = —X) = 1, entonces
E(XY) = —EY? = —1. Conversamente, sea E(XY') = 1. Entonces:

X -Y)=EX-Y)’ - [EX-Y)?=EX-Y)*=

=EX?-2E(XY)+EY?=1-2+1=0,

asi que Pr(X = Y) = 1. Finalmente, sea E(XY) = —1. Entonces 0?(X +Y) =
24+ 2E(XY)=2-2=0, asi que Pr(X =-Y) = 1. O
Teorema 3.4.2. Sean X,Y wvariables aleatorias con medias i1, j1o Yy varianzas, po-

sitivas, 03,05 respectivamente. Entonces se cumple la siguiente igualdad, conocida
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como desigualdad de Cauchy-Schwarz:
E*[(X — m)(Y — po)] < 0f03,
equivalentemente:
—0109 < E[(X — ) (Y — /LQ)] < 0,09.

Ademds se cumple que:

sty solo si:

sty solo si:

Demostracion. Coloquemos:

X —
X, = By =
g1 09

Y — po

Entonces X1, Y] son como el teorema y por lo tanto:
E*(X,Y}) < 1,
si y so6lo si:
-1 <EXiY) <1,

por lo que se convierte en:

B2 (X =) (Y —pa)] _

2 2 =5
0103

si y solo si:
—01029 S E[(X — ul(Y — ,ug)] S 0109.

La segunda mitad del teorema se sigue de manera similar.
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Definicion 3.4.5. Sean X, Y variables aleatorias con medias y4, p2 la covarianza
de X y Y es:
Cov(X,Y) = E[(X — p)(Y = p)].

Sean o1, 09 las desviaciones estandar de X, Y, y asumamos que son positivas, enton-
ces la covarianza de XU;I’“, Y;—Q’” es llamado el coeficiente de correlacion de X,Y

y es denotado por p(X,Y), px.y, p12 0 simplemente p. Tenemos que:

p:E[(X_M) (Y_'“?)] _ E[(X_Ml)(y_,@)} _ Cov(X,Y) _

01 ) 0102 0109

E(XY) — ppe

0102

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que p? < 1,y p = 1 si y solo si:
o
Y = 2 + _2(X _lul)7
01
con probabilidad 1, y p = —1 si y so6lo si:
o
Y =y — —(X — ),
01

con probabilidad 1. Con lo que p es una medida de dependencia lineal entre X y
Y. Si p = +£1 significa que X, Y estan linealmente relacionados y decimos que estan

completamente correlacionados, si p = 0 decimos que X, Y no estan correlacionados.

56



4. SERIES DE TIEMPO

En este capitulo estudiaremos los temas principales relacionados con las series
de tiempo. Entendemos una serie de tiempo como un conjunto de datos registrados
de manera ordenada respecto al tiempo, el cual puede ser discreto o continuo. La
idea fundamental para determinar una serie de tiempo esta en la estrategia para
construir modelos que se adecuen a nuestros datos. Podemos resumir los pasos de

la estrategia en los siguiente:
1. Identificacion del modelo.
2. Estimacion de los parametros implicitos en el modelo.
3. Verificacion de supuestos.

4. Uso del modelo.

4.1. Espacios de Hilbert L2

Definicion 4.1.1. Sea (X, S, 1) un espacio de medida, f una funcién medible en

X y 0 < p < o0, definimos la norma de f como:

1/p
1l = [ / \flpdu] ,

y definimos:
LP(X,S,u) ={f: X = C| f esmedible y |f]|, < oo},

dichos espacios son conocidos como espacios LF(X,S, ;1) o simplemente LP.

Los espacios LP son espacios de Banach, ver [5], sin embargo el espacio L? es
el tnico espacio que es de Hilbert, para mostrarlo haremos uso de la ley del para-
lelogramo Sean A, B dos conjuntos disjuntos de X. Para cualquier conjunto
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A, sea:

1 a(2) 1, si z€A,
€Tr) =
4 0, si ¢ A.

Calculando la norma de 14 tenemos que:

1/p
11allp = (/1A(fr)”du> = (A,

donde p(A) es la medida del conjunto A. Dado que A, B son disjuntos, tenemos:

la+1g=|14a—1p |= 1laus,

n(AU B) = pu(A) + p(B).

Usando la ley del paralelogramo obtenemos:
2(u(A)>P +2(u(B))*? = 2(u(A) + u(B))*?,

de donde la igualdad se cumple cuando p = 2 y falla para cualquier p # 2, por lo

que el espacio L? es un espacio de Hilbert.

Definicién 4.1.2. Consideremos un espacio de probabilidad (€2, F,Pr) y la colec-
cion C' de todas las variables aleatorias X definidas sobre € y que satisfacen la
condicién:

EX? = / X (w)?Pr(dw) < oo.
Q
Dicho espacio es conocido como espacio L?*(f2, F, Pr).

Con la notacion usual de multiplicaciéon por un nimero escalar y adicion de

variables aleatorias, tenemos que C' es un espacio vectorial, dado que:
E(aX)? = a®’EX? < o0, para todoa € R, X € C,
y de la desigualdad (X +Y)? < 2X?2 4 2Y?,
E(X +Y)? <2EX? +2EY? < o0, para todo X,Y € C.

Las demés propiedades de un espacio vectorial se verifican de manera sencilla. En

particular C' tiene un elemento cero, las variables aleatorias que son identicamente
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cero sobre (). Para cualesquiera dos elementos X,Y € C' tenemos que:
E(XY) = (X,Y).

El espacio L? es la coleccion de todas estas clases con el producto interno definido

anteriormente.

Definicién 4.1.3. Convergencia en norma de X,, a X en un espacio L? es llamada

convergencia de media cuadrada y es representada como X,, — X, es decir:
X, - X|P=E| X, — X |~ 0cuandon — oo.

En este capitulo consideraremos que las series de tiempo X,,, son elementos del
espacio L?(Q, F, Pr).

4.2. Series de tiempo estacionarias

Iniciaremos el estudio de esta seccion definiendo algunos conceptos estadisticos
que nos permitiran describir y analizar las series de tiempo, haciendo uso de dos
enfoques. El descriptivo, que se ocupa de de resumir y describir en forma concisa,
mediante graficas o medidas descriptivas, la informacién con que se cuente. Y el
enfoque inferencial, que se ocupa en utilizar los datos muestrales para realizar in-
ferencias, que sean validas para toda la poblaciéon que se obtuvo de la muestra. El

siguiente paso es la seleccion de un modelo matematico adecuado para los datos.

Definicién 4.2.1. Un proceso estocéastico es una familia de variables aleatorias
{X},t € T} definida en un espacio de probabilidad (€2, F, Pr). El conjunto de indices,
o parametros, 7" es un conjunto de puntos de tiempo, tales como {0,+1,£2,...},
{1,2,3,...},[0,00) 0 (—00,00).

Definicion 4.2.2. Diremos que las funciones {X;(w),w € Q} sobre T son las rea-

lizaciones o caminos de muestra del proceso {X;,t € T'}.

Definicion 4.2.3. Una serie de tiempo {z¢,t € Ty} es la realizacion de una familia
de variables aleatorias {X;,t € Ty}. Frecuentemente usamos el termino serie de

tiempo para referirnos a los datos y al proceso en el cual hay una realizacion.

Ejemplo 4.2.1. A continuacion se presentan algunos ejemplos de modelos con me-

dia cero.
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1. Uno de los modelos mas sencillos de series de tiempo es uno en el cual no existen
componentes temporales y de tendencia, en las cuales las observaciones son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, iid,
con media cero. Nos referimos a tal sucesion de variables aleatorias X, X, .. .,
como ruido iid. Por definicién podemos representarlo, para cualquier entero

positivo n y ntmeros reales x4, ..., x,,
PriX; <uzp,..., X, <, =Pr[X; <mz]...Pr[X, <z,)=F(x;)... F(x,),

donde F'(-) es la funcion de distribucion acumulada de cada una de las varialbes
iid X1, Xo,..., X,,.

2. Continuando con ruido iid, consideremos la sucesion de variables aleatorias iid
{X,t=1,2,...} con:

Pr[X; = 1] =p, Pr[X;=—-1]=1-p,

donde p = % La serie de tiempo obtenida al lanzar una moneda repetidas
veces e identificando +1 para las caras y —1 para los escudos. Este tipo de

procesos se conoce como un proceso binario.

3. Una caminata aleatoria {S;,t = 0,1,2,... }, empezando en cero, es obtenida
al sumar acumulativamente variables iid. Asi que una caminata aleatoria con

media cero es obtenida al definir Sy =0 y:
S =X1+Xo+---+ X, para t =1,2,...,
donde {X;} es ruido iid.

Definicion 4.2.4. Sea T el conjunto de todos los vectores {t = (t1,...,t,) € T" |
t1 <ty < ... < ty,n =1,2,...}. Entonces las funciones de distribucién, de
dimension finita, de {X;,¢t € T} son las funciones {Fi(-),t € T} definidas para

t = (t1,...,t,) por:
Fy(z) =Pr(Xy, <x1,...,X;, <), r=(x1,...,2,) € R".

Teorema 4.2.1. Las funciones de distribucion de probabilidad {Fy(-),t € T} son

la funcion de distribucion de algun proceso estocdstico si y solo si para cualquier
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ne{l,2,...ht=_(ty,....t,) €T y1<i<n,

lim Fy(z) = Fyu(2(i)),

T;—00

donde t(1) y x(i) son los (n—1)-vectores componentes obtenidos al remover el i-ésimo

componente de t y x respectivamente.
Definicién 4.2.5. Sea {X;,t € T'} un proceso tal que 0%(X;) < oo para cada t € T,
entonces la funcion de autocovarianza, yx(-,-), de {X;} esta definida por:

vx(r,8) = Cov(X,, X;) = E[(X; — EX,)(X, — EXJ)],

parar,s € T.

Definicién 4.2.6. La serie de tiempo {X;,t € Z}, con conjunto de indices Z =

{0,£1,+£2,...} es estacionaria si:
1. E|X]? < oo para todo t € Z,
2. EX; = m para todo t € Z,
3. vx(r,s) = vyx(r+1t,s+1t) para todo r, s, t € Z.
Si {X},t € Z} es estacionaria, entonces yx (7, s) = vx(r — s,0) para todo r, s € Z.

Definicién 4.2.7. Un proceso es ergodico si los parametros estadisticos calculados
en un conjunto de realizaciones son iguales que los parametros estadisticos calculados

en una unica realizacion.

Podemos redefinir la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario como

una funcion de una variable:
vx(h) = vx(h,0) = Cov(X¢in, Xi) para todo t,h € Z.

La funcion yx(+) se referird como una funcion de autocovarianza de {X;} y vx(h)
como su valor en el retraso h. La funcion de autocorrelacion de {X;} es definida

analogamente como la funciéon cuyo valor de retraso h es:

px(h) = = Corr(X;4p, Xy) para todo t,h € Z.

La funcién de autocorrelacion sirve para especificar, junto con su media y varianza,

un proceso estocastico estacionario; por otro lado, desde un punto de vista practico
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de series de tiempo, debe recordarse que se cuenta s6lo con una realizacion finita del
proceso, a partir de la cual se hace necesario obtener una estimacion de px, para
obtenerla se supondra que el proceso estacionario posee ciertas propiedades ergo-
dicas, que permiten la equivalencia entre valores esperados y promedios muestrales

obtenidos de una realizacion suficientemente larga del proceso.

Definicién 4.2.8. Decimos que la serie de tiempo {X; € Z} es estrictamente
estacionaria si la distribucion conjunta de (Xy,,..., Xy, ) v (X¢ 5.5 X4,,,) son
iguales, para todo entero positivo k y para todo ty,...,tx,h € Z. Estrictamente
estacionaria significa intuitivamente que la grafica sobre dos intervalos de tiempo
de igual longitud de la realizaciéon de la serie de tiempo deben de mostrar similares

caracteristicas estadisticas.

Ejemplo 4.2.2. En los siguientes ejemplos usaremos la propiedad de linealidad
de la covarianza, es decir, si EX? < 00,EY? < 00,EZ%? < o0, v a,b,c € R,
entonces:

Cov(aX +bY +¢,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z).

1. Si {X;} esruidoiidy E(X?) = 0% < oo, entonces sabemos que E(X;) = 0 para

todo t. Asumiendo la independencia tenemos que su funciéon de covarianza es:

7X(t+h7t) -
0, si h#0,

la cual no depende de t. Por lo tanto el ruido iid con segundo momento finito

es estacionario. Usamos la siguiente notacion:
{X;} ~ 1ID(0, 0%),

para indicar que las variables aleatorias X; son variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas, cada una con media 0 y varianza o2

2. Sea {X;} una sucesion de variables aleatorias no correlacionadas, cada una con
media 0 y varianza o2, entonces claramente {X;} es estacionaria con la misma
funcion de covarianza del ejemplo anterior. Tal sucesion se conoce como ruido

blanco, con media 0 y varianza o2. Usamos la notacion:
{X;} ~ WN(0,0?).
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Claramente, cada sucesion I1ID(0, 0?) es WN(0, 02) pero no al contrario.
3. Sea {S;} una caminata aleatoria y {X;} un ruido iid, entonces tenemos que
ES; =0y E(S?) = to? para todo t y h > 0,

’yg(t + h, t) = COV(StJrh, St) =

= COV(St + Xt+1 ‘I— e + Xt+h7 St) = COV(St, St) = t0'2.
Dado que vs(t + h,t) depende de t, la serie {S;} no es estacionaria.

4. Media moévil de primer orden o proceso MA. Considere la sucesion
definida por:
Xt:Zt‘f‘OZt_l, t:O,:l:]_,...7
donde {Z;} ~WN(0,0%) y 6 es una constante de valor real. De la ecuaciéon
inmediata anterior podemos observar que EX; = 0, EX? = 02%(1 + 6?) < oo,

y:
(( (1 +6%), si h=0,

vx(t+h,t) =< 20, si b=l

0, si |h| > 1.

\

Por lo que {X;} es estacionaria. La funcién de autocorrelacion de {X,} es:

(

1, si h=0,
px(h) = 0 .

o si h+1,

0, si |h| > 1.

5. Autoregresion de primer orden o proceso AR. Asumamos que {X;} es

una serie estacionaria que satisface la ecuacion:
Xt:¢Xt—1+Zt; t:O,:i:]_,...7

donde {Z;} ~WN(0,0?), |[¢| < 1, y Z; no es correlacionada con X, para

cada s < t. Tomando la esperenza matematica en ambos lados de la ecuaciéon
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inmediata anterior y asumiendo que EZ; = 0, podemos ver que:
EXt - 0

Para encontrar la funcion de autocorrelacion de { X;} multiplicamos de ambos
lados de X; = ¢X; 1 + Z; por X, p,(h > 0), y luego tomando la esperanza

matematica para obtener:
’}{X(h) = COV(Xt, Xt—h) = COV(¢Xt_17 Xt_h) + COV(Zt, Xh—t) =

= ¢yx(h = 1) +0="--- = ¢"yx(0).

Observemos que y(h) = v(—h), encontramos que:

Cax(B) B
pﬂm—zaﬁ—¢, h=0,%+1,....

Se sigue de la linealidad de la funcién de covarianza en cada uno de sus argu-

mentos y el hecho que Z; no es correlacionada con X;_; que:
7x(0) = Cov(Xy, X;) = Cov(¢ X1 + Z;, 6 Xi1 + Z) = ¢*vx(0) + 0,

y por lo tanto:

0.2

’YX(O) = 1_¢2

4.2.1. Relacién entre una serie de tiempo estacionaria y una

estrictamente estacionaria

Sea {X;} una serie de tiempo estrictamente estacionaria, se sigue que si toma-
mos k = 1 en la definicion [4.2.8] es decir X; tiene la misma distribucién para cada
t € Z. Si E|X;|* < oo implica en particular que EX; y Var(X;) son ambas constan-
tes. Mas atun, tomando k = 2 en la definicionf4.2.8 tenemos que X;y5 y X tienen
la misma distribucién conjunta y por lo tanto tienen la misma covarianza para todo
h € Z. Por lo que un proceso estrictamente estacionario con segundo momento finito
es estacionario. El converso no es valido.

Por ejemplo, sea {X;} una sucesion de variables aleatorias independientes tal
que X; esta distribuido exponencialmente con media 1 cuando ¢ es impar y distri-
buido normalmente con media 1 y varianza 1 cuando ¢ es par, entonces {X;} es

estacionaria con yx(0) =1y vx(h) = 0 para h # 0. Sin embargo dado que X; y X»
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tienen diferentes distribuciones, {X;} no puede ser estrictamente estacionaria.

4.3. Estimacion y eliminaciéon de los componentes temporales y de ten-

dencia

Lo primero que se debe de realizar en el analisis de cualquier serie de tiempo
es graficar los datos. Si existen discontinuidades aparentes en la serie, tales como
repentinos cambios de nivel, es aconsejable analizar primero la serie separandola
en segmentos homogeneos. Si existen observaciones exteriores, deben ser estudiadas
cuidadosamente si hay alguna justificacion para descartarlos (por ejemplo, si una
observacion ha sido colocada de algin otro proceso por equivocacion).

Inspeccionar una grafica también puede sugerir la posibilidad de representar los

datos como una realizacion de un proceso (el modelo de descomposicion clasico),
Xt =my + S¢ + E/t, (41)

donde m; es una funcién de cambio lento conocida como una componente de ten-
dencia, s; es una funcién con periodo conocido d referido como una componente
temporal, v Y, es una componente de ruido aleatorio la cual es estacionaria en
el sentido de la definicion [4.2.6] Si las fluctuaciones de ruido y temporalidad parecen
incrementar con el nivel del proceso, entonces una transformaciéon preliminar de los
datos es frecuentemente usada para hacer los datos transformados compatible con
el modelo 11

Nuestro objetivo es estimar y extraer los componentes deterministicos m; y
sy esperando que el componente residual o de ruido Y; resultara ser un proceso
aleatorio estacionario. Entonces podemos usar la teoria de tal proceso para encontrar
un modelo probabilistico estacionario para el proceso {Y;}, de esta forma analizar
sus propiedades y usarlo en conjunto con my; y s; para propositos de prediccion y
control de {X;}.

4.3.1. Eliminacién de una tendencia en ausencia de tempo-
ralidad

En la ausencia de una componente de temporalidad el modelo |4.1| se convierte
en:
Xt:mt—l—Y;, t:1,...,n, (42)
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donde, sin perdida de generalidad, podemos asumir que EY; = 0.

1. Primer método (estimacion de minimos cuadrados de m;): en este
procedimiento intentaremos ajustar una familia paramétrica de funciones, por
ejemplo:

my = ag + ayt + ast?, (4.3)

a los datos, escogiendo los parametros, en el caso de ap, a1 Y ag, para

minimizar 3;(z; — my)>.

2. Segundo método (suavizado mediante media moévil): Sea ¢ un entero

no negativo y consideremos la media movil de dos caras:

W, =(2¢+1)" Z Xiyj, (4.4)

Jj=—q

del proceso {X;} definido en [4.2] Entonces para ¢ +1 <t <n —gq,

Wt 2q + ]_ Z mH_] 2q + ]. Z Yt.t,.y = My, (45)

Jj=—q Jj=—q

asumiendo que m; es aproximadamente lineal sobre un intervalo [t — ¢, + ]
y que la media de los errores sobre el intervalo es cercano a cero. Asi que la

media moévil nos proporciona las estimaciones:

= (2¢+ 1)~ ZXH], g+1<t<n-—q. (4.6)

Jj=—q

Dado que X; no se observa parat < 0 ot > n no podemos usar parat < q

ot >n—q. Sin embargo podemos usar la media moévil de una cara tal que:

|
—

n

=Y a(l —a) X, t=1,...,q, (4.7)
7=0
y
t—1
rht:Za(l—a)th_j t=n—q+1,...,n. (4.8)
7=0

3. Tercer método (diferenciacion para generar datos estacionarios): en
lugar de intentar eliminar el ruido suavizandolo como en el método 2, aho-

ra intentaremos eliminar el elemento de tendencia mediante diferenciacion.
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Definimos el operador diferencia V como:
VX, =X, — X1 =(1-B)X,, (4.9)
donde B es el operador de retraso,
BX;, = X; 1. (4.10)

Potencias del operador B y V estan definidas de manera similar, es decir,
B](Xt) = Xt—j y V](Xt> = V(Vj_l(Xt)), ] Z 1 con VO(Xt) = Xt. Polinomios
en B y V son operados de la misma manera que funciones polinomiales de

variable real. Por ejemplo:
VX, =V(VX,)=(1-B)(1-B)X; = (1-2B+B)X, = X, —2X,_1 + X,_o.

Si el operador V es usado en una funcién de tendencia lineal m; = at + b,
obtenemos la funciéon constante Vm; = a. De la misma manera, cualquier po-
linomio de tendencia de grado k£ puede ser reducido a una constante mediante
la aplicacion del operador V*. Comenzando con el modelo X; = m; +Y; donde

oy =0 a;t’ y Y; es estacionario con media cero, obtenemos:
k A k
VEX, = klay, + VY,

un proceso estacionario con media ay. Estas consideraciones sugieren la posi-
bilidad, dada una sucesion {z;} de datos, de aplicar un operador V repetida-
mente hasta encontrar una sucesion {V*z;}, la cual puede ser aceptablemente
modelada como una realizaciéon de un proceso estacionario. Es frecuentemente
encontrado en la practica que el orden de k de diferenciacién es bastante pe-
queno, uno o dos. (Esto depende del hecho que muchas funciones pueden ser
bien aproximadas, sobre un intervalo de dimensién finita, por un polinomio de

razonablemente grado menor.)

4.3.2. Eliminacién de tendencia y temporalidad

Los métodos descritos para remover la tendencia pueden ser adaptados de

manera natural para eliminar la tendencia y temporalidad del modelo general:

Xt :mt—l—st—i—Y}, (411)
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donde EY; =0, si1g =S4 y Z?:l sj = 0.

4.4. La funcién de autocovarianza de un proceso estacionario

Teorema 4.4.1. Sea ¥(-) la funcion de autocovarianza de un proceso estacionario
{X:,t € Z}, entonces:

Demostracion. La propiedad de (0) > 0 es obvia debido a que Var(X,) > 0. Para

demostrar la segunda propiedad hacemos uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[Cov(Xen, Xo)| < (Var(Xpen))? (Var(X,)2),
y la tercera propiedad se demuestra con lo siguiente:
v(=h) = Cov(X;_n, X;) = Cov(Xy, Xiyn) = v(h). O

Las funciones de autocovarianza también tienen la propiedad de definidas no

negativas.

Definiciéon 4.4.1. Una funcién de valor real sobre los enteros, k: Z — R es definida
no negativa si y solo si: .

Z a;k(t; —t;)a; >0,

ij=1
para todos los enteros positivos n y todos los vectores a = (ay,...,a,) € R"y
t=(t,....t,) € Z".

Teorema 4.4.2. Una funcion par de valor real definida en el conjunto Z de todos
los enteros es definida no negativa si y solo si es la funcion de autocovarianza de

una serie de tiempo estacionaria.

Demostracion. Para demostrar que la funciéon de autocovarianza de cualquier serie
de tiempo estacionaria es definida no negativa, simplemente observemos que si a =
(a1,...,a,) € R" t = (t1,...,t,) € Z,y Z; = (X, — EXy,..., X;, — EX}),
entonces:

0 < Var(d'Z,) =d' EZZja =
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n

=adT,a= Z a;y(ti —tj)a;,

ij=1
donde T, = [y(t; — t;)]7,=1 es la matriz de covarianzas de (Xj,,..., X, )". Para
establecer el converso, sea x: Z — R una funcién definida no negativa.
Necesitamos demostrar que existe un proceso estacionario con k() como su
funcion de autocovarianza y para esto usaremos el teorema [£.2.1] Para cada entero
positivo n y para cada t = (t1,...,t,) € Z" tal que t; < ty < -+ < t,, sea F, la

funcion de distribucién sobre R™ con funcién caracteristica:
—u'Ku
p(u)=e 2 |

donde u = (uy,...,u,) € R* y K = [s(t; — t;)]},—,- Dado que & es definida no
negativa la matriz K es también definida no negativa y consecuentemente ¢; es
la funciéon caracteristica de una distribucién normal n—variada con media cero y

matriz de covarianza K.

Usando la notacion del teorema [4.2.1k
Priy(u(i)) = h'mo ¢¢(u), paracada teT,
Ut—r

es decir, las funciones de distribuciéon F; son consistentes, y por el teorema [4.2.1
existe una serie de tiempo {X;} con funciones de distribucion F; y funciones carac-
teristicas ¢, t € 7. En particular la distribuciéon conjunta de X; y X; es normal

bivariada con media 0 y matriz de covarianza:

[ K(0) k(i — ) ]

i —3)  w(0)
lo que muestra que Cov(X;, X;) = k(i — j) como se requiere. O
Definicién 4.4.2. La funcién de autocovarianza muestral de {z1,...,x,} es
definida por:
1 n—k
== (Tjin —T)(x; — T), 0<h<n,
n

1

.
I

1 n
y 4(h) = 4(—h), —n < h < 0, donde Z es la media muestral, T = — g ;.
n
Jj=1
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4.5. Modelo lineal general

En esta seccion mostraremos algunas de las propiedades principales del modelo
general lineal a partir del teorema de proyeccion y sus aplicaciones. Considere el

modelo lineal general:

Y =X0+7,
donde Y = (Y3, ...,Y,) es el vector de observaciones, X es una matriz conocida de
n x m de rangon < m, © = (04,...,0,,) es un vector de dimension m de valores
paramétricos, y Z = (Zy,...,Z,) es el vector de variables de ruido. Asumimos que

Z ~ N(0,0%I,), donde I, es la matriz identidad de dimensién n. El estimador de

minimos cuadrados viene dado por:
0= (X'X)"'XY.
1. Y ~ N(X0,¢%I,). Calculando el valor medio de Y tenemos que:

EY =E(XO + Z)
— E(XO) + EZ
= E(X0O) = X6.

Para la varianza:

V(Y)=V(X0 + 2)
(X0 +Z —-E(XO6+ 7))
(X0 + Z — XO)F
E[Z°] = E[(Z - EZ)?|
V(Z) =o%l,.

=E
=E

2. O~ N(O,0%(X'X)™).

Calculando el valor medio de © tenemos que:

EO

E[(X'X)'X"Y]

E[(X'X)' X' (X0 + Z)]
E[(X'X)'X'XO] + E[(X'X)'X'Z]
EO

o.

+(X'X)'X'EZ

70



Para la varianza:

V(0) = V[(X'X)'X'Y]
— (X)X O[XX) X
— [ X/X>71X/]0'2In (Xlx)le/]/
=?[(X' X)X NX(X'X) ] =*(X'X).
3. Mostraremos que la matriz proyeccion Py = X(X'X) !X’ es definida no

negativa y tiene m valores propios todos iguales a 1. Para mostrar que una
matriz es definida no negativa se debe de cumplir que todos sus valores propios
A sean iguales o mayores a 0. De la definiciéon de un valor propio tenemos que,
para todo V' # 0, donde V es el vector propio asociado a cada A, se cumple
que Py V = A\V.

Aplicamos de nuevo el vector proyecciéon en ambos lados de la igualdad y

usando los teoremas v [2.3.3] tenemos:

Py (PyV) = Py(AV),

PLV = APy V,
AV = \?V

como V # 0, se cumple que A = \? y por lo tanto:
A —A=0,

AA—1) =0,

de donde A =0 o A =1, y esto se cumple para todo A, por lo tanto la matriz
Py es definida no negativa. Para mostrar que todos sus valores propios son

iguales a 1 haremos uso de la traza de una matriz:

tr(Py) = tr(X(X'X) ' X)
tr(X'X(X'X)™)
tr(1,),

donde I, es una matriz identidad de dimension m. Ademéas tenemos que para
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calcular la traza de una matriz podemos hacer la sumatoria de todos sus valores

propios, por lo que:

> A = tr(Py)

pero todos los valores propios A; son iguales a 1 o 0, por lo que deben haber
exactamente m valores propios iguales a 1. Similarmente mostraremos que
que I,, — Py es definida no negativa con (n — m) valores propios iguales a
1. Haciendo uso de la definiciéon de valores propios tenemos que, para todo
V #0:

(I, — Py)V = AV,

usando de nuevo los teoremas y tenemos:
(I, — Py) (L, — Py)V = (I, — Pu)\V,

(I, — Pu)?V = X(I,, — Py)V,
AV = \?V,

como V # 0 se cumple que A = A2, por lo que ) es igual a 1 o 0, para todo A,
por lo tanto la matriz (I, — Pys) es definida no negativa. Usando la traza de

una matriz tenemos que:
tr(I,, — Py) = tr(l,) — tr(Py,)
=n—m,

usando la sumatoria de sus valores propios para calcular la traza, tenemos que:

> X =tx(I, — Py)

1

=n—m,

pero todos los valores propios A; son iguales a 1 o 0, por lo que deben haber

exactamente n — m valores propios iguales a 1.
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4. Mostrar que los dos vectores de variables aleatorias, Py(Y —X0O) y (I,— Py)Y
son independientes. Para mostar que Py (Y — XO) y (I, — Py)Y son inde-

pendientes, tenemos que mostrar que:
(Py(Y — X0O), (I, — Py)Y) =0.

Aplicamos la matriz proyecciéon al producto punto de las variables aleatorias

y usando el teorema obtenemos:

(Pr(Pu(Y = XO)), Pu((In — Pa)Y)) = (P, (Y — XO), (Par — Py)Y)

por lo tanto los dos vectores de variables aleatorias son independientes.

Ahora mostraremos que o 2|| Py (Y — XO)|> y 0 72||(L,— Py)Y ||* son variables
aleatorias independientes de chi-cuadrado, x?, con m y (n — m) grados de

libertad respectivamente, donde ||Y'|| denota la norma euclidiana de Y, es

" 1/2
vl = (ZYf) |
=1

Para hacer la demostraciéon haremos uso del siguiente teorema.

decir:

Teorema 4.5.1. Sean (Z1,Zs,...,7Z,) una sucesion de variables aleatorias

independientes, n € N. Entonces la suma de los cuadrados:

vV=> 2z
i=1
tiene la distribucion chi-cuadrada con n grados de libertad.

Demostracion. Consultar |15 p. 432]. O

La variable aleatoria o~ 2|| Py (Y — X©)]|? la podemos expresar como:
1 s 1 1 « )
Py~ XO)P = LPuZ] = 5> Pz
i=1
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como sabemos los Z; siguen una distribucion normal, usando el teorema

tenemos que la variable aleatoria 0 2||Py(Y — X ©)]|? sigue una distribuciéon

x? con m grados de libertad.

La variable aleatoria o~2||(I, — Py)Y|? la podemos expresar, utilizando el
teorema [2.5.3] como:

1 1 1
S IYIP = S 1Py P + 15 — Pu)Y 1%,
o o o

despejando tenemos que:

1 1 1
;H(fn — Py)Y|? = ;HYH2 - ;HPMYH2

1 1 &
Zggyf—;;]%yﬁ

y usando el teorema tenemos que o 2||([,, — Py)Y ||* sigue una distribu-

cion de x? con grados de libertad (n —m).

. Por dltimo mostraremos que:

(n—m)||[Pu(Y — XO)|
m|Y — PyY|? ’

tiene una distribucion F' con m y (n — m) grados de libertad. Al igual que en

el inciso anterior haremos uso de otro teorema.

Teorema 4.5.2. Sean Uy, U, variables aleatorias con distribuciones de x> y

grados ny y ng respectivamente. Entonces:

Ul/nl
F=21
Ug/ng

tiene una distribucion F' con nq y ny grados de libertad.
Demostracion. Consultar [3, p. 598|. O

Vemos que la variable aleatoria definida anteriormente cumple con las condi-
ciones del teorema por lo que tiene una distribucion F' con grados de
libertad m y (n —m).
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CONCLUSIONES

. Se estudiaron las definiciones y teoremas de los anillos, o-anillos, como estos se
relacionan con las o-algebras. También se estudié las propiedades principales

de las medidas y de las funciones medibles.

. Se definieron las propiedades principales de los espacios de Hilbert, de los ope-
radores y se demostro el teorema de proyeccion, el cual garantiza la existencia

de un tnico elemento & € M que es la mejor aproximacion para algtn y ¢ M.

. Se axiomatizo6 la teoria de probabilidades a partir de los conceptos de la teoria
de la medida, adaptandolos de manera apropiada para definir los conceptos y
teoremas. Se enunciaron los conceptos de variables aleatorias asi como también

sus propiedades, para el estudio de las series de tiempo.

. Se describi6 el espacio que contiene a las series de tiempo, el espacio L*(2, F, Pr),
que ademas es un espacio de Hilbert. Se describieron los conceptos de las series
de tiempo y los modelos principales para su soluciéon. Se presentd una demos-
tracion del modelo general lineal, base de toda la teoria de regresion lineal y

estimacion de series de tiempo.
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RECOMENDACIONES

1. Comparar la parte geométrica de las series de tiempo con sus métodos de
resolucion, para establecer similitudes y ver la importancia de conocer su in-

terpretacion geométrica.

2. Utilizar el capitulo 1 como material introductorio para el curso de teoria de la

medida y el capitulo 3 para el curso de estadistica.

3. Tomar este trabajo como material formal de apoyo para estudiantes de nivel

de licenciatura en el estudio de teoria de probabilidades y series de tiempo.
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